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Anzeige von Heft m der Kreiseltheorie. 

Nach längerer Pause, welche durch meinen Übergang in ein neues 
Lehramt bedingt wurde, folgt auf das zweite Heft der Theorie des 
KreiselB (erschienen 1898) nunmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsichtigt war, den Schluß des Werkes; es zeigte sich 
nämlich, daß sieh der Stoff außerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemäß dem ursprünglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen des Versuches oder 
auf die mannigfachen Fragestellungen der yerschiedenen an der Kreieel- 
theorie interessierten Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellung gekommen; die 
technischen und physikalischen Anwendungen verbleiben für ein viertes 
(letztes) Heft. 

Während sich der Beginn der vorliegenden Lieferung inhaltlich an 
die vorangehenden Kapitel anlehnt und in einem Nachtrag zu Kap. VI 
den auf der Horizontal ebene spielenden Kreisel behandelt (durch Nähe- 
rungsrechnungen mit strenger Pehlerabschätzung), geht der Inhalt des 
Kapitels VII wesentlich über den Kreis derjenigen Probleme hinaus, 
welche in der analytischen Mechanik idealer Mechanismen behandelt zu 
werden pflegen. Hier werden die allgemeinen Erfahrungen Über die 
Wirkung der Reibungseinflüsse dargestellt und im Anschlüsse daran die 
Reibung im Stützpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
richten der Kreiselaxe, ausfuhrlich diskutiert. Da einerseits die er- 
fahrungsmäßigen Gnindlagen für den Ansatz der Reibungsprobleme 
nicht sehr sicher sind, da andrerseits die mathematischen Schwierig- 
keiten bei der strengen Durchführung des Ansatzes sehr groß sein 
würden, so wird die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege, mit 
Zuhilfenahme von Vernachlässigungen und Näherun ^methoden durch- 
geführt, wie solche bereits an früheren Stellen der Kreiseltheorie wieder- 
holt empfohlen wurden. Die Schärfe dieser Methoden reicht völlig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behalt: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein klares qualitatives und ein 
innerhalb der Fehlergrenze der Beobachtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Neben der Reibung im Stützpunkte werden als 
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weitere, die ideale Kreiselbewegong entstellende Uraaehen der Luft- 
widerstand, die Elastizität des Kreiselmaterials und der Uuterl^e be- 
rücksiclitigt. Hierbei waren zum, Teil bereits die Rücksiebten auf spätere 
Anwendungen maßgebend, zum TeÜ sollten diese ünterauehungen als 
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen Erscheinungen oder, wie es 
hier gelegentlich ausgedrückt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im 
Gegensatz zur himmlischen Mechanik, in welcher die hier behandelten 
Einflüsse meist nicht in Betracht kommen, oder zur reinen analytischen 
Mechanik, in welcher solche Einflüsse zu Gunsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickeinng gewöhnlich vernachlässigt werden). In 
einem Nachtrag zu diesem Kapitel wird sodann, unter Hinzuziehung 
von Beobachtnngsmaterial, die Behandlung des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit ßüeksieht auf die Reibung ergänzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendungen der Kreiseltheorie, in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klassischen Problemen der Präcession imd der durch die 
Mondbewegung erawungenen Nntation tonnten füghch neue Ergebnisse 
nicht beigebracht Werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
schöpfend behandelt worden, daß die vorHegende Darstellung lediglich 
darauf hinzuzielen hatte, die für den Nichtfechmann nicht immer durch- 
sichtige Darstellungsweise der Astronomen durch ein anschaulicheres 
Verfahren zu ersetzen. Das Mittel hierzu bot eine Methode von Gauß 
zur Sfcörungsrechnung, welche hier nach verschiedenen Richtungen aus- 
gebaut wird. 

Im Gegensatz hierzu sind die in dem geophysikalischen Abschnitt 
untersuchten Probleme zum Teil jüngsten Datums. Es handelt sich 
hier namentlich um die freien Kntationen der Erdaxe, deren Periode 
von Chandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheimmg der Pol- 
schwankungen überhaupt. Sowohl in der Darstellung des objektiven 
Sachverhaltes wie in der Erklärung desselben dürfte die hier gebotene 
Behandlung entschiedene Fortschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Pr^e wurden bei der Erklärung der vierzehn- 
monatlichen Chandlersehen Periode auch die erforderlichen Hilfssätze 
ans der Hydrodynamik und der Elastizitätstheorie aufgenommen und 
auf vereinfachtem Wege bewiesen. Femer wurde zur Erklärung der 
jährlichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
schen MMsentransporte entwickelt, wobei sich abermals die in den 
früheren Heften betonte Impulstheorie und die freiere, begriffliche Auf- 
r dynamischen Differentialgleichungen als besonders frucht- 
Den Schluß des geophysikalischen Abschnittes bildet die 
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Bespreclnmg der berölimten Foucaultschen Kreis elyer suche zum Kaehweis 
der Erdrotation. Hier kam es einerseits darauf an, unnötige mathema- 
tisehe Schwierigkeiten auezuschalten, welche in den alteren Darstellungen 
der Poucanltachen Versuche einen breiten Raum einnehmen, andererseits 
die störenden Einflüsse hei'vorzukeliren und ihrer Größenordnung nach 



Auf Wtmsch meines hochTerehrten Lehrers F. Klein habe ich 
schließlich darauf hinzuweisen, daß ich hei der Abfassui^ dieses Heftes 
noch in weit höherem Grade wie bei den Yorangehenden Heften über 
den Inhalt der ursprünglichen, von Herrn Klein gehaltenen Unirersitäts 
Vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel VH gegebenen Aus- 
führnngen zur Mechanik der störenden Einflüsse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen ünu-issen postuHei-t worden; die hierzu er- 
forderliehen Integrations- und Käherungsmethoden (auch in dem Nachtr^ 
zn Kap. VI) sowie alle Einzekesnltate rühren von mir allein her. Was 
die astronomischen Anwendungen fcetrifPb, so erkannte Henr Klein die 
Vorzüge des Gfanßischen Verfahrens, nach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Präcessionsproblem behandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen- 
mäßige habe ich dagegen von mir ans hinzugefügt. Von dem Problem 
der Polschwankungeu war in jener Vorlesung überhaupt nicht die Rede, 
sodaß die hier gebotenen etwaigen Fortschritte {Kap. VIII § 6—8) 
als mein Eigentum zu betrachten sind. Für die Auffassung der Foucault- 
schen Versuche waren die Grundlinien bereits von Herrn Klein Tor- 
gezeichnet. 

Im übrigen betone ich gern, daß mir das fortgesetzte Interesse, 
welches Herr Klein an der Weiterführung des Werkes genommen hat, 
sowie die mancherlei Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen 
und bei der Korrektur zukommen ließ, meine eigene Arbeit wesent- 
lich erleichtert haben. Femer habe ich den Herren Schwarzschild 
und Wiechert zu danken für viele wertvolle Kachweise und Berichti- 
gungen zu den astronomischen und geophysikahschen Gegenständen. 

Möge das vorliegende Heft nicht nur dem Mathematiker und Physiker 
von Nutzen sein, der die Mechanik um ihrer selbst willen treibt und an 
der Hand des hier so eingehend ausgeführten Beispiels zu einem tieferen 
und lebendigeren Verständnis der Wissenschaft vordringen will, sondern 
möge dieses sowie das folgende Heft auch von den Vertretern der Astro- 
nomie, der Geophysik und der Technik gern zu Rate gezogen werden, 
so oft dieselben auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreis elwirknngen in Berührung kommen! 

Aachen, im Juli 1903. A. Sommerfeld. 
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Anhang zu Kapitel VI. 
% 10. Der auf der Horizontalebene apielende Kreisel. 

Als Gegenstück zur Theorie des Kreisels mifc festem Stützpunkte 
soll die Bewegung des Kreisels mit horizontal beweglichem Stützpunkte 
anhangsweise behandelt werden, also diejenige Bewegnng, an welche 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Wort« „Kreisel- 
bewegung" denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsicht 
lauge nicht so weit zu gehen, wie hei dem vorigen Probleme, sondern 
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares Bild von dem qualitativen 
Charakter der Bewegui^ entwerfen können. Dies gelingt, mit Um- 
gehung aller iinalytischen Schwierigkeiten, welche sonst auftreten würden, 
wenn wir mit tegrenster GencmigJceii rechnen wie solches im Kap. IV, 
§ 9 empfohlen wurde. Wollen wir die Bewegung nur mit derjenigen 
Schärfe festeteilen, wie sie etwa die mit blofsem Äuge angestellte 
Beobachtung eines gewöhnliehen Kreisel -Spielzeugs, ohne besondere 
Verfeinerung der Beohachtungsmittel und ohne soi^same Ausschaltung 
von StÖrungaursaehen liefert, so können wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begnügen, Vom mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Näherung logisch befriedigend, sofern mr 
den bei tmserer Bechnufig zugelassenen Fehler abschätzen Mtmen. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen würde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafa- 
stabea für die anzusti-ebende Genauigkeit, wertlos scheinen, durch 
Heranziehung höherer analytischer Hülfsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Rechnung weiter zu verfeinem. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir voraussetzen, 
dafs sie voUkommen glatt, also reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibung im nächsten Kapitel zurückkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion B derselben gegen den Kreisel, ist dann 
senkrecht gegen die Ebene, also vertikal gerichtet. Da der Stützpunkt 
nicht mehr so sehr wie bei dem früheren Problem ein geometrisch 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nicht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt 8 zum Bezugspunkte im 
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514 VI. AEhEmg. Der auf der Horiaontalebene spielende Kreisel. 

Sinne Ton Kap. ü, § 2 wählen. Die Verbindxingslinie OS heilst wie 
früher die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale 3-. Die Ent- 
fernung OS werde mit Jü, die Gesamtmasse des Kreisels mit M be- 
zeichnet. Es werde abkürzend P^MgE gesetzt, so dafs P wie 
früher das Moment der Schwere um die aar Figurenaxe senkrechte 
horizontale Axe durch bei horizontaler Lage der Figurenaxe be- 
deutet. Wir nehmen, worin keine wesentliche Spezialisierung liegt, 
der Kürze wegen an, dafs das für den Schwerpunkt konstruierte Trag- 
heitseUipsoid eine Kugd sei; der. allen Axen durch S gemeinBam.e Wert 
des Trägheitsmomentes heifse A. 

Als äofsere Kräfte kommen, da wir die Keibung vernachlässigen, 
nur die Schwere Mg und der Gegendruck M in Betracht, dessen 
Gröfee sieh aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential der 
Schwere ist (bis auf eine wiUkiirhche Konstante) 

(1) 



2 = Ec 



¥== Mgs^F COS», 
die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem 



in Figur 68 angedeuteten fes 

der Gegendruck B zur potentiellen 



liefert 
nergie keinen Beitrag, da er keine 
Arbeit leistet, sondern senkrecht 
gegen die Bewegung seines An- 
griffspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seits liefert die Schwere in unserem 
Bezugspunkte S kein Drehmoment, 
während der Gegendruck zu einem 
Drehmomente Anlafs giebt, welches 
die „Enoteulinie" zur Axe hat, also 
diejenige Linie, welche sowohl auf 
der Vertikalen wie auf der Figuren- 
^^s ^^- axe senkrecht steht, , 

Wir fassen wie üblich die äafseren Kräfte zu einer Einseikraft 




und 



Drehkraft (Kräftepaar) hinsichtlich des Bezugspunktes 
zusammen. Nach dem eben Gesagten ist die ßvnzeXkraft 
vertikal gerichtet imd gleich M — Mg. Die Axe der Drehhraft liegt 
dauernd horisontal imd smkreeht mtr Figwenaxe; der Gröfse nach ist 
sie gleich dem Momente von- It wn S. 

Die wichtigsten Aufschlüsse über den Verlauf der Bewegung hefert 
uns hier wie überall unser Impulssatz aus Kap. H, § 5, welcher uns 
in anschaulicher Weise die Schwerpunkts- und Flächensätze zusammen- 
fafst. Der Impuls zerl^t sich hier ebenfalls in zwei Bestandteile, den 

I (oder Schiebestofs) und den Drehimpds (oder Drehstofs), 
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§ 10. Der auf der Horizontalebene apielende Kreisel. 515 

Die Komponenten des ersteren nach den im Räume festem Koordinaten- 
axeu X, y, s werden wie früher mit [X], [I^, \_Z\, die Komponenten dea 
letzteren mit l, m, n bezeichnet. Wir werden aucii die Komponenten 
L, M, JV des Drehimpulsea nach einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system nötig hahen, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt und dessen 
Z-Axe die Figurenaxe ist. 

Nach dem angezogenen Impulssätze ist mm die Anderungsgesehwin- 
digkeifc jeder Komponente dea Einzelimpnlses und des Drehimpulses 
gleich dem augenhli etlichen Werte der entsprechenden Komponente 
der Einzelkraft und Drehkraft. Aus dem, was wir über Richtung 
und Axe dieser letzteren bemerkten, folgt aber, dafs die Horisontcär 
komjaonenten des MinzeUmpulses imd die VerfUcalkomponente des Drehr- 
impulses während der Bewegtmg Imnstomt bleiben; die mifseren Kräfte 
beeinflussen wm die Vertikalkomponenie des Schiebestofses und die Horir 



In Zeichen heifst dieses 

(2) . [X] = const., \Y\ = const., n =- const. 

Da nach pag. 102 [X], [^Y] und [Z] den betreffenden Schwerpunkis- 
geschwindigkeiten proportional sind ([X] = Mx' etc.), so sagen die 
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dafa die Horizontalprojektion des 
Schwerpunktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit durch- 
läuft. Natürlich steht und fällt dieses Resultat mit der Annahme, 
dafs im Stützpunkt keine Reibung auftrete. 

Nehmen wir den Impulssatz für die dritte Komponente des 
Schiebestofses (bez. den entsprechenden Schwerpunktssatz) hinzu, so 
erhalten wir: 

Diese Gleichung können wir als BesUmmungsglekJmng der BeakUons- 
kraft auffassen; indem wir für [2] den Wert Ms eintragen, ergiebt sich 

(3) It = Ms!"-i-Mg. 

Aufser der Gleichung n = conat. besteht auch hier die Gleichung 

(4) N = const., 

wie wir aus dem „modifizierten Impulssätze" IIb von pag. 145 schliefsen. 
Nach diesem Satze ist nämlich die Änderungsgesehwindigkeit des Dreh- 
atofaea relaiw svm Körper nach Axe und Grofse gleich dem Dreh- 
moment der äufeeren Kräfte vermehrt um die resultierende eentrifugale 
Drehfcraft (vgl. p^. 144). Letetere verschwindet beim Kugelkreisel 
schlechtweg, die Axe des ersteren steht nicht nur auf der Vertikalen, 
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516 VI. Anhang. Der auf der Horiaontalebene apielende Kreisel. 

sondern auch auf der Figurenaxe senirecht. Infolgedessen ist die 
An derungegesch windigkeit der DrehBtofskomponente N nach der Figuren- 
axe gleich Null und diese Komponente selbst konstant. 

Endlieh nehmen wir noch den Satz der lebendigen Kraft 2'+F=Ä 
hinzu. T setzt sich hier ans zwei Teilen zusammen, aus der leben- 
digen Kraft der Drehbewegung T^ und aus der der fortschreitenden 
Bewegung T^. Die letztere drückt sich durch die Schwerpunkte- 
geschwindigkeiten aas und ist 

r.-f («" + !/" + 0- 
Wir führen, wie beim Kreisel mit festem Punkte, die Abkürzung 
(5) cos * = M 

ein und haben nach Figur 68 

Bedenken wir noch, dafa die Geschwindigkeitskomponenten x' und y' 
Konstante sind, so können wir die beiden ersten Glieder von T^ mit 
der Konstanten Ä vereinigt denken und diese Glieder unterdrücken. 
Wir schreiben daher einfacher 

Die lebendige Kraft der Drehbewegung T, unterscheidet sich in 
nichts von der lebendigen Kraft des Kreisels mit festem Stützpunkte. 
Der Ausdruck derselben durch die Grßfse m = cos ■9- wurde bereits 
pag. 222 entwickelt. Er lautet, für den Kugelkreisel spezialisiert: 

Indem wir noch für V den Aasdruck (1) V= Fu benutzen) sehreiben 
wir die Gleichung der lebendigen Kraft i 






Da nach (2) und (4) n und N Konstante sind, liefert uns die 
Toi^tehende Gleichung eine Beziehung zwischen u und u bez. zwischen 
M und t, aus welcher die wechselnden Neigungen der Figurenaie gegen 
die Vertikale als Funktion der Zeit entnommen werden können. Wir 
rechnen, indem wir auf gleichen Nenner bringen, zui^chst u'^ aus und 
erhalten u'^— U, mit Einführung der Abkürzung U 






(7) U- - 

« — ME^ bedeutet dabei das Trägheitsmoment der im Schwerpunkte 
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konzentriert gedacMen Gesamtmasse M um eine zvu- Figurenase senk- 
rechte Gerade durch 0. Ea folgt nun: 

f ^ = yü oder d( = -^, 
\ dt * yu' 



/ du 



Wir wollen sogleich eine entsprechende Darstellung für den Winkel 
j^ geben, den die Knotenlinie des Kreisels mit einer beliebigen festen 
horizontalen Geraden bildet. (Den dritten Eulersehen Winkel (p werden 
wir im Folgenden nicht explizit notig haben.) ^ bestimmt sich nach 
■p3%. 222 Gleichung (4) aus: 

a'\^ _n~Ncoa& 
'dt~ Ado^& ' 

also wenn wir wie vorher coa S- ^^ u setzen, aus 



Wir integrieren, indem wir ät nach Gl. (8) durch du ausdrücken und 

erhalten: 
.^,. , r n — Nu du 

Die in den Gleichungen (8) und (8') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die schon von Poisson*) herrührt, vergleichen wir zui^chat 
mit der entsprechenden Darstellung, die früher (pag. 223) für den 
Kreisel mit festem Pimkte entwickelt wurde. Es zeigt sieh dabei 
einerseits eine grofae Analogie der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
seits, dafs der Ausdruck Ton, Z7 jetzt etwas komplizierter ist wie früher. 

Während der frühere Ausdruck U drei Nullstellen und eine TJn- 
endliehkeitsstelle besafs, hat unser jetziges XI drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte von w, für die der Zähler verschwindet) und drei Un- 
endlichkeitasteUen (nämlich den Wert m = oo und die Werte, für die 
der Neuner verschwindet). 

Aus der Analogie der jetzigen und der früheren Formeln folgt 
unmittelbar, dafs ein Teil unserer früheren Resultate ungeändert be- 
stehen bleibt. So können wir z. B. den Beweis für die „Periodiziiäts- 
eigensehaften der Bewegung", von denen früher die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar übertragen, indem wir die Schlüsse von 
Kap. IV, § 4 wörtlich wiederholen. Es ändert sich also t und ^ je 
um einen bestimmten Zuwachs, nämlich um eine sog. j^Periode", wäh- 

*) Vgl. PoisBOa, Trait^ de Möcauique 11, Nc, 434 ff. 
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rend die Integrationsvariable u zwischen denjenigen beiden Wurzel- 
werten e,) and Cj von U hin- und hergeführt wird, die im Interraile 
— 1 und + 1 liegen. 

Diese Periodizität tritt besonders deutlieh in der Bahnkurve her- 
vor, die der Stützpunkt auf der tragenden Horizontalebene beschreibt 
und die jetzt passend an die Stelle der in Kap. IV betrachteten Bahn- 
kurven tritt. Wir können ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
annehmen, dafs die Projektion S' des Schwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebene festliegt, dafs also die horizontale konstante Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im besonderen den Wert Null hat. (Im anderen ITalie 
brauchten wir in der Horizontalebene nur statt eines festen ein mit 
der horizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichförmig fortschrei- 
tendes Äxenbreuz zu Grunde zu legen; die im folgenden zu zeichnende 
Figur, würde dabei in Richtung dieser Geschwindigkeit in leicht er- 
sichtlicher Weise auseinandergezogen werden.) Unter dieser Annahme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte S' errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Bahnkurve zieht sich zwischen zwei 
konzentrischen, um den Punkt iS" beschriebenen Kreisen hin und her, 
die den beiden Neigungen cos 9' = e^ und cos -& = % der Figurenaxe 
entsprechen. Aue den genannten Periodizitätseigenschaften folgt dann, 
dafs die aufeinander folgenden Bögen der Bahnkurve zwischen den 
beiden Kreisen Cj, und e^ wechselweise symmetrisch und kongruent 
verlaufen. Zur qualitativen VeranschauHchung der Bahnkurve können 
direkt die früheren Figuren aus Kap. IV, § 1 und 2 in sinngemäfser 
Modifikation dienen; für einen besonderen und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen und 
die soeben angedeuteten Überlegungen im Einzelnen durchführen. 

Andererseits würde die verschiedene Bauart unseres U im jetzigen 
und früheren FaUe auch manche Unterschiede in der weiteren analy- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (S"), da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
früheren elliptischen Integrale, als htfpereR^tiscke. Der Unterschied 
beider zeigt sich besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
wollten, unsere Gröfsen u und ij) als Funktionen der Zeit für aUe 
(auch die komplexen) Werte von t darausteilen*). Es ist aber nicht 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 

•) M und ^ sind im Komplexen nioM mehr eindeutige Punktionen von *, 
■wohl aber iMsen aieh, wie man in der Theorie der sog. antomorphen Fiinitionen 
zeigt, M, ip und t für den ganzen komplexen Wertehereioh. durch eine Hülfs- 
variable eindeutig daisteüen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical theory 
of the Top. Prineeton Lectures. New York 1897, insbes. den letzten Abschnitt. 
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einzugelien. Für die numeriaclie BeherrsehTing der Kreiselbewegimg 
im Reellen, die doch allein unser Zweck seia kann, würde bei dem 
gegenwärtigen Stande der Theorie auf diesem Wege nichts gewonnen 
werden. Eher würde sich hierfür ein Verfahren empfehlen, welches 
Weierstrafs*) in allgemeinen Zügen für alle ähnlichen Probleme 
entworfen hat und welches darauf abzielt, u als Funktion von t durch 
eine trigonometrisehe Reihe mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. 
Indessen können wir auch von den hierdwch bedingten, immerhin 
ziemlich umständlichen Rechnungen absehen, da wir uns, wie oben 
begründet wurde, mit einer geringen Genauigkeit begnügen werden. 

SpezieU werden wir uns für das Analogen der früher behandelten 
pseudoregulärm Präcession interessieren, weil diese durch die gewöhn- 
lichen Antriebavorrichtungen in der Regel reaUsiert wü-d. Wir wollen 
also voraussetzen, dafs der Bigeoimpub N „sehr grofs sei". Dies soll 
(vgl. pag. 293) bedeuten, dale das Quadrat von N grols sei gegenüber 
der gleiehbenannten Gröfse AF. 7i. B. können wir voraussetzen: 
iV^ > 100 AP. 

Femer wollen wir etwa annehmen, dafs der Kreisel zu Beginn der 
Bewegung {t = t^ keinen seitlichen Anstofs bekommen hatte, dafs also 
seine Anfangsbewegung aus einer reinen Rotation um die Figurenaxe 
bestand. Dann liegt der anfängliche Drehimpuls in Richtung der 
Figurenaxe und ist mit N zu bezeichnen. Ist die anfängliche Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale ^^ und setzt man cos ^p = e„, so 
wird die Projektion des Drehimpulaes auf die Vertikale 

(9) n =- iVeo. 

Ueberdies erkennt man, dafs für i=tf, notwendig «' = sein mufs. 
Denn die Figui-enaxe ist nach Voraussetzung zu Beginn Rotationsase, 
kann also ihre Lj^e im Räume momentan nicht ändern. Aus m' = 
fo^t nach Gl. (8) )7= 0, d. h. 

2Ah{\ - V) - 2^Peo(l -ßo^) + 2nNeo -N^-n^ = 0. 

Hieraus entnehmen wir den für imsere Bewegung gültigen Wert von 
h, indem wir n nach (9) durch N ausdrücken, nämlich 

(10) 2Ah^2APef,-i-N^. 

Wir wollen zunächst U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zähler 
von ü mufs sich der Faktor «!, — !* herausziehen lassen, da ja CT für 

*) Ülier eine Gattnug reell periodiBcter Funttionea. Monataberichtie der 
Berliaer Akademie 1866, pag, 97. 
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M = e^ verschwiiidet. In der That ergiebt sicli ans (7) mit Eüeksiclit 
auf (9) und (10): 

Die weiteren YerschwindungseteUen des Zählers und Nenners mdgen 
e,, e^ bez. +e heifaen. Indem man den Nenner gleieh NuU setzt, 
findet man: 

(12) ßä=l + ^; 

ferner ergiebt sich dnrcb Nullsetzen des Zälilers und Auflösung einer 
c^uadratischen Gleichung: 



(18) 



[•^-iAl-V+V^ — W^ + ^T^)- 



\ef,\ ist der geometrischen Bedeutung nach < 1, |e| nach Öl. (12) >1. 
Da wir ÄP : N^ als kleine Zahl voraussetzen, können wir, um die 
Gxöfsenordnung Ton e^ tuid e^ festzustellen, die Quadratwurzel in (13) 
nach dieser Grölse entwickeln und erhatten: 



(14) 



Es ist also fij wenig kleiner wie e^, e^ sehr grofa. Die gegenseitige 
Lage der fünf Stellen Cj,, e^, e^, + e wird durch Fig. 69 veranschaulicht. 



Durch seine Linearfaktoren dargestellt, nimmt daher ü die Form an: 

(lö) g^i^ c— )(;.-';H'.— ) ; 

der JFaktor — berechnet sich daraus, dafs sich U nach der früheren 
DarsteUting (11) für u — co wie — — u verhalten mufs. 

Betrachten wir nun das Integral (8). In diesem mufs u not- 
wendig zwischen den Grenzen — 1 und -|- 1 Hegen und dt reell und 
positiv sein. Beginnen wir also die Integration mit dem Anfangs- 
werte M = eo, so mufs u zunächst abnehmen bis e^, dann zunehmen 
bis gg n. s. £, da einer TJnterschreitung von e^ oder einer Überschreitung 
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von e^ ein imaginärer Wert von dt entsprechen würde. (Damit dt 
positiv ausfällfc, ist es nnr nötig, dae imfoestimmte Vorzeichen Ton 
YV bei jeder Umkehr der Integrationsrichtung ebenfalls umankehren.) 
Die Integration s variable h ist also auf das enge Gebiet zwischen e^ 
und Cj eingeschränkt. Wir echliefseii daraus, dafs sich der Faktor 
Cg ~ M während der Integration nar sehr wenig ändert, da sein Maximum 
Cj — Cj und sein Minimum e^ ~ ^o sowohl wegen der Gröfse von e^ 
wie wegen der Kleinheit von e^ — e, nahe zusammenfallen. Wir könnten 
ihn hiernach annähernd konstant setzen, etwa gleich 

Ca — «0, wo M(, = ^?-±^. 
Nach (8) und (15) ist nun die gmame Zeit gegeben durch: 

wenn /„ den der Anfangslage m = e^ entsprechenden Zeitpunkt be- 
zeichnet. Wir fähren daneben eine angenäherte Zeiibestinunung ein, 
indem wir e^ — u durch den angegebenen Näherungswert e^ — Mq ^^' 
setzen, sehreiben also: 



Diese beiden Zeiten stehen, wie man leicht einsieht, in dar Beziehung 
zu einander, dafs stets 

(") (*'-«.) l/j^<*-'«<(''-ü|'^=^;- 

Haben wir also den angenäherten Wert der Zeit bestimmt, so ist 
damit der wahre Wert innerhalb sehr enger Grenzen bekannt. Um diese 
Grenzen noch näher festzusetzen, schreiben wir nach (14): 

yi=i-(i-Yi+-)(i+is+--)-i-*2?+- 

Wenn z.B., wie wir pag. 519 voraussetzten, N^'^IOOÄP ist, so weichen 
diese Gröfsen von der Einheit um weniger als 10~* nach der einen 
oder anderen Seite hin ab und unsere angemiherte Zeitbestimmung 
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unterscheidet; sidi von der wahren um weniger als ttjj;"/«- J^^r prak- 
tische Zwecke dürfte diese Abweichung überhaupt nicht in Betracht 
kommen. 

Durch die Einführung unserer angenäherten Zeit ist aber das Pro- 
blem aus dem Gebiete der hyperelliptischen in das der elliptischen In- 
tegrale verlegt. Wir könnten auf das Integral (16) die früheren Me- 
thoden unmittelbar anwenden und u als dlipUsche FtmkUon der om- 
genaherten Zeit t' da/rstdlen. Die erforderliche Fehlerabschatzung läTst 
sieh alsdann aus der Ungleichung (17) entnehmen. Wir wollen aber 
noch einen Schritt weiter gehen und die Berechnung auf elementare 
Funktionen zurückführen. Bemerken wir zu dem Zweck, dafs sieh auch 
der Faktor e^~u^ wegen der Kleinheit des Int^rationsintervalles Cg—e^ 
nur wenig ändert und näherungeweise gleich 



gesetzt werden kann. Dementsprechend führen wir 
näherte Zeitbestimmung ein, indem ■wir schreiben: 

(18) t -t,-y ^j,^^ _ ^^^ J ----.--— ^ 

Zwischen t und t" besteht dann die Ungleichung: 



(19) (("-*.) Vf^fÜ^ <t^t,<(f^ ü >f^^f|^- 

Die Grenzen, die hiemach dem wahren Zeitwerte gezogen sind, sind 
nicht mehr so enge wie vorher. Man berechnet nämlich nach (14); 






der Einheit ab; da die in (19) aufserdem noch hinzutretenden Faktoren 

"1/ "' ~ '*" und ~\/~ Ton höherer Ordnung gleich 1 waren, so ist 

damit auch die Abweichung der wahren Zeit t von der angenäherten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweichung betr^ weniger als lY^ der 
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wahren Zeit, ist also nickfc mehr so klein, wie vorher, aber für unsere 
Zwecke klein genug. 

Das Integral (18) fährt auf eyklometrische Fnnktioneu, Der Be- 
quemlichkeit wegen führen wir die Abkürzungen e, v, <o ein, indem 
wir setzen: 




= arc sin 



(21) (" ~ (ft = -^ (arc sin y - y) - 

0» bedeutet dabei die näherungeweise berechnete Zeit, während welcher 
M das Integrafcionsintervall von e,, bis e^ oder v das entsprechende Ge- 
biet von + c bis — £ einmal durchläuft. Wir nennen m die „halbe 
Periode der Kreiaelbewegung". Sie ist gleich derjenigen Zeit, während 
welcher die Figurenaxe aus der einen äufsersten Neigung e^ in die andere 
äufserste Neigung e^ oder aus der mittleren Neigung u^ in eben diese 
N^eigung auf kürzestem Wege zurückkehrt. Nach der Zeit 2ta wieder- 
holen sich die Neigungen der Figurenaxe periodisch. Der noch un- 
bestimmt gelassene Zeitpunkt t^ möge der Bequemlichkeit halber gleich 
~ genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 
Neigung der Figurenaxe (u = oder M = «o) zusammenfallen. Gfleichnng 

(21) geht dann über in: 

(22) t" — — arc sin — • 

Es liegt auf der Htoid, dafs wir diese Beziehni^ lieber „um- 
.kehren" und in der folgenden Form schreiben werden: 

(23) V = £ sin — oder m = m^, -]- e ein 

Damit sind die wechselnden Neigungen der Figurenaxe in explmter 
Weise <ds FurücÜon äer (mgenäherten Zeit t" beschrieben. Um den bei 
dieser Berechnung zugelassenen Fehler abzuschätzen, d, h. um den Wert 
von M, der zu der wahren Zeit t gehört, in Grenzen einzuschlieisen, 
brauchen wir nur die Ungleichung (19) in gewisser Weise ebenfalls 
umzukehren. Diese Ungleichung sagt uns, wieweit die wahren und 
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angeiiälierten Zeiten, die zu gleichem u gehören, hÖehstena von ein- 
ander abweichen. Wir können sie auch so schreiben; 

V l-uJ'-'f- f - « < *" - '• < V'e^.i^ (' - '•)• 
Der wahre Wert von m, d, h. der Wert von u zur Zeit t, muls hier- 
nach gleich einem derjenigen Werte sein, welche sich nach Formel (23) 
für das vorstehend bezeichnete Intervall der angenäherten Zeit bestimmen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen e^ und e^ abgesehen) 
u mit wachsendem i beständig wächst oder beständig abnimmt, so 
können wir auch sagen: Der wahre Wert von « ist swischen denjewigm 
Werten mthaMen, welche sich für die (mgenähertm Zeitpimhte 



(24) , ^ ""^ \ 

I t"-t,= ]/ ;;i^J.iru ^-o 

nmh Gleichung (23) herechnen. Die gewünschte Fehlerabschätzung ist 
damit geleistet. 

In entsprechender Weise verfahren wir mit dem Winkel ^ in 
ai. (W). Setzen wir für w und i[7 die Werte aus (9) und (15) ein, so 
ergiebt sich zunächst 

(26) *=fi/5/?^yS^^^|i|^ 

Wir könnten auch hier wieder ein angenähertes Azimuth ^' einführen, 
welches sich durch ein eUiptisches Integral berechnen läfst, indem 
wir den Faktor e^ — u ersetzen durch e^ — Mo- Indessen gehen wir lieber 
gleich einen Schritt weiter und schreiben: 

sodaTs sieli die weitere fieelmimg im trigonometrieclieQ Gebiete abspielt. 
Wir substituieren als Integrationsvariable die angenäherte Zeit ("; nach 
Gl. (18) und (23) haben wir 



du. 



dt 



K ap <i-«.i, 



.». + 58in^, e,-»-.(l-8in^ 



und daher 



(27) *" - f r^i^/(i - ™ '-pi ät~ 
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Die Integrationskonstaate wurde hierbei so gewäMt, dafs i/i" Ter- 
schwindet für i" = ^ = ro/2. Wiederum ist der angenäherte Wert von 
ir als explidte FunkUon der angenäherten Zeit t" dargestellt 

Zwtsclien dem wahren Azimutii ijf und dem genäherten tfi" besteht, 
wie der Vergleich Ton (26) und (25) ergiebt, die 1 



(28) ^-^l/J 



'-■>!>" <t<\^~^y^ 



Da beide Faktoren, mit denen i^" multipliziert ist, wenig YOn 1 TOr- 
aebiedeu sind, ist hierdurch der wahre Wert von i^ mit Hülfe des an- 
genäherten in enge Grenzen eingeschlossen. 

Durch ip und u lassen sich die übrigen auf die Kreiaeibewegung be- 
züglichen Gröfsen darstellen. Besonders werden wir uns für die Bahn- 
kurve des Stützpunktes in der tragenden Horizontalebene interessieren, 
weil diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fällt und sich 
auch experimentell bequem aufzeichnen läfst (vgl. das folg, Kap. § 10). 
In der Horizontalebene breiten wir uns eine komplexe Variable § aus, 
sodafs der Nullpunkt derselben mit dem Punkt S' zusammenfällt. Den 
wechselnden Lagen des Stützpunktes entspricht dann eine Folge von 
^-Werten und die Bahnkurve sowie das Zeitmafs, in dem sie von dem 
Stützpunkt durchlaufen wird, sind vollständig bekannt, wenn wir diese 
I -Werte als Funktion der Zeit in der Form | =/ (0 dargestellt haben. 

Zunächst ist der absolute Betrag von | nach Fig. 68 leicht anzu- 
geben; es ist nämlich 
(29) 111 = OS'^Eem&^Eyi-u^ 

Sodann ist der Winkel des Strahles OS' (der Projektion der Figuren- 
axe auf die Horizontalebene) gegen einen beliebigen festen Strahl dieser 
Ebene bis auf eine Konstante gleich dem Winkel i^, den die Knoten- 
linie gegen eine beliebte feste horizontale Gerade bildet. 

Die Gleichung der Bahnkurve schreibt sich daher in der folgenden 
Form: 

(30) g = JE yr^' e% 

wobei die Berechnung von w und il> nach Gl. (23) und (27), die Fehler- 
bestimmuKg nach Ungleichung (24) und (28) zu erfolgen hat. 

Wir werden den Gang der Rechnung sogleich an einem Zahlen- 
heispiel erläutern. Vorher wird es gut sein, um den Charakter der 
Bahnkurve zu veranschaulichen, weniger genau zu verfahren. Wir wollen 
einmal den Unterschied zwischen wahrer und geM,herter Zeitbestimmung 
vernachlässigen und auch sonst einige Vereinfachungen eintreten lassen, 
die sieh durch Entwicklung nach der als klein vorausgesetzten Gröfse 
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AP ,. 



V) + -' = ^(i-0 + - 



ei^eben. Wir schreiben in dem f 



'?) 



-T'-'"^)' *-w('~*' + -. 



Hiemacli wird die Tereinfachte Gleiehung der Bahnkurve 

(31) I = _Eyi - V (1 - -^ ^"' vj ^ 

Dieselbe legt folgende Deutung nahe: Im Mittel bewegt sich de r Stiitz- 
punkt um den festen PunM S' aaf einem Kreise vom Radius E yi--u^ 
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ^ herum. Dieser Teil der 
Bewegung wird als eine reguläre Präsession der Mgnrenaxe zu be- 
zeichnen sein. Ihr überlagert sieb eine Schwankung oder NutaUon der 
Figurenaxe von der Periode 2m^ vermöge deren sowohl Gröfae ala 
Richtung des Fahrstrahls S'O periodkch abgeändert wird. Zeitdauer 
und Betrag der Kutation sind gering, desgl. im allgemeinen die Winkel- 
geschwindigkeit der Präiession. Die Bahnkurve des SMUzpanktes be- 
steht daher am emern Kreise mit zahlreichen' mtf ihm aufsiixendm Zacken; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie wegen der SchneUigJceit, mit der sie- 
dwcklaufen werdm-, entziehen sich die NietaUonen der groben Beobachtimg 
umd die Bewegimg ersch^nt itt erster lAnie als eine reguläre Präzession. 
Sie hat ganz denselben Chajrakter wie die frühere pseudoreguläre Prär 
Zession des Kreisels mit festem Stützpunkte und stimmt mit diesei- 
auch in der Gfröfse der Präaessionsgeachwindigkeit -^ überein. 

Wir kommen nun zur genauen Durchführung eines Zahlenbeispiels, 
Unser Kreisel sei ein homogener Itotationskegel von der Höhe Ä = 8 cm, 
sein Schwerpunkt S Hegt in der Entfernung J5 =- -7- ^ = ^ ''™ '^°^ seiner 
Spitze 0. Soll das für den Schwerpunkt konstruierte Trägheitaellip- 
soid eine Kugel sein, so mnfs der Radius des Grundkreises r gleich 
der halben Höhe sein. Man findet m,mlieh unschwer für die Trägheits- 
momente G, A^, A um die Figurenaxe, bezw. um eine zur Figurenaxe 
senkrechte Axe durch 0, bezw. um eine ebensolche Axe durch S\ 



C-^M,',A-i,M{r' + a'), A-^1 



■' + T*'). 
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WO M die geaamte Masse des Kreisels ist. Durch Gfleichsetzen der 
Werte von Ä imd C ergiebt sich in der That 

r = — A -= 4 cm. 
Mithin wird 

und 

4 = 4. e' =14-4-^33. 

Die anfängliche Dotation, welche um die Figurenaxe erfolgen sollte, 
möge die Umdrehungszahl 20 pro Sekunde besitzen, sodafs die Winkel- 
geschwindigkeit 2x ■ 20 beträgt. Es ist dann 

N^ = 4«3 ■ 400 ■ A^ 
und 

N^_ 4je'-40- 4S.af _4a '40.48 _ 10070 
AP ~ MgE ~ 981,0 ■ 6 ~ ' 

Wir haben also dieses Verhältnis erheblich kleiner gewählt, als es vor- 
her vorausgesetzt wurde, weil sonst die zu zeichnende Figur gar zu 
wenig charakteristisch ausfallen würde und die Bahnkui've von einem 
Kreise kaum zu unterscheiden wäre. Der Grad der Annäherung, der 
sich ja wesentlich durch die Gröfse dieses Verhältnisses bestimmt, wird 
dementsprechend im fönenden etwitä weniger günstig ausfallen, wie 
bei der allgemeinen Betrachtung. Dies schadet indessen nichts, da uns 
an dieser Stelle nicht die Kleinheit des Fehlers sondern seine Ab- 
schätzung in erster Linie interessiert. In der Anfangslage (zur Zeit ^) 
möge die Figurenaxe den Winkel 45" gegen die Vertikale bilden. Es 
ist dann 



=14 



= 0,707. 



Die Gröfsen e^ und e^ ei^ben sich durch Nnllsetzen des Zählers von 
U, also nach (11) durch Auflösen der quadratischen Gleichung: 

2J.P(l-M0 = -^Heo-")- 
Setzt maa die angegebenen Zahlenwerte für --j-= und c^ ein, so erhält 
man 

m' - 6,439 M = - 3,552, e^ =- 0,609, 6^ = 5,830. 
Es wird daher 



£ = - 



i== 0,049, Wo - ^^^ = 0,658, V^ 0)433, 



^-Vm^)^-''^^-'^- 
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und 



Wir bereclinen nocli die folgenden Faktoren, welche naek (24) und 
(28) für die Fehlerabschätzm^ wesentlich sind: 



l/ ^'^^°^l~S = 1 - 4,6 . lO-l l/ ^-^^' < _ 1 + 5 7 . 10-», 
r Cj — M„e' — e,' ' ' r «ij — M, e' — e/ ' 

1 — «1^ y e' — %'e,~e, ~ ' > 

T^''iyP^fi?5^ = 1 + 1»9 ■ 10-1. 

Nun bestimmen wir die Bahnkurve und zwar beispielsweise dasjenige 
Stück deraelben, welches von der Anfangszeit t = t(,== -^ bis zur Zeit 
t=tg = — durchlaufen wird. Zwischen diese beiden Zeitpunkte schalten 
wir noch fünf äquidistante Zeiten f^, t^, i^, t^, ^ ein. Die Länge eines 
zwischen ihnen enthaltenen Zeitintervalles betrat dann -g- ■ Diesen 
„wahren" Zeitpunkten ordnen wir nach Gl. (24) je zwei „angenäherte" 
Zeitpunkte zu, 

Z. B. gehören zu i^ die beiden Werte 

t" - (, = (1 - 4,6 ■ 10-^) ^ und r - i(, = (1 + 5,7 ■ 10"^) -|-- 

Bilden wir lieber daß Produkt , welches in unsem Forraehi als 

Argument der trigonometrischen Funktionen vorkommt, und drücken 
dieses in GradmaCa aus, so ergiebt sieh 

^ = ^ + (1 _ 4,6 ■ 10-«) ^- = 90» + 28" 3T 
bezw. 

!^ = |. + (1 4- 5,7 ■ 10-ä) ^ = 90« + 31« 43'. 

Nach Gl. (23) gehören zu diesen beiden genäherten Zeiten die folgen- 
den beiden M-Werte: 

M = 0,668 + 0,049 cos (28« 37') - 0,701 
bezw. 

M = 0,658 + 0,049 cos (31*43') = 0,699. 

Mithin kann der wahre Wert von m zur Zeit t^ gleichgesetzt werden 

M = 0,700 ± * ■ 0,001, 
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i imteii unter &', &" . . .) einen unbekannten echten 
Bruch verstanden. 

Aus den Grenzen für u et^eben sich entsprechende Gh-enzen für 
die Länge des Vektors S'O = E yi — u^. Drücken wir letztere in mm 
aus, so finden wir dafür die beiden aufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm. 
Wir schreiben daher für t=t^: E j/l - u^ = 42,84 + »' ■ 0,06 mm. 

Es handelt ssich sodann um die Richtung des Vektors S'O zur 
Zeit ^, also um den Winkel ■^. Wir berechnen zunächst die Näherunge- 
■werte i^", welche nach Gl. (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
von t" gehören, immlich für 

^ ^ 90« + 2 

!^ = 90« + 31" 43', ip" ^ 0,220 (31« 43' - ^ sin 31"43') = 21'. 

Der erste dieser Werte entspricht der Neigung m = 0,701 der Kguren- 
axe; die Unsicherheit desselben folgt aus der Ungl. (28), welche besagt, 
dafs für den wahren Wert von ^ bei eben jener Neigung gilt: 

(1 ~ 1,6 ■ 10-1) 15' < ^ < (1 + 1,9 . lO-i) 15' 
oder 

13' < i/i < 18'. 

Ebenso ei^ebt sich für den wahren Wert von ij> bei der Neigung 
M = 0,699 der Fignrenaxe aus (28): 

(1 - 1,6 . 10-1) 21' < ^ < (1 + 1,9 ■ 10-1) 21' 
^- ^- 18' <■>!>< 25'. 

Da zur Zeit i = (i, wie wir sahen, die Gröfse u jeden&Us zwischen 
M = 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel ^ jedenfalls zwischen 13' 
und 25' enthalten sein. Wir schreiben daher für t=t^: 



In derselben Weise sind die Örofsen «, E Yl ■— u% i(j für die Zeit- 
punkte )! = ^, (3, ... zu bestimmen. (Für den Anfangswert ( = (q er- 
giebt sich offenbar und zwar genMi.u = et, = 0,101, E yi — «^ = 42,43 mm, 
ij} = 0.) Das KeBultat der Rechnung enthält die Tabelle von pag. 530; 
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Auf Grund dieser ZaUen ist Fig. 70 gezeiclmet. Sie zeigt, wie 
sieh die Bahnkurre zwischen den beiden Begrenzungsireisen vom Radius 
Eyi — e^^ — 42,4 mm und E}/! — Cj^ = 47,6 mm hin- und herzieht. 
Den grörseren der beiden Kreise tangiert sie, auf dem kleineren sitzt 
aie mit Spitzen auf. Dafe wir mit begrenzter Genauigkeit rechneten, 
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kommt darin zum Ausdruck, dafs die Bahnkurve nicht als mathema- 
tische Linie sondern als Streifen von wechsehider Breite erseheint, 
ferner darin, dafs den Zeitpunkten t^ kein bestimmter Punkt der Linie, 
sondern ein gewisser Bereich des Streifens entspricht, der in der Figur 
kenntlich gemacht ist. Dieser Bereich wird um so grofser, die Sicher- 
heit unserer Rechnung also um so gerii^er, je weiter wir uns von der 
Anfangszeit t—t^ entfernen. Die Zeitpunkte t_^, t___^, ... gehen der 
Anfangszeit ig in demselben Abstände vorher, wie die Zeitpunkte 
tj^, t^, . . . ihr folgen. Die Bahnkurve für ^ < ^o ergiebt sich aus der für 
i > ^0 einfach durch Spiegelui^ an dem Strahle i/j = 0. 

Man wird beim Anblick unserer Figur zugeben, daft unsere an- 
genäherte Berechnung hinsichtlich der Gestalt der Bahnkurve allen An- 
sprüchen genügt, die man vom naturwissenschaftlichen Standpunkte aus 
au die Lösung der vorliegeuden Aufgabe stellen kann; hinsichtlich des 
Zeitmafses, in dem unsere Bahnkurve durchlaufen wird, kann man 
zweifelhaft sein, ob unsere Ani^herung befriedigt, da z. B. für t — f-1-5 
der Bereich, innerhalb dessen die Lage des Stützpunktes unsicher ist, 
etwas grofs wird. Indessen können wir geltend machen, dafs in dieser 
Hinsicht die Genauigkeit unserer Eeehnung etwa parallel derjenigen 
Genauigkeit gehen m^ mit der sich der Ort des Stützpunktes zu einer 
gegebenen Zeit durch eine nicht besonders verfeinerte Beobaehtungs- 
methode feststellen läfst. 

Vor allem aber müssen wir bedenken, dafs der wirkliche Be- 
wegungsverlauf durch die Reibung an der Unterlage, von der wir in 
diesem Paragraphen abgesehen haben, in hohem Grade entstellt wird. 
Wollten wir daher die vorangehenden Rechnungen verschärfen, ohne 
dabei auf die Reibung Rücksicht zu nehmen, so hiefse dieses, sich 
mit Kleinigkeiten aufhalten und die Hauptsache verfehlen. 
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Kapitel VII. 

Theorie und WirkUclkelt. Einflufs der Reibung, des Luftwider- 
standes, der Elastizität von Material nnd Unterlage anf die Kreisel- 
bewegung. 

§ 1. Der Gegensatz z'wischen rationeller und physikalischer oder 
zwischen himmlischer und irdischer Mechanik. 

Man bezeiclmet seit altersher die abstrakte Mecbanik, welche die 
Fülle der Bewegnngserscheinungen durch mathematische Deduktioii aus 
wenigen Grundsätzen abzuleiten bestrebt ist, als roMomUe (= deduttive) 
Mecbauik. Daneben tritt diejenige Behandlung der mechanischen Pro- 
bleme, welche die Wirklichheit in ausgiebigerer Weise mit Hinzuziehung 
Ton Erfahrungsthatsachen und Experimenten berücksichtigt, fast etwas 
schüchtern als physikalische (— induktive) Mechanik auf. Angesichts der 
weitgehenden Abweichungen aber zwischen den B«sultaten der ab- 
strakten Theorie und den Tbatsachen der WirkUebkeit mochte man 
die Frage aufwerfen, ob nicht für die Mehrzahl der Anwendungs- 
gebiete die physikalische Mechajiik in Wahrheit die rationelle und die 
sog. rationelle in Wahrheit höchst unpbysikaliscb und irrationeE ist. 

Der Grund für die uns ständig entgegentretenden Differenzen 
zwischen Theorie und Wirklichkeit liegt, wie allbekannt, in dem Auf- 
treten Yon Enej^ie verzehrenden oder Energie zerstreuenden Kräften. 
Die abstrakte Theorie stellt sich gerne so, als ob diese Kräfte nur 
sekundäre Bedeutung hätten, als ob es sich dabei um Erscheinungen 
zweiter Ordnung handelte, welche das Gesamtbild zwar trüben aber 
nicht völlig entstellen können. Ein etwas kr^s gewähltes Beispiel 
möge uns lehren, wie weit diese Annahme zutrifft. 

Das deutsche Infanteriegewehr Modell 88 erteilt dem Geschosse 
eine Anfangsgeschwindigkeit von ca. 620 — - ■ (Die Beobachtung dieser 
Geschwindigkeit geschieht etwa 25 m vor der Mündung,) Sofern wir 
den Luftwiderstand und die Luftreibung ignorieren wollen, die hier 
als Energie yerzehrende Momente ins Spiel kommen, ist die Flug- 
bahn die bekannte Parabel und die grÖfste Schufsweite wird erzielt 
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bei einem Abgangswiiikel (Elevationswinkel) von 45" gegen die Hori- 
zontale. Nach den elementaren Gesetzen der Wvirfbewegung berechnet 
sich, wenn man mit v den gemeinsamen Wert der vertikalen nnd der 
horizontalen Anfangsgeschwindigkeit 

_ 620 m 

bezeichnet, die bei dem genannten Sehnsse Torkommende grörste Er- 
hebung H des Geschosses über den Erdboden und die Schufsweite W 
aus den Formeln: 

^ = — = ca. 10 km, W= ^ — ca. 40 km. 
2.9 ' g 

Schlägt man aber die Sehiersvorschrift für die Infanterie auf, welche 
das auf diesem Gebiete vorliegende reiche Beobachtungsmaterial zu- 
sammenfaist, so findet man auf Seite 17, dafs die gröfste beobachtete 
Schnfsweite ungefähr 4 km beträgt und dafs sie einem Abgangswinkel 
von 32" entspricht. Die höchste Erhebung des Geschosses wird bei 
dieser Bahn rund y^ tm und liegt nicht, wie bei der abstrakten Wurf- 
bewegung, in der Mitte, sondern 
etwas dahinter in der Entfernung 
2,2 km von der Mündung. 

Deutlicher noch wie die an- 
gegebenen Zahlen redet die neben- 
stehende Figur. Sie zeigt, daXs die •^•s-"-- 
unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes bereelmete Bahn („her.") 
auch nicht eine entfernte Annäherung an die beobachtete Bahn („beoh.") 
giebt. 

Allerdings denkt niemand daran, in den ballistischen Problemen 
den Luftwiderstand zu vernachlässigen. Auch kann zagegeben werden, 
dafs sein Einflufs bei geringeren Geschwindigkeiten nicht so stark ins 
Gewicht fallen wird, wie bei den gewaltigen Geschwindigkeiten der 
modernen Schufswaffen. Denn es ist theoretisch Terständlich und durch 
die Beobachtung besi^tigt, dafs mit wachsender Geschwindigkeit und 
ganz besonders in der Nähe der Schallgeschwindigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunehmen mufs, Trotzdem dürfte unser Beispiel geeignet 
sein, uns vor einer Überschätzung der Ergebnisse der rationellen 
"^Mechanik und vor einer Unterschätzung von sog. „Nebenumständen" 
wie ßeibung etc. zu warnen, die gegebenenfalls leicht zur Hauptsache 
werden können. 

Die Abneigung der mathematischen Schriftsteller vor der Inangriff- 
nahme der Keibungsprobleme macht sich schon bei dem grofsen Be- 
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griinder der analytischen Mechanik, bei Lagrange, geltend. Er er- 
wähnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibung der festen Körper 
anf einander. Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirchhoff in seinen Vorlesungen über Mechanik. Und doch ist die 
Reibung, nächst der Schwere, wohl die wichti^te Kraft in unserem 
Dasein. Gewöhnlich wird sie als etwas Schädliches und Unerwünschtes 
angesehen. In der That rühren die Energieverluste und daher die 
Betriebskosten bei all unseren Maschinen, Fahrzeugen etc. zum gröfsten 
Teil von irgend einer Art Reibung her. Es hiefse jedoch ungerecht 
sein, wenn man die wohlthätigen Seiten der Reibung verkennen wollte. 
Nur die Reibung ermöglicht es uns, dafa wir uns auf unserer Erde 
nach Belieben vorwärts bev7egen können, sei es durch die Kraft unserer 
Glieder, sei es mit Hülfe irgend eines Gefährtes. Man erinnere sieb 
a. B,, dafs im Betriebe der Strafsenb ahnen, wenn durch EisbÜdung 
der wohlthätige Einflufs der Reibung zwischen Rad und Schiene ge- 
schwächt ist, der Wagen nicht von der Stelle kommt. Weiter aber: 
Die Reibung ermöglicht es mir, den Federhalter zwischen den Fingern 
zu halten, falls ich nur — entsprechend dem unten zu besprechenden 
Reibnngsgesetze — die Finger mit einem genügenden Druck gegen 
den Halter presse. Pie Reibung verhindert die Bücher, die auf meinem 
(doch gewifs nicht genau horizontalen) Schreibtische liegen, der Schwere 
. zur Erde hinah zu gleiten; sie verhütet, dafs der Bei^, der 
L Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschüttet. 

Woher rührt es nun, werden wir uns fragen, dafs trotz ibrer 
mafsgebenden Wichtigkeit für alle irdischen Verhältnisse die Reibimg 
in der theoretischen Mechanik so wenig Beachtung findet? Ein Gfrimd 
hierfür ist historischer Natur. 

Das älteste Anwendungsgebiet der mechanischen Lehren und der 
älteste Zweig der mathematischen Naturwissenschaft überhaupt ist die 
Astronomie. Die Begründer und Hauptförderer der Mechanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fri^en 
bei ihren Untersuchungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theoretische Mechanik ein Gewand bekommen hat, das wesentlich 
für astronomische Zwecke augeschnitten erscheint. Die Himmelskörper 
nun bewegen sich merklich reibungslos im luftleeren Räume und können 
für die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte angesehen werden. 
In der Mechamk des Himmels also — aber auch nur hier — treten 
die Reibungserscheinungea zurück. Hier steht das Problem der n frei 
im Raum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativen Kräften 
auf eüiander wirken, im Mittelpunkte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Vorlesungen und Lehrbücher 
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über theoretische Mechanik ausmacht, welches aber in den irdischen 
Geschehnissen niemals realisiert wird. 

Man heaeichnet den Sachverhalt deutHeher, wenn man statt von 
rationeller und physikalischer Mechanik von Mmmlisdier und irdischer 
Mech(mih spricht. Die uns überkommene Form der theoretischen 
Mechanik hat ihren Urspnmg und ihr eigeutiliehes Anwendungsgebiet 
in der Mechanik des Himmels. TJm den vielfach verworrenen and 
komplizierten Verhältnissen auf der Erde gerecht zu werden, mufs sie 
durch Erfahrungsmaterial wesentlich ergänzt werden. 

Ein anderer Grund für die geringe Beachtung, welche die ßeibungs- 
probleme bei den Theoretikern finden, ist die geringe Zuverlässigkeit 
der physikalischen Grundlagen der Eeibungstheorie. Wir sind uns von 
vornherein bewufst, dafs die übUchen Gesetze z, B. über die gleitende 
Reibung fester Eörper auf einander, über den Luftwiderstandj über 
die Reibung im Innern der Flüssigkeiten oder über die innere Reibung 
der festen Körper nur grobe Annäherungen sind, dafs die physikaüachen 
Umstände bei diesen Vorgängen äufserst kompliziert sind und vielleicht 
überhaupt nicht in allgemeingültige Formeln gefafst werden können. 
Eine naturgemäfse Berüekeiehtigung des Luftwiderstandes z. B. müfste 
von der Mitbewegung der umgebenden Luft ausgehen. Die Enei^e- 
Verluste j die der Luftwiderstand erzeugt, wären einerseits aus der 
inneren Reibung der Luft, andererseits aus der Abgabe von Bewegungs- 
energie an weiter entfernte Luftschichten zu berechnen. Bei sehr 
schnellen Bewegungen, die mit merklichen Luft -Verdichtungen und 
-Verdünnungen verbunden sein werden, erfolgt die Energieabgabe mit 
SchaJIgesehwindigkeit; hierbei müfste aufser der Trägheit auch die 
Elastizität und die Thermodynamik der Luft in Rechnung gesetzt 
werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der hier vorliegenden 
Verhältniese gestatten uns die bekannten schönen Momentaufnahmen 
der durch die Geschosse erzeugten Lizftwellen. Ihnen gegenüber mu& 
eine Formel, die den Luftwiderstand durch irgend eine Potenz der 
■Geschwindigkeit ausdrücken will, geradezu ärmUch erscheinen. Ebenso 
aussichtslos wird es sein, den Schiffs wider stand angesichts des kom- 
plizierten Spieles der Wellen in der Nähe eines Dampfers in eine ein- 
fache Formel hineinzwängen zu wollen. Jedenfalls werden hier nur 
ausgedehnte, mit den gröfsten Mitteln durchgeführte Versuche einigen 
Aufschlufs liefern. Theorie und Rechnung können auf diesen. Gebieten 
eher als Anleitung zur vernünftigen Anstellung von Experimenten wie 
zur Voraussage der Erscheinungen dienen. In manchen Fallen hat die 
Theorie Regeln (sog. Ahnlichkeitsgesetze) liefern können, um die durch 
Modellversuche, also durch Versuche in verkleinertem Mafsstabe ge- 
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fimdenen Resultate auf die grörseren Verhältnisse der wirklichen Pro- 
bleme zu übertragen. Die Leistung der Theorie ist in solchen Fällen 
sehr wertroU, aber doch viel bescheidener, wie z, B. bei den Problemen 
der Himmelameehanik. 

Die Gröfee des Widerstaades wird in den vorgenannten Beispielen 
aufserdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Schiffes 
abhängen. Es kann durchaus sein, dals eine kleine Abänderung der 
Form eine erhebliche Änderung des Widerstandsgesetzes bewirkt. Ähn- 
liches gilt von der gleitenden Reibxmg. Hier kommt es auf scheinbar 
geringfügige Umstände weit mehr an, als man erwarten und wünschen 
möchte. Eine durch Abnuteung veränderte Oberfläche verhält sich 
anders wie eine frisch bearbeitete. Teilchen des abgeriebenen Materials 
oder Staubkomchen, welche sich zwischen den E.eibungsflächen be- 
finden, können die Gröfse der Reibung beträchtUeh heeinfluasen; ein 
Feuchtigkeitsniederschlag aus der umgebenden Luft kann wie ein 
Schmiermittel wirken und die Iteibungsgeaetze nicht nur quantitativ 
sondern auch qualitativ gründlich veräadern. Hier gilt also der für 
den Naturforscher höchst unbequeme und störende Satz: Kleine Ur- 
sachen, grofse Wirkungen. Vor der kritiklosen Benutzung von ßeibungs- 
Ziffern mufs aus diesem Grunde gewarnt werden. Ziffern, die für ge- 
wisse Versuchaumstände gefunden sind, brauchen deshalb noch nicht 
für andere Umstände zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei 
Dezimalen anzugeben, wie es in den technischen Kalendern ebensowohl 
wie in vielen Lehrbüchern der Experimentalphysik geschieht, hat jeden- 
falls keinen Wert. 

Man begreift es biemaeh, dafs der Lab Oratoriums -Physiker, der 
in der angenehmen L^e ist, seine Probleme frei, zum Teil nach 
ästhetischen Gesichtspunkten zu wählen, an den Reibungsfragen gerne 
vorbeigeht, weil er sich aus ihrem Studium keine reinen und all- 
gemeinen Gesetze verspricht. Anders steht der Techniker zu den 
Reibungageaetzen, die für ihn Lebensfragen sind. Deshalb rühren die 
neueren Beiträge zur Kenntnis der Reibungsgesetze, die wir im fol- 
genden Paragraphen zu nennen haben werden, wesenthch von tech- 
nischer Seite her. 

Aus dieser Sachlage folgt aber weiter, dafs die mathematische 
Behandltmg der ßeibungsprobleme unter anderen Gfesichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der rationellen Mechanik. Der 
Mathematiker strebt seiner Erziehung und Gewohnheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme mit völliger Schärfe zu lösen, so dafe eine 
Berechnung auf beliebig viele Deaimalen theoretisch möglich wird. 
Diese Methode ist bei den Aufsahen der Himmelsmechanik mit Rück- 
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sieht auf die grofse Schärfe der astronomischen Beobachtungen in der 
That zweckmäTsig ; bei allen Aufgaben aber, bei denen Reibungsein- 
flflase etc. -wesentlich sind, d. h. bei allen Aufgaben der irdischen Me- 
chanik, würde eine solche Genauigkeit der Rechnung in unschönem Mils- 
Terhältniß stehen zu der Genauigkeit der physikalischen Grundlagen, 
Hier ist es vielmehr angezeigt, nicht nach quantitativer Durchrechnung, 
sondern nach qualitativem Verständnis der Erscheinungen zu streben, 
und wo mau quantitativ vorgeht, von vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mit begrenzter Genauigkeit zu rechnen. Und dies um so mehr, 
als die mit ReibuugagKedern behafteten Differentialgleichungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reichlich kompliziert werden und, wie man gewöhn- 
lieh sagen würde, „sich nicht integrieren lassen". Dem gegenüber be- 
tonen wir den Grundsatz; man s<M solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soll sie interpretieren und konsumieren, wie wir dies im 
Folgenden versuchen werden. 

In den vorstehenden Erörterungen ist begründet, weshalb und in 
welchem Sinne wir die Reibungsprobleme beim Kreisel zu ausführ- 
licherer Behandlung bringen werden, als man es bisher gethan hat. 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziel, welches man erreichen möchte, 
, zurück, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenteller 
Grundli^n auf eine schemati sehe Behandlung der Probleme beschränken 



§ 2. Bericht über die Beibungsgesetze. 

Unsere Kenntnis der Eeibungsgesetze ist bekanntlich von Coulomb 
begründet. Wir gehen hier etwas näher darauf ein, weil die ein- 
schlägigen Fragen in den Kreisen der Theoretiker meist wenig be- 
kannt sind*). 

Conlomb fand, dafs an der Grenze zweier auf einander gleitender 
fester Körper eine Kraft auftritt, welche fiir jeden der beiden 
Körper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegen gerichtet 
und proportional ist dem gesamten Normaldruck, mit dem die Körper 
gegeneinander geprefst werden. Der Proportionalitätsfaktor heifst 
Beihmffskoefßzient (oder, genauer gesagt, Reibungskoeffizient der Be- 
wegung). Dieser wird als Materialkonstante oder richtiger als eine 



*) Zur weiteren Orientierung yerweiaen wir auf das gerade in 
fragen selir reichhaltige Lehrbuch, von J. Perry, Applied Mechanica, New York 
1898, hin, das wir für diesen und den vorigen Paragraph mehrfach henntzt haben. 
Einen lehrreichen Bericht über die GteBamtliteratnr der Eeibung verdankt man 
P. Masi: Le nnove vedute nelle ricerche theoriche ed experimentali suU' attrito. 
Bologna bei ZanicheUi 1897. 
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sowoM für das Material wie für die OberflächenbeschafFenheit der beiden 
Körper cbarakteristische Konstante angesehen. Von der Geschwindigkeit 
des Gleitens soll also die Reibung und der Reibungskoeffizient unab- 
hängig sein, desgl. von der GrÖfse der Berührungsfläche oder, was 
bei gleichem Gesamtdruek auf dasselbe herauskommt, von der GroCse 
des spezifischen Druckes, des Druckes auf die Flächeneinheit der Be- 
rührungsfläche. In Formehi beifst das CoulombsehG Reibungsgesetz, 
wenn man mit fi den Reibungskoeffizienten, mit iV den gesamten 
Normaldruck, mit W die Gröfee des Reibungswiderstandes bezeichnet: 
W=iiN. 

Wir -woltea diese Aussage zunächst dahin beschränken, dafs sie 
nur fSr die i/rocitme Seiimng, nicht für die Reibung bei Anwesenheit 
eines Schmiermittels gelte. Femer haben wir an den bekannten Unter- 
schied zwischen der Reihung der Bewegung und der der Ruhe (dyna^ 
mische und statische Reibung) zu erinnern. Wir erläutern die Reibung 
der Ruhe folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welche die Bewegung des Versuchs- 
körpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soU, nicht ausreicht um die Reibung zu überwinden, werden 
wir der Reibung nur die Gröfse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Gleichgewicht hält, zuschreiben. Dies gilt solange, bis die treibende 
Kraft einen Grenzwert überschreitet, bei dem Bewegung eintritt und 
der sich wieder proportional dem Normaldrücke N erweist. Der 
Proportionalitätsfaktor möge mit (if, bezeichnet werden und heifst 
Meilmngskoefiisi&nt der Buhe. Das Reibungsgesetz für die Ruhe kann 
man daher in der Gleichung ausdrücken; 

Der .Reibungskoeffizient der Ruhe ist meist beträchtlich gröfeer 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungsgesetz 
überhaupt veranschaulicht ein schönes Experiment, welches G. Herr- 
mann*} angegeben hat und welches jeder ohne weiteres wiederholen 
kann. 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicher Hohe aus- 
gestreckten Zeigefinger. Darauf nähere man die Finger einander. Auf 
welchem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter von dem Schwerpunkt des Stockes absteht; denn die Normal- 
drücke iV,, N^, mit denen der Stock auf beiden Fingern aufliegt, sind 
nach dem Hebelgesetze für jeden Finger proportional dem Abstand des 



•) Der Reibnngswinkel , Feetschrift anm. Jubiläum der Univ. Würzliurg, 1882. 
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Schwerpunktes von dem anderen Finger; bei dem weiter abstehenden 
Finger ist also der Normaldrucli der kleinere; nach dem Reibungs- 
gesetz ist hier auch die Reibmig, welche dem Gleiten entgegenwirkt, 
kleiner wie l»ei dem anderen Finger; hier mnfs also die Gleitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nun auf diesem Finger, nicht nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Schwerpunkt des Stockes gleich dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern noch etwas länger, wegen (tg > jt. 
Erat wenn sich die SöhwerpunktsabstUnde der beiden Finger verhalten 
wie (t : fto tritt ein Wechsel der Bew^ung ein; der Stock ruht jetzt 
auf demjenigen Finger, auf dem er vorher glitt und beginnt auf dem 
anderen zu gleiten. Denn die Normaldrücke JV auf beiden Fingern 
verhalten sich umgekehrt wie die Sehwerpunktsab stände, also in dem 
genannten Augenblicke wie ^o:jt; die Reibung der Bewegung an dem 
einen Finger wird dann gleich der Reibung der Ruhe an dem anderen 
und, wenn das Gleiten in dem bisherigen Sinne andauern würde, sogar 
gröfser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sich 
fortgesetzt wiederholen, wobei der Schwerpunktsabstand desjenigen 
Fingers, auf dem der Stock gleitet, sich jedesmal bis zum — ten Teile 
des Schwerpunkt sabstandea des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dafe die Schwerpunktsabatände beider Finger sich wechselweise 
verkleinem und dafs, wenn die Finger zusammengebracht sind, der 
Stock von ihnen in seinem Schwerpunkte unterstützt wird, also frei 
schwebt ! 

Aufser der Veranachanlichung der Reibungsgesetze gestattet das 
Experiment eine Messung des Verhältnisses /i^ ; ji. Ss genügt hierzu, 
einige Umkehrpunkte der Bewegung auf dem Stocke zu markieren 
und ihre Abstände von dem Schwerpunkt zu messen. Das Verhältnis 
der Abstände zweier auf einander folgender Umkehrpunkte liefert das 
gesuchte VerMltnis der Reibungskoeffizienten. Die Gesamtheit der 
Umkehrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
schen Reihe. Wenn der Stock nicht zu kurz ist, wird die Messung 
verhältniamäfsig genau. 

Die Verschiedenheit der Werte von ft,, und ft legt die Vermutung 
nahe, dafs ein atetiger Übergang zwischen dem zur Gleitgeaehwindigkeit 
NuU gehörigen Werte ^^ und dem zu merklich greiseren Geschwindig- 
keiten gehörigen Werte fi stattfinden möge. Diese Vermutung wird 
durch Versuche von Jenkin und Ewing*) bestätigt. Bei Materialien 



*) London PMoB. Transactions Bd. 167 (1877), S. 509. 
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mit erLeblicli verseMedenen Eeibungakoefflzienten (tg und f^ konnte der 
stetige tTbergang in der That nachgewiesen werden. 

Wenn wir also mit Coulomb die Tlnabhängigkeifc des Eeibnngs- 
koeffizienten von der Geschwindigkeit behaupten wollen, müssen wir 
hierbei zanäehsfc das Gebiet sehr geringer Geschwindigkeiten aus- 
schliefsen. Wie bewährt sich nun diese Unabhängigkeit bei gröfseren 
Geschwindigkeiten ? 

Die alteu Versuche des General Morin, die inden Jahren 1831— 1833 
in Metz angestellt wurden und die ein Gesehwindigkeitsintervall bis 
4 — umfassen, schienen die Unabhängigkeit zu bestätigen. Die Morin- 
sehen Versuchs er gebnisse bilden noch heute den eisernen Bestand der 
Zahlenangaben über Eeibungskoef&zienten in den technischen Hand- 
büchern und den Lehrbüchern der Experimentalphysik. Eine grofse 
Zuverlässigkeit wird ihnen aber kaum zugeschrieben werden können, 
schon deshalb nicht, weil nach dem im vorigen Paragraph Gesten 
solche Zahlenangaben in hohem Mafse von den Nebenumstäuden des 
Experimentes abMngen. 

Das Verhalten des Reibimgsko effizienten bei höherer Gleitge- 
schwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, die erst durch die Ent- 
wickelung des Eiaenbahnwesens und der Bremavorrichtimgen aktuell 
wurde. Zwischen Bremsklotz uud ßadreifea haben wir eine richtige 
gleitende Reibung ohne Schmiermittel, während die Reibung zwischen 
Rad und Schiene, wenigstens beabsichtigtermafsen und in der Regel, 
rollende Reibung ist und nur ui dem AusnahmefaEe gleitende Reibung 
wird, wo die Räder auf den Schienen schleifen. Über die Reibung 
zwischen Bremsklotz und Rad liegen vor allem Versuche von D<Mglas 
Galton*) vor, welche im gröfsten Mafestabe mit Unterstützung der Firma 
Westinghouse auf verschiedenen englischen Linien ausgeführt wurden. Ein 
Versuchsw^en von Galton enthielt eine ganze Reibe von Tachometern 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferten die Umfangsgeschwindig- 
keit der Räder ond die Portbewegungsgeschwindigkeit des Wagens. 
Die Gleitgeschwindigkeit zwischen Rad und Bremsklotz ist gleich der 
ersten dieser Geschwindigkeit, die eventuelle Gleitgeschwindigkeit 
zwischen Rad und Schiene gleich der Differenz beider. Die Dynamo- 
meter ma&en 1) den Bremsdruck, mit dem der Bremsklotz an das Rad 
geprefst wird, also diejenige Kraft, die für die Reibung zwischen Bremse 
und Rad als Normaldruck JV wirkt; 2) den Reibungswidei'stand W 

*) Institution of Mechanical EngiiieerB Proceedings 1878, 1379, b. insltes. 1879, 
8. 172 oder Engineering 1879, S. 371 oder Reporte of the British Association 
(Dublin) 1878. 
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■ zwischeii Bremse und Rad; 3) den Widerstand gegen die Vorwärts- 
bewegung des Zuges pro Achse, der sich aus Luftwiderstand, rollender 
Reibung an den Schienen u. s. w. zusammensetzt, der aber, wenn ein 
Gleiten auf den Schienen Platz greift, im wesentlichen den Reibungs- 
widerstand W dieses Gleitens darstellt. Alle diese Tacho- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstr^strierend und lieferten somit die fraglichen 
Geschwindigkeiten und Kräfte in ihrer zeitliehen Veränderlichkeit. Auf 
die sehr interessanten Diagramme dieser Gröfsen, die so erhalten wurden, 
kann hier nur hingewiesen werden. Wir müssen uns auf die aus ihnen 
zu ziehenden Folgerungen betr. die Veränderlichkeit des Reibungskoef- 
fizienten beschränken. Der Koeffizient der Reibung zwischen Brems- 
klotz und Rad ergiebt sich durch Division aus den gemessenen Kräften 
W und JV, während der Koeffizient der Reibung zwischen Bad und 
Schiene aus der ehenfaUs gemessenen Reibung W und dem auf das 
einzelne Rad ent&Ilenden Teil des Wagengewichtes G- folgt. 

Natürlich zeigten die zn gleichen Gleitgeschwindigkeiten bei ver- 
schiedenen Versuchen gehörenden Reibungskoeffizienten unter sich keine 
sehr weitgehende Ubereinstimmuitg- ihre Gröfse hing sowohl vom 
Wetter und der dadurch bedingten Feuchtigkeit der gleitenden Ober- 
flächen, wie von deren Reinheit, wie auch namentheh von der Brems- 
dauer ab, durch welche offenbar eine Steigerung der Temperatur und 
damit eine Änderung der Oberflächenbeschaffeuheit bewirkt wird. Z. B. 
kam es vor, daXs nachdem der Bremsdruck 20 Sekunden gewirkt hatte, 
der Reibungskoeffizient auf die Hälfte seines ursprünglichen Wertes 
zurückgegangen war. Trotzdem zeigt das Mittel der erhaltenen Reibungs- 
koeffizienten aus sehr vielen (bis 100) Versuchen eine deutliche Ge- 
setzmäfsigkeit, nämlich dne heständige Almahme des Ikihimgskoeffimm.ten 
mit icaehsender G-eschmndigkeit. Fig. 72 
giebt den Koeffizienten der Reibung H^ 
zwischen Bremsklotz und Rad (Brems- \_ 

klotz aus Gufseiseu, Radreifen aus Stahl), 
und zwar in der ausgezogenen Linie den 
Mittelwert der Beobachtungen, in den 
punktierten die bei jeder Geschwindig- 
keit beobachteten GrÖfst- und Kleinst- j ^ ^ J^ ^^ 
werte. Der ganze Streifen zwischen diesen 
Grenzliuien ist mit Beobachtungspunkten 

erfüllt zu denken, die sich nach der mittleren Linie hin verdichten. Man er- 
kennt zuiüchst wieder den Unterschied zwischen dem Reibungskoeffizienten 
der Ruhe und dem bei beträchtlicher Bewegung. Weiter aber zeigt die 
Figur, dafs der Reibungskoeffizient bei der Geschwindigkeit 60 km/Stunde 
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= 16,7 m/eec. = mittlerer Schnellzugsgeschwincligkeit weniger als die 
Hälfbe, bei 90 km/Stunde = 25 iji/sec. = höcli9ter zur Zeit in Deutschland 
zulässiger Fabi^eschwindigkeit niirmelir etwa ein Drittel des Reibungs- 
koeffizienten der Rnlie (0,33) betrat. Natürlieli liefse sich die Ab- 
hängigkeit zwischen ji und v unschwer auch durch eine oder die andere 
Formel ausdrücken. Wir sehen hiervon sowie Ton der Angabe von 
Zahlenwerten ab, weil die Figur aUea wiedergiebt, was ihrem Genauig- 
keitsgrade nach aus den Beobachtungen an achliefsen ist und weil jede 
zur Darstellung der Beobachtungen benutzte Formel in hohem Mafae 
willkürlich wäre. — - Über den Koeffizienten der gleitenden Reibung 
zwischen Rad und Schiene geben die Galtonschen Versuche einen 
minder sicheren Äufschlufs; so-riel ist jedoch aus ihnen zweifellos zu 
erkennen, dafs auch di^er Koeffizient mit wachsender Geschwindigkeit 
von seinem Grofstwerte bei kleiner Geschwindigkeit kontinuierlich ab- 
' nimmt. 

Ältere französische sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
suche*) lieferten im wesentlichen das gleiche Ergebnis. 

übrigens aber ist zu beachten, dafs die Galton'schen Versuche sich 
auf ein sehr ausgedehntes Geschwindigkeitsintervall beziehen. Bei 
mäfsig veränderlicher Geschwindigkeit ist auch die Veränderlichkeit 
des Reibungskoeffizienten nur gering; man hat z. B. für « = 2 bis 
6 m/sec. nach der Kurve der Galtonschen Mittelwerte etwa (t -= 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesichts der allgemeinen Unsicher- 
heit der Reibungsziß^ern unbedenklich zu vernachlässigen. Die Cou- 
lombsehe Annahme eines von der Geschwindigkeit unabhängigen Rei- 
bungskoeffizienten wird hierdurch für ein mafsiges Geschwindigkeits- 
intervail in erster Annäherung bestätigt. Bei unserer Anwendung auf 
den Kreisel, bei dem Geschwindigkeiten von der Ordnung der Sehnell- 
zugsgeschwindigkeiten nicht in Betracht kommen, werden wir hiemach 
den Reibungskoeffizienten mit Coulomb konstant setzen dürfen. 

Auch die in dem Coulombschen Gesetz ausgesprochene Unab- 
hängigkeit des Reib un^ko effizienten von der Gröfse der Berührungs- 
fläche bedarf der experimentellen Nachprüfung. Hiernach müfste bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm* Gfrundfläche und 4 cm Höhe 
auf einer ebenen Unterlage dieselbe Reibung zu überwinden sein, wie 
bei der Bewegung eines Prismas von 20 cm* Grundfiäehe und 2 cm 
Höhe, weil, gleiches Material vorausgesetzt, der Gesamtnormaldruck 
gegen die Unterlage, nämlich das Gewicht des Prismas, beidemal gleich. 

*) Vgl. Organ der Fortschr. des Eiaenbahnweaena 1889, S. 114. Der Brems- 
klotz bestaad hierbei au9 Stalilgufa. I>ie Yersuche worden nicht atif dei Strecke, 
eondem in einer Wertstatt augestellt. 
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ist, während sich die Normaldriicke pro Flächeneinheit in beiden FaUen 
wie 2 : 1 yerhalten. Es scheint*), daTs sich diese Folgerung in i3er 
Erfahrung gut bestätigt, sofern nicht durch sehr starke spezifische 
Pressungen merkliche Deformationen der Unterlage hervorgerufen 
werden. — 

Bekanntlich ist auch der Vorgang des Abrollens zweier Oberflächen 
aufeinander, der sich (scheinbar) ohne GHeitung vollzieht, wenn auch 
in geringerem Gtrade mit Energieverinsten verbunden. Das Gesetz der 
rollenden Beibung, welches man üblicher Weise bei der Berechnung 
dieser Energieverluste zu Grunde legt, wurde ebenfalls von Coulomb 
aufgestellt. Hierbei ist es zweckmäfsig, nicht von einer reihenden 
EinsdJcraft, wie bei der Gleitung an sprechen, sondern von einem 
Reibungsmomente, welches von dem zur ÄbroUung aufgewandten Dreh- 
moment in jedem Augenblicke zu überwinden ist. Bezeichnet wiederum 
N den gesamten N"ormaldruek an der BertthrungasfceUe zwischen der 
Unterlage vjxA der „RoUe", M das Eeibungsmoment, so setzt man 

V heifst dabei Koeffizient der rollenden Heibunf/; wie die Gleichung 
zeigt, ist er keine reine Zahl wie der Koeffizient der gleitenden Reibung, 
sondern von der Dimension einer Länge. Auch dieser Koeffizient wird 
als Material- bezw. als Oberflächenkonstante angesehen. Will man M 
durch eine in der Oberfläche thUtige reibende Einzelkraft W ersetzen, 
so hat man die letztere gleich M/r zu setzen, wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicht kreisförmigem Umrifs derselben den Krümmungs- 
radius an der betr. Stelle der Umrifshnie bedeutet; diese Einzeltraft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Radius umgekehrt pro- 
portional. 

Über den Mechanismus der rollenden Reibung giebt eine schone 
Arbeit von 0. Reynolds**) einigen Aufschlufs. Reynolds weist nach, 
dafs mit der Abrollung infolge elastischer Deformationen stets eine ge- 
wisse Gleitung verbunden ist. 

Nimmt man zur Vereinfachung der Anschaumig an, dafs die Unter- 
lage wesentlich weicher ist, wie die Rolle (Unterlage aus Kautschuck, 
Rolle aus Eisen), so kann man von der Deformation der Rolle absehen 
und hat nur die der Unterl^e zu betrachten. Letztere wird aus einer 
muldenförmigen Einsenkung bestehen, eo zwar dafs in der Mitte der 
EinSenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten hin aufgestaucht 

•) Perry 1. c. pa^. 61, 

**) On rolling Friction, London Philos. TranBactions Vol. 166, Patt I (1876) 
und Ges. Werke Bd. I, S. HO. 
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und zusammengeprefst ist. Die Berührung findet alsdann nicht mehr 
in einem geometriaehen Punkt statt, sondern in der Oberfläche der 
Mulde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Beriihnmgspunkt (P) be- 
zeichnen. In der beistehen- 
den Figur sind eine Anzahl 
TOn Punkten auf Rolle und 
Unterlage markiert. Die 
Punkte auf der EoUe sind 
äquidiatant, die auf der 
Unterl^e waren es vor der 
Deformation, sie zeigen also 
in ihren wechselnden Ab- 
ständen schematisch den Sinn der eingetretenen Formänderung an. Die 
mit gleichen Ziffern versehenen Punkte sind bei fortschreitendem Ab- 
rollnngsprozefs bestimmt, als mittlere Berührungspunkte der Reihe nach 
mit einander znaammenzufallen, was durch die mit dem Fortschreiten 
der ßolle verbundene Dehnung der Unterlage an der mittleren Be- 
rülmmgs stelle ermöglicht wird. In dem augenblicklichen Stadium fallen 
diese Punkte aber nicht zusammen. Es mufs daher beispielaweiae der 
Punkt 4 von dem augenblicklichen Stadium bis zu demjenigen, wo er 
zum mittleren Berührungspunkte geworden ist, um dasjenige Stückchen 
auf dem Rollenomfange entlang gleiten, um welches die beiden Punkte 
4 in der Figur abstehen. Daa gleiche gilt für jeden Punkt der Be- 
rührungsfläche. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende 
Reibung statt. 

Der gesamte Energieverlust der rollenden Reibung wird sich zum 
Teil aus dem mit dieser gleitenden Reibung verbundenen Ene^iever- 
lust, zmn Teil aus der zur elastischen Deformation erforderlichen Ar- 
beit zusammensetzen, insoweit nämlich die letztere in nicht umkehr- 
barer Form auftritt. 

DaTs die in Fig. 73 dai^elegte Vorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds fo^endermafsen experimentell nachweisen. Man bemerkt, 
dafs nnter den oben vorausgesetzten Verhältnissen die RoUe ihren Um- 
fang nicht auf der natÜrUchen Oberfläche der Unterl^e, sondern auf 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer Umdrehung zurückgelegt hat, auf der in ihre natürlichen 
Längenverhältnisse zm-fickgekehrten Unterlage, so wird sich derselbe 
etwas kürzer ergeben müssen als der Umfang der Rolle. Dies hat 
Reynolds in der That experimentell nachgewiesen fiir den Fall, dafs die 
Rolle härter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfinden 
und findet nach Reynolds statt, wenn die Unterlage erhebhch Inirter ist 
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als die Rolle. Sind beide aus gleiciem Material, so ist der auf der 
Unterlage gemessene Weg wieder etwas kürzer wie der Umfang der 
Rolle, wovon die obige "Überlegung bei näherem Eingehen ebenfalls 
Biechenscbaft ablegen würde. 

Bis zur genauen Messung der OrÖfse des Reibungswideratandea 
und zur Nachprüfung des Coulombschen Ansatzes ist die Rejnolda'sche 
TJutersuchung nicht durchgeführt. Dafs dieser einfache Ansatz der 
Wirklichkeit sehr genau entspricht, ist bei der komplizierten Natur des 
Vorganges nicht gerade wahrscheinlich. ■ — 

Neben der gleitenden und roEenden Reibung spricht man drittens 
noch von der hohrmdm Meibung, und zwar da, wo sich auf einem 
Körper ein anderer um die Normale im Berührungspunkte beider dreht. 
Da in diesem Falle die Berührung als punktförmig nnd der Berüh- 
rungspunkt als Punkt der Drebase vorausgesetzt wird, findet theoretisch 
eiQ Gleiten beider Körper gegeneinander nicht statt. Dieser Umstand 
hat zur Einführung der besonderen Bezeichnung „bohrende Reibung" 
Veranlassung gegeben. Indessen führt sich der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibui^ zurück, wenn maa nur eine etwas aus- 
gedehnte Berührung der Körper annimmt. Man kann dann von einem 
mittleren Radius a der Berührungsfläche sprechen und wird die rings 
um die Drehase verteilten Kräfte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren dürfen. Sie setzen sieb offenbar zn 
einem Drehmoment um die Normale zur Berührungsfläche zusammen, 
dessen Gfrofse sich aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berechnet zu 

M=ii'N, fi — (la. 
Der Proportionalitätefaktor ft' kann als Koeffizient der bohrenden Iteibung 
bezeichnet werden, er hat die Dimension einer Länge und hängt aufser 
von dem Material und der Oberflächenbeschaffeubeit auch von der Aus- 
dehnung der Berührungsfläche ab. Natürlich soll durch die Gfleichung 
fi = (la nicht behauptet werden, dafs sich der Koeffizient der bohren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung vorausbestimmen liefse, 
wenn man die Gröfse der Berührungsfläche messen konnte. Vielmehr 
soll diese Gleichung nur einen Anhalt für die Bedeutung des' Koeffi- 
zienten fi' und für das ungefähre Gröfsenverhältnis der bohrenden und 
gleitenden Reibung liefern, einen Anhalt, der uns im nächsten Para- 
graph von Nutzen sein wird. 

Auadrücklieb haben wir uns in diesem Bericht auf die trockene 
Seibui^ beschränkt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
SchmiermiUelm für die Praxis das weit überwiegende Interesse hat. Man 
ist heutzutage zu der Einsicht gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
dalfi sie nämlich auf den Gesetzen der inneren 

, ErelBelbewegung. 35 
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Reibung zäher Flüssigkeiten bemht, während die ältere technische 
Litteratur sie nach dem Coulomhschen Schema der trockenen Reihnng 
behandelt. Wir können heute (mit Petroff und Heynolds) von einer 
hydrodynamischen Theorie der Schmienmg sprechen, einer Theorie, die 
darch rationell angestellte Versuche soweit bestätigt wird, als mau es 
nach der Schwierigkeit des Gegenstandes erwarten kann*). Das wirk- 
liche physikalische Verständnis der Schmiermittelreibung ist auf diesem 
Wege wesentlich gefördert. Wird es möglich sein, so möchten wir 
zum SchlaTs fragen, auch die trockene Reibung unserem physikalischen 
Verständnis näher zu bringen, indem wir die zwischen den reihenden 
Oberflächen verbleibende Luftschicht als eine Art Sehmiermittel auf- 
fassen und auf sie die Eeibungsgesetze der kinetischen Gasfcheorie an- 
wenden? und femer; Wieweit ist mit Reibung stets auch Abreibung 
der Oberflächen verbunden? 

§ 3. Qualitatives über die gleitende und bohxende ßeibimg beim 



Um den Einfluls der Reibung beim Kreisel mit festem Stützpunkte 
zu studieren, haben wir zunächst zuzusehen, unter welchen Umständen 
hier die Reibung zustande kommt. Das Bild, welches wir uns. von 
diesen Umständen machen werden, ist freilich ein sehr sehematisches 
und ideahsiertes und dürfte von Fall zu FaU je nach den besonderen 
Verhältnissen der jedesmaligen Vorrichtung erhebHch von der Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betrachten wir z. B. die beiden Apparate, welche pt^. 1 und 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibung ganz absehen dürften, würde 
die Bewegung beider Apparate, sofern wir hei Nr. 2 die Masse der Ringe 
gegenüber der Masse des inneren Schwnngkörpers vernachlässigen, nach 
genau denselben Gesetzen erfo^en. In Hinsicht auf die Reibung aber 
verhalten sie sich ganz verschieden. 

Bei dem Apparat von pag. 2 treten Reibungskräfte in den Punkten der 
drei Lager auf, welche die Axe des äufseren, des inneren Ringes nnd des 
Schwungrades tragen. Wir haben es hier im Sinne des vorigen Parar 
graphen mit Flüssigkeitsreibung zu thun, wenn die Lager hinreichend 
geschmiert sind. Jedenfalls wird die Reibungswirkung in einem Dreh- 
momente bestehen, welches um jede der drei Axen der augenblickhehen 
'Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Äsen gerade 

*) Vgl- tietzn den oben ait. Beriebt von Masi Wir verweiaen femer anf 
die dtircb BerückBicttiguBg aller einscblägjgeu teübnitcheu Gesicbtapunkte auago- 
zeidmeten Versuciie von R. Sttibeek: Die wesentlicbpii Eigenacbaften der Gleit- 
und EiOUenlager. Ztscbr. des Vereins dentacber Ingemeure 1902, Nr. 36, 38 und 39. 
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diiroh die Eulerschen Winkel ip, ^, (p gegeben wii-d, so wüide in den 
Lt^angeaclien ö-leichungen filr diese Winkel je ein . Zusatzgiied auf- 
treten, welches das Eeibnngsmoment für die fragliehe Axe bedeutet. 
Wir gedenken dfu-anf nicht weiter einzugeben, sondern beacbrähken 
■aas auf das Modell von pag. 1. Hier müssen wir zunächst die Gestalt 
des unteren Endes der Figurenase nnd die Gestalt der Pfanne, welche 
jene trägt, ins Äuge fassen. Wir wollen annehmen, die Figurenaxe sei 
unten higelförmig abgerundet und die Pfannenoberfläche sei ein Krds- 
liegel; die Oberflächen seien trocken und nicht elastisch nachgiebig. 





Die Berührung zwischen Kugel und Kegel findet dann allemal in einem 
festen horizontaleD Kreise statt. Die Kugel verschiebt sieh bei allen 
Bewegungen der Figurenaxe in sich, Ihr Mittelpunkt bleibt also im 
Räume genau fest. In diesen MiUelpunkte Jiahen wir den als mhmd 
vorausgesetzten Funkt des Kreisels vor uns. 

In dem Modell von pag. 1 ist der Kegel, der die Pfanne begrenzt, 
sehr flaeh; für die theoretische Berechnung der Reibung wird es be- 
quem ja sogar unumgänglich sein, ihn als absolut flaeh vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Ebene ausarten zu lassen. Der kleine Kreis, in 
dem die Kugel den flachen Kegel berühren würde, schrumpft dann iu 
einen Pimkt zusammen, der stefe genau senkrecht unter dem Kugel- 
mittelpunkt liegt. Der Begriff „Stützpunkt" zerlegt sich so in zwei 
Begriffe: Fester Pmikt = Mittelpunkt der Kitgel und Beruhnmgspmkt 
P = Grenze des eben genannten kleinen BerüJmmgshreises. 

Freilich dürfen wir uns nicht verhehlen, dafs wir uns auf diese 
Weise von den wirklichen Bedingungen unseres Problemes entscheidend 
entfernen, dafs wir nach dem Grenzübergange nicht mehr den Kreisel 
mit festem Punkte sondern genau genommen den auf der Ilnterh^e 
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trei beweglichen Kreisel vor uns haben und dafs die Befestigung des 
Punktes in dem Mafse in Fortfall kommt, als wir den Kegel flacher 
werden lassen. Es geht hier wie so oft in den Anwendungen, dafs 
ein Grenzübergang mathematisch bequem aber physikalisch widersinnig 
iat (man denke an den Übergang Ton molekularen zu unendlich kleinen 
Dimensionen in der gesamten theoretischen Physik) und dafs man nach 
den Bedingungen der Aufgabe nur bis in die Nahe der Grenze, nicht 
his BW Grense sdbst gehen dürfte. In allen solchen Fällen wird die 
stillschweigende Voraussetzung gemacht, dafs die mathematische Be- 
handlung des Grrenzfalles nicht wesentlich von dem Falle der Wirk- 
lichkeit abweicht, eine Voraussetzung, die durch die Resultate der 
Behandlung in der Regel bestätigt wird. Die entsprechende Voraus- 
eetzung wollen wir hier ausdrücklich hervorheben: Wir nehmen an, 
dafs seitliche Bewegungen des Punktes durch geeignete raechauische 
Vorrichtungen an der Unterlage ausgeschlossen werden, dafs wir aber 
im Übrigen die Reibung swirkung ohne erheblichen Fehler so berechnen 
dürfen, als ob die Unterlage eine Ebene wäre. 

Der Übergang von dem ursprünglichen Berührungsfo-eise zu dem 
nunmehrigen Beruhrungsj>M«^/e ist deshalb geboten, weÜ wir sonst in 
endlose Weiterungen betr. die elastischen Deformationen an der Be- 
rührungsstelle verfallen würden. Wollten wir nämlich mit dem Be- 
riihmngafo-eise operieren, so müfaten wir, um die Reibung bestimmen 
zu können, zunächst feststellen, wie sich der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel über den Umfang des Berührnngskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der vielen und wichtigen Fr^en, die vom Standpunkte 
der Mechanik starrer Körper unbestimmt bleiben und zu deren Beant- 
wortung die Elastizitätstheorie herangezogen werden müiste. All- 
gemein lassen sich bekanntlich, wo es sich um die Lagerung eines 
Körpers handelt, nur sechs Auflagerunbekannte aus den sechs Gleich- 
gewiehtsbedingungen der gewöhnlichen Statik im Räume bestimmen. 
Kommen deren mehr vor, so bleiben die übrigen statisch tmbesUftmit. 
Bei unserem Berührungskreise haben wir aber unendlich viele Anf- 
lagerunbekannte, weil der Äuflagerdruck in jedem Elemente unseres 
Berührungskreises nach Ijröfse und Richtung unbekannt ist. Die 
Frage gehört also in das Gebiet der Elastizität. Müssen wir aber 
erst einmal die elastischen Deformationen in Rechnung setzen, so müssen 
wir auch berücksichtigen, dafs der Berührungsfo'eis wegen der elaatiaehen 
Abplattung der Oberflächen thatsächlich in eine BerÜhrungs/iäcÄe über- 
gehen wird. Die Gröfse dieser PBlche und die Formänderungen unserer- 
Kegel- und Kugeloberfläche müfsten auf elastischem Wege ermittelt 
werden. Erst, wenn dies geschehen, könnten wir die Verteilung des 



y Google 



§ 3. Gleitende und bohrende ReibuBg beim Ereiael. 549 

Gegeudnickes und die Gfrörse der Reibung angeben. Die aufserordent- 
lichen Schwierigkeiten, welcbe sich hieraus ergeben, umgehen wir eben 
durch unsere Annahme einer absolut flachen Pfanne und einer punkt- 
förmigen Berührung. 

Unter dieser Annahme ergiebt sieh der Gegendruck der Pfanne 
oder die Reaktion M derselben in vertikaler, d. b. zur Pfanne normalen 
Richtung durch die einfache Betrachtung, die wir pag. 515 für den 
auf der Horizontalebene beweglichen Kreisel anstellten. Aus . dem 
Impulssätze folgt nämlich- hier wie dort 

(1) M-M(g + n, 

unter s die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem vom Be- 
zugspunkte auslaufenden festen a;ys - Koordinatensystem verstanden 
(Tgl, Hg. 74b). 

Bezüglich des Vorzeichens von R ist Folgendes zu beachten: Die 
Pfanne kann vermöge ihrer Festigkeit zwar, wenn es nötig ist, einen 
aufserordentlicb hohen positiven Gegendruck hergeben, (miter positiv 
die Richtung von unten nach oben verstanden), aber nicht den ge- 
ringsten negativen. Sobald sich ein solcher im Verlauf einer be- 
stimmten Bewegung aus (1) berechnet, würde die Pfanne nicht aus- 
reichen, um die Ruhe des Punktes zu sichern: der Kreisel würde 
bei Tersehwindendem R die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Hohe schnellen. Von nun ab bewegt er sich nicht mehr wie 
der Kreisel mit festem Stützpunkt, sondern beschreibt eine Poinsot- 
bewegui^ im freien Räume um seinen Schwerpunkt, während sieh 
der Schwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemäfs bewegt. Wir woRen 
solche Bew^ungen von der Betrachtung ausschliefsen, also annehmen, 
dafs dauernd 

ist. Es steht mit dieser Annahme im Einklang, wenn wir späterhin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Schwerpunktsbeschleunigung s" 
dauernd sehr klein ist gegen die Fallbesebleunigung g, so dafs wir 
den Gegendruck R auf seinen „statischen" Bestandteil 

(2) R^ Mg — dem Kreiselgewiehte 

reduzieren und von dem „dynamischen Bestandteil" Ms" absehen können. 
Dies ist eine Vernachlässigung (Vema^lilässigungl), die wir im Interesse 
der Durchführbarkeit des Reibungsproblemea machen; die Gtlltigkeit 
unserer Resultate wird dadurch auf eine Klasse von Bewegungen be- 
schränkt, die wir als „Piäcessions- ähnliche" bezeichnen können. (Bei 
der regu^ren Präeession ist ja .s = const., also s" = 0; Präcessions- 
ähnlich kann daher eine Bewegung genannt werden, wenn /' niemals 
- von Tfull sehr verschiedene Werte annimmt.) 
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Zugleich mit It ist auch die Reibung im Berühnmgapimkte P 
bekannt. Wir unteracheideu dabei zunächst gleitende und bohrende 
Reibung, bemerken aber, dafs die gesonderte Berechnung beider zu 
Bedenken Änlafs giebt, die im § 6 besprochen werden sollen. Für das 
Folgende kommen diese Bedenken nicht in Betracht, da, wie wir sehen 
werden, bei einigermafsen beträchtlicher Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibung gegenüber der gleitenden Reibung Ternaehlässigt 
werden kann. 

Die gleitende Reibung ist eine im Berührungspunkte F angreifende 
Einzelkraft Ton der Gfröfse 
(3) W=iiB, 

deren Richtung horizontal ist und, ebenso wie die Bewegungsrichtung 
von P, auf der augenblicklichen Rotationsase OB , senkrecht steht 

(vgl Fig. 75). Für den Bezugspunkt 
j ergiebt sich hieraus eine Drehkraft Ton der 

Gröfse 

(4) Jlfi = QiiE, 

wo p den Hebelarm von W in Bezug auf 
0, d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Äxe dieser Dreh- 
kraft stimmt mit der Richtung der Hori- 
zontalkomponente des Drehungsvektors 
üb er ein. 

Die bohrende Reibung berechnen wir 
=— durch ihr Moment M^, welches die Verti- 

kale OP zur Ase hat und dem Sinne. 

nach der Vertikalkomponente des Drehungsvektora entgegengesetzt ist. 

Der Gröfse nach ist (ygl. den vorigen Paragraph) 

(5) M^ = n.'B = fiaP. 

Wir wünschen uns ein Urteil darüber zu büden, wann der eine und 
wann der andere Reibung einilufs überwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berechnen wir die zugehörigen Ärbeitsverluste rfStj und d%^ während 
eines ZeitinteryaUea dt. Bedeutet fl die Gröfse der augenblicklichen 
Rotationsgeechwindigkeit, a den Winkel zwischen der Vertikalen und 
dem Rotationsvektor OB, also Q sin a die Horizontal-, Q cos k die 
Vertikalkomponente des Drehnngsvektors, so wird 




(6) 
und 



d%_ MiQsmadt, d% = - M^Q cos adt 

d%^ : d%^ = e sina : « cos a = 9 tg « : a. 
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Die öröfse a, -welche im vorigen Paragraph ala mittlerer Radius der 
Berührun^fläche gedeutet wurde, können wir entsprechend der Ent- 
stehungsweise unseres Berährongspunktes P aus dem ui^prüngKchen 
Berührungskreise als Eadius dieses letzteren ansprechen. Die Gröfse 
p tg R andrerseits bedeutet (ygl. Fig. 75) den Abstand des Berührungs- 
punktes P von dem Durchstofsungspunkte Q der angenhlicklichen 
Rotati onsase mit der horizontalen Pfannenoberfläche. Unsere vor- 
stehende Proportion besagt daher, daTs die Arbeit der gleitenden 
Reibung kleiner oder gröfser wie die der bohrenden Reibui^ ist, je 
nachdem die augenblickliehe Rotationsase den Berührungskreis durch- 
setzt oder nicht. Lassen wir den Berührungstreis nahezu in einen Punkt 
zusammenschrumpfen, so folgt, dals nur bei nahezu vertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibung neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagegen bei merklich nicht vertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibung erheblich mehr Arbeit absorbiert und daher er- 
heblieh gröfsereu Eiuflufs auf den Bewegnngsverlauf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ab, im Folgenden die bohrende B&Ümng im 
Allgemmten gegetmher der gleiienäen Beihung 0U vernachlässigen (Vep^ 
BacUässignug 11). Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Figurenaxe nahezu der Rotationsaxe folgt, so wird die genannte Ver- 
nachlässigung solai^e zulässig sein, als die Figurenaxe nidht merUich 
vertikal steht. 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Reibung sogleich noch auf 
eine zweite Weise ausdrücken, mmlich durch die Euler'schen Winkel 
(p, ^, &. Wir lösen zu dem Ende den Rotatiousvektor Q in seine 
drei Komponenten g>', jj>', 9-' nach der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie auf. 
Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten <p', ip', &■' gebildeten Linienzug auf 
die Horizontalebene durch 0, so ergiebt sieh 
die Horizöntalkomponente des Rotations- 
vektors. Dieselbe wird nach Fig. 76: 



Q sin a = y&'^ -f y'^ sin' ^. 
Nach (4) und (6) ergiebt sich daher 

(7) d% QfiRY»'^ + (p'^l^^~9^dt. 

Durch eine kleine formale Umänderung 

können wir diesen Ausdruck als lineare 

Punktion der Eoordinatenänderuugen dd-, dip, dij) schreiben, wie wir 

um zum Ansatz der Lagrange'schen Grleichungen brauchen werden. 

Wir setzen nämlich (7) so um: 
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Die Koeffizienten von d&, dtp, diS) in diesem Ausdruck nennen wir 
(Tgl. z. B. pag. 78) die „Komponenten der gleitenden Reibung im Sinne 
der Koordinaten ■9', <j>, ^" und schreiben: 

(9) e, — Qun ^' , <i>,=-pftj; ^^'^ Yj^o. 



i der Gröfse dieser ßeibuni 
ebenfalls eine Uiigenauigkeit zu Schulden kommen lassen (Vernaeh- 
lässignng III). Bei den wichtigsten Kreiselbewegungen fällt der Rota- 
tionsvettor immer nahezu mit der Figurenaxe zusammen. Es wird 
also die Komponente fp' des KotationsTettors nach der Figurenaxe 
erheblich gröfaer wie die Komponente Q^ nach der Knotenlinie. Bei 
der regulären Präcession wird sogar unter Äbsehung von der Reibung 
&' genau gleich Null. ■ Indem wir also festsetzen, dafs vn dm AtiS: 
d/rücken der Mmhungsarbdt und der B^ihtmgsliväfte %■' gegen ip' gestrichen 
werden soll, beschränken wir unsere Betrachtung abermals auf die 
„Präcessions-ähiilichen Bewegungen". 

In diesem Sinne achreiben wir (7) und (9) 



(10) 



( d%i = + QfiMqi' sin &dt, 

\ (J)^ = + ppB sin #, Ti = Gl = 0. 



Einer Erläuterung bedarf hierbei noch das doppelte Vorzeichen in (10), 
Es ist klar, dafs die Quadratwurzel in Gl. (7) stets mit dem positiven 
Zeichen zu rechnen ist, da die Reibungsarbeit stets negativ ist. Dasselbe 
gilt von den Quadratwurzeln in Gl. (8) und (9), Entwickeln wir diese 
Wurzeln nach &'/ip', so haben wir sie in erster Näherung gleich 
ly'sia^l, d. h. gleich +(p'8m& zu setzen, je nachdem rp' selbst po- 
sitiv oder negativ ist. Dies gut insbesondere auch für den Wert von 
<I>j, in dem wir den Nenner |9f)'sin^| gegen Faktoren des. Zählers 
ip' sia}& gehohen haben. Das obere Vorzeichen in den Gl. (10) ist 
also in denjenigen Fällen zu wählen, wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Sinne des Uhrzeigers rotiert (q5'>0, Fig. 77a), das untere im 
entgegengesetzten Falle (qB'<0, Fig. 77b). 

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen zur angei^herten Lösung des 
Reibungsproblemes getroffen, die uns im nächsten Paragraphen be- 
schäftigen soll. Namentlich werden wie uns dabei von der aus der 
Beobachtung wohlbekannten Thatsache RechcDschaft zu geben haben, 
dafs die Figurenaxe des Kreisels durch die gleitende Reibung im Mittel 
langsam aufgerichtet wird. 
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Es wird aber gut sein, eben diese ThafcsacKe schon vorher auf 
einem ■wenn auch sehr ungenauen Wege plausibel zu machen, der uns 
die Wirkung der Reibung rein anschauhch zu verfolgen erlaubt. 

Wir nehmen an, der Kreisel befinde sich in schneller Rotation 
und die Rotationaaxe falle nahezu mit der Figurenaxe zusammen. Ein 
gleiches gilt dann auch von der Impulsase, deren Lage sich ja aus 
der Lage von F^urenaxe und Rotationaaxe bestimmt. Wir haben also 
zur Versinnlichung des Impulses von aus einen sehr lat^en Vektor OJ 
abzutragen, und zwar nngefahr in der Richtung der positiven Figiiren- 
ase, d. h. nach oben hin, oder in der langefdhren Richtung der negativen 
Figurenaxe, d. h. nach unten hin verlaufend, je nachdem die Rotation 
des Kreisels im Sinne des Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
ura die positive Fignrenase erfolgt. Die Rotation selbst wird durch 
einen Vektor OR dargestellt, welcher annähernd ebenso wie der Impuls 
gerichtet ist, also das eine Mal nach oben, das andere Mal nach 
unten. Den ersten Fall stellt Fig. 77a, den zweiten 77b dar. Der 
Einflufs der gleitenden Reibung auf die Kreiselbewegung äufaert sich, 
wie wir sahen, in dem Auftreten eines Momentes M^, welches dieselbe 
Aie wie die Horizontalkomponente des Rotationsrektors und den ent- 
gegengesetzten Sinn hat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OS des Eotationsvektors in unseren beiden Figuren ein, so ist da- 
durch der Sinn des Reibvmgsmomentes bestimmt. Der fragliche Pfeil, 
welcher ilfj darstellt, mufs in Fig. 77a von rechte nach linke, in 77b 
von links nach rechts verlaufen. 




Nach den fundamentalen Eigenschaften des Impulsvektore setzt 
sich nun dieser m jedem Zeitteilchen dt mit dem Zusatzimpuls der 
äuTseren Kräfte zusammen Soweit letzterer von der gleitenden Reibung 
herrührt, ist ei gleich Jlf^i^if; das Resultat seiner Zusammensetzung 
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mit dem ImptilsTektor OJ ist in den beiden Figuren angedeutet. In 
beiden Fällen besteht die Wirkung des Znsatzimpulses darin, dafs die 
Horizontalkomponente des Gesamtimpulses etwas verkleinert wird, die 
Vertikalkomponente ungeändert bleibt. Der Gröfse nach wird also der 
Impuls etwas gesdiwäckt, der Eichiung nach ekoas mehr veriikal gestellt. 
Sem Endpmikt wandert dabei in der ditrch den Endputtlct des Anfamgs- 
impulses gelegten Sorisontälebene von J nach J^. 

Der Einflufs der Reibung auf die ßichtungsänderung des Impuls- 
vektors wird offenbar um so geringer sein, je gröfser die jeweilige 
Länge des Impulsvektors ist; denn die Hinzufügung der kleinen Strecke 
JJi, welche nur von der Gröfae des Gegendruckes JJ, vom Reibungs- 
koeffizienten jL, dem Kugehadius p lind dem Zeitelement dt abhängt, 
macht gegenüber einem langen Vektor OJ weniger aus wie gegenüber 
einem kürzeren. Die Umlagerung des Im^lsvehtors erfolgt also um so 
langsame, je stä/rlter der Anferngsimpids war oder je schneller der Kreisel 
ursprimgUch rotierte. 

Natürlich wird der Impulsvektor OJ gleichzeitig auch durch die 
Einwirkung der Schwere abgeändert. Aus diesem Grunde verschiebt 
sich der Endpunkt des Impulaes in jedem AugenbHcke im Sinne der 
Axe des Schweremomentes, d. h. im Sinne der Enotenlinie. Da aber 
die Knotenlinie auf der Figurenaxe genau und auf der Impulsase an- 
genähert senkrecht steht, solai^e unsere Voraussetziong des angemherten 
Zusammenfallens von Figuren- und Impulsase zutrifft, bringt die Schwere- 
wirkung angenähert keine Änderung in der örÖfse und Neigung des 
Impulsvektors gegen die Vertikale hervor. Da aberdies die Knoten- 
linie auf der Vertikalen genau senkrecht steht, tritt der Impuls-End- 
punkt auch wegen der Schwerewirkung nicht aus der genannten festen 
Horizontalebene heraus. Unsere obigen Behauptungen bezüglich der 
Gr Olsen- und Lagenänderungen des Impulses bleiben ako auch bei 
Berücksichtigung der Schwerewirkung bestehen. Man bemerke ins- 
besondere, dafe der Sinn des Schweremomentes, welches von der Lage 
des Schwerpunktes auf der Figurenaxe abhängt, für unsere Überlegung 
belanglos ist. Der Impulsvektor wird also je länger je mehr dwrch die 
Beibtmg aufgerichtd, gleichmel oh der Schwerpunkt oherhcdb oder unterhalb 



Wir möchten nun aber zeigen — und erst mit diesem Nachweis 
erreichen wir imsem eigentlichen Zielpunkt — , dafs sich ebenso wie 
die Impulaaxe auch die Figurenaxe des Kreisels verhält. 

Zu dem Ende bemerken wir, dafs zunächst die MotoMonsawe bei 
dem Kugelkreisel genau, bei dem symmetrischen Kreisel angenähert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Figurenaxe andrerseits wird 
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fortgesetzt um' die jeweilige ßotationsaxe auf einem Kegel iimgedrelit. 
Und zwar geht bei tinreichend starkem Eigenimpuls diese Umdrehung 
Tiel schneller vor sich, wie der Wechsel der Botationsase selbst, der- 
art, dafs während einer vollen Umdrehmig der Figurenaxe sich die 
Rotationflaxe nur wenig yersehoben hat. In der That wird die Be- 
wegung der Impiilaaxe und daher auch die der Rotationsaxe um so 
langsamer, je gröfser der dem Kreisel ursprünglich erteilte Impuls war, 
während die Umdrehung der Figurenaxe um so schneller wird, je 
gröfser jener Impuls ist. Ton einer gewissen öröfse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Rotationsaxe als unendlich langsam g^en- 
über der Bewegung der Figurenaxe gelten können. Alsdann fällt die 
mittlere Lage der Figurenaxe dauernd mit der Lage der Rotationsaxe 
zusammen und es gilt, von ihr dasselbe, was für die Lage der Eotationa- 
axe iind der Impnlsaxe bereits festgesteEt wurde: Im Mittel mufs sich 
äudi die Fiffu/rmaxe- linier der Emwirhumg der Beibung aufriehten, und 
swar vm so langsamer, je schneller die anfängliche EotaMon war. Dieser 
mittleren Bewegung. werden sich kleine Schwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe überlagern, die von der fortgesetaten Umdrehung um 
die Eotationsase herrühren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Vertikalen nähern und von ihr entfernen. — 

Dafs die Reibung ein Aufrichten der Figurenaxe auch dann zur 
Folge hat, wenn, der Schwerpunkt oberhalb des Stützpunktes liegt, 
und daher mit der Hebung der Figurenaxe eine Arbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vieEeicht auf den ersten BEck überraschen. Denn 
die Reibung kann doch stets nur Arbeit verzehren und keine Arbeit 
leisten. In Wirklichkeit liegt natürlich die Sache so, dafs die zur 
Schwerpimktshebui^ erforderliche Energie aus der lebendigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der auch die Reibung zehrt. Die 
Verkürzung des Impnlsvektors, welche eine Verminderung der leben- 
digen Kraft zur Folge hat, bildet daher, falls der Schwerpunkt ober- 
halb des Stützpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufrichtung 
des Impulsvektors und m der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit äie auf- 
rechte Kreiselbeivegung. Der zu dieser Bewegung verfügbar bleibende 
Impuls ist durch die anfängliche Vertibalkomponente n des Impuls- 
vektors gegeben, durch welche sich auch die gleichförmige Eotations- 
gesch windigkeit bei der aufrechten Bewegung vorausbestimint. Nach- 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkrechten 
Lage zusammengefallen sind, ist die gleitende Reibung aufser Thätig- 
keit gesetzt: der Kreisel könnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungeschwächt für aUe Zeit fortrotieren. 
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Letzteres widerspricht aber offenbar der gemeinen Erfabrung, wo- 
nacb jede Bewegung durch ReibungseinflüBse scbliefBlieh definitiv ver- 
nichtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur eiae Folge der 
willkürlichen Unterscheidnng zwischen gleitender und bohrender Reibiing 
und der Vemach^ssigung der letzteren. Wir müssen uns daher jetzt 
noch ein ungefähres Urteil über die Wirkung der bohrenä&n Beibung 
verschaffen. 

Nach dem obigen vorläufigen Ansatz liefert die bohrende Reibung 
ein Moment, welches der Vertikalkomponente des Rotationsvektors ent- 
gegenwirkt. Im Falle von Fig. 77 a (Rotation im Sinne des UhrzeigerB 
um die Figorenaxe) ist der Botationsvekfcor nach oben gerichtet, also 
würde das Drehmoment M^ der bohrenden Reibui^ durch einen PfeÜ 
darzustellen sein, der von aus nach unten läuft. Dieses Drehmoment 
setzt sich ebenso wie das Drehmoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls OJ zusammen. Hierbei wird, 
wie man sieht, der Impulsvektor von der VerÜhalm obgdmJU, indem 
sein Endpunkt etwa von J nach J^ verlagert wird. 

Das gleiche gilt aber auch im Falle der Fig. 77b, wo der Pfeü 
des Drehmomentes M^ nach oben weisen würde und der Impuls bei der 
Zusammensetzung mit M^ gehoben wird. Sein Endpunkt wandert 
dabei etwa von J nach J^ . In beiden Fällen ist die Umlagerung des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung mit einer VerMrmmg des Im- 
pulses verbunden. 

Die boluende Reihung arbeitet also in einer Hinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie str^t den JmpuJsvelctor von der Vertikcden 
gu entfernen. In anderer Hinsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung; sie schwächt den Impuls dauernd. Da wir sahen, 
dafs der Einfluls der bohrenden Reibung, solange die Eotationsaxe 
merklich von der Vertikalen verschieden ist, Mein gegenüber dem Ein- 
flufs der gleitenden Reibung ist, so wird dieser letztere jedenfalls den 
Ausschlag geben und es wird trotz der bohrenden Reibung ein Äuf- 
' richten der Figurenaxe erfolgen. Höchstens konnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einflufs der bohrenden Reibung etwas verzögert 
werden. Andrerseits ist zn beachten, dafs das Aufrichten um so 
schneller erfolgt, je kürzer der Impulsvektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Länge des Impulsvefctors reduziert, ihrerseits 
das Aufrichten indirekt beschleunigt. Diese indirekte Wirkung der 
bohrenden Reibung wird daher ihre direkte Wirkung, den Impulsvektor 
von der Vertikalen abzulenken, teilweise kompensieren. 

Ist aber die aufrechte Lage annähernd erreicht, so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsache in ihr Recht, weil .alsdann die ) 
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Eeibung aelir klein geworden ist. Dureli die bohrende Reibung wird 
der nunmehr vertikal gestellte Impuls dauernd weiter geschwächt, ohne 
dafe der Charakter der aufrechten Bewegung ziumchst wesentlich ge- 
ändert wird. Die Rotationsgeschwindigkeit der aufrechten Bewegung, 
die vermöge der gleitenden Reibung unverändert fortbestehen könnte, 
wird also durch die bohrende Reihung mehr und mehr herabgesetzt. 
Schliefslich mufs der Impuls bis auf diejenige Grofee reduziert sein, 
bei welcher die aufrechte Bewegung instabil wird, wenn der Schwerpunkt 
Über dem Unterstützungspunkte liegt. Jede kleinste Störung erzeugt 
jetzt merkliche Schwankungen der Figurenaxe, die bei weiter abneh- 
mendem Impuls ihrer AmpHtude nach zunehmen, bis der Kreisel um- 
fallt imd nach einigen scheinbar regellosen letzten Anstrengungen defi- 
nitiT zur Ruhe kommt. 



§ 4- Quantitatives über den EinfluTs der gleitenden Reibung auf die 

Neigung der Figurenaxe. Graphische Integration der zugehörigen 

Differentialgleichung. 

Die geeignetste Grundlage für eine eingehendere Behandlung unseres 
Eeibungsproblems liefern die Gleichungen von Lagrange in den Enler- 
schen Winkeln <p, ij)^ Q-. Neben den Geschwindigkeitskoordinaten <p', 
ij)', -&' werden wir die Impulskoordinaten [*] = N, [Y] = «, [0] be- 
nutzen. Bei Übernahme der Bezeichnung N, die früher als Integrations- 
konßtante eingeführt wurde, ist zu beachten, dalä diese Impulskoordi- 
nate jetzt nicht mehr konstant ist, sondern durch die gleitende Reibung 
stetig abgeändert wird, wie denn bei Berücksichtigung der bohrenden 
Reibung auch die Impulskoordinate n variabel werden würde. Die auf 
den Kreisel wirkenden Kräfte bestehen aus der Schwere und der gleiten- 
den Reibung, wenn wir (Vernachlässigung II) von der bohrenden Rei- 
bung absehen. Die Schwere giebt nur um die Knotenlinie, die gleitende 
Reibung auf Grund unserer Vernachlässigung III (s. die Gl. (10) des 
vorigen §) nur um die Figurenaxe zu einem Momente Anlafs. Die 
Koordinaten der äufseren Kraft, bezüglich der drei Euler'schen Winkel, 
werden daher durch die folgende Tabelle gegeben: 





¥ 


t 


9 


Schwere 








Paui& 


Gl. Eeihnng 


T Pf» 5fS 8J 


n* 









Hierbei ist auch bereite von der Vernachlässigung I Gebrauch ge- 
macht, indem der Gegendruck mit seinem statischen Bestandteil Mg 
identifiziert wurde. 
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Die Grun^Ieichungeii, von denen wir auszugehen haben, sind in 
ganz ähnlicher Form schon p^. 154 und p^. 220 n. ff. entwickelt 
worden; sie lanten: 

a) Der Ausdruck der lebendigen Kraft des symmetrischen Kreisels: 

(1) y = 4 (^"^' ^"^'^ + '^'') + J ("P + ™^ *^')' 

b) Der Zusammenhang zwischen Impuls- und Greschwindigkeits- 
koordinateni 

i[(t>-\=.N=^^C{(p' + cos &»!>'), 
[Y] = M = 1^ = J. sin^ »t' + cos fr {f' + cos &^'), 

c) Die Auflösung der beiden ersten der vorstehenden Gleichungen 
nach den G-eschwindigteitskoordinaten: 

d) Der partielle DiEFerentialquotient der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate ■&; 

(^) 9^ = ^(cos*0-W)8m*^ ^ -^^^ 

e) Das Gesetz für die Impulsänderungen oder die L prange 'sehen 
Gleichungen im engeren Sinne: 



Ip) 


S = ». 




(6) 


^_ + (,|iJirjsin9, 




m 


^^„^(if-™».)(.-c 


üBirN) 



= P sin ». 

Statt der Gleichung (7) haben wir beim reibui^slosen Kreisel den 
Satz der lebendigen Kraft benutzt, der sich dadurch empfahl, dafs er 
die Ausführung einer Integration in sich schlofs. Im vorliegenden 
Falle geht dieser Vorteil verloren, weil der Eeibungs wider stand keine 
konservative Kraft ist, und wird daher die Gleichung (7) wegen ihrer 
einfacheren Bauart bequemer als jener Satz. 

Wir wollen die Bedeutung der letzten drei Gleichungen der Reihe 
nach durchgehen. 

Gleichung (5) sagt aus, dafs die VerÜhalkomponmte des Impulses 
durch die gleitende Beihimg nidd beemfiufst mrd, wie wir schon im 
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TOrigea Paragraph erkannten, n kann daher nach wie vor als eine durcli 
den Änfangszustand gegebene Integrationskonstante angesehen werden. 
TJbrigena folgt dieses EeBultat allein aus unserer Veroachläßsigung II 
der bohrenden ßeibang und ist von der Einführung oder Nichtein- 
füknmg der Veraachlässigungen I \rad III unabhängig. 

. Ana Gl. (6) sehliefsen wir, dafs sich der Absohiwert des Eigen- 
impulses N da/uemd im gleichm, nämlich im abnehmenden Siwne imdert. 
Wegen der Bedeutung des doppelten Vorzeiehens (vgl. pag. 5Ö2) be- 
reehuet sich nämlich für dN aus GL (6) eia negativer oder positiver 
Wert, je nachdem <p' oder, was auf dasselbe herauskommen wird, je 
nachdem N positiv oder negativ ist. Die Gröfse von N können wir 
hiernach als eine Art Zeitmesser benutzen, da wir den Ablauf der Be- 
wegung ebensowohl auf die abnehmenden Werte von |^| wie auf die 
wachsenden Werte von t beziehen können. Mit anderen Worten: wvr 
können statt der Zeit t die GrÖfse N als unabhängige Variable einführen. 
Ist die wechselnde Lage des Kreisels, insbesondere der Winkel d-, als 
Funktion von N bekannt, so läfst sich der zeitUche Verlauf der Be- 
wegung nachträglich feststellen, indem man nach (6) berechnet: 

In Gl. (7) kommen zunächst drei Veränderliche vor, nämlich i, 
N und #. Statt & führen wir wie früher die HüKsgröfse 
(9) M = cos * 

ein, überdies eliminieren wir die Variable ( mittels der Gl. (6) und be- 
nutzen nach der vorstehenden Bemerkung fernerhin N als unabhängige 
Variable. Zu dem Ende ist es nur nötig, die nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten von & durch solche nach N zu ersetzen. Wir 



(10) 



d» d» dN — n^ ■ ^ ä9 , Tir äu 

d^& Tii- «^'w ^^ / tr \9 '^^■" Q. 



Gl. (7) läfsfc sich daher mit Eücksicht auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfache Form schreiben: 

(11) (p p Mgf ^, = ^^(i'l.y - X- 

Das Frohlem ist somit auf eine emsdme gewöhnliche Differenücdgleichung 
zweiter Ordnung swischen u und N reduziert. 

Wir beabsichtigen nicht, diese Gleichung in geschlossener Form 
oder durch irgend welche Reihenentwicklung zu integrieren. Vielmehr 
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werden wir versuchen, aueli ohne formelmafsige Integration durch sach- 
gemäTse Diakussion der Differentialgleichung das Wesentliche (iher den 
Verlauf der Int^ralkurve zu erfahren. 

Da die Gestalt der Integraltuxye wesentheh von ihrer Ejümmung 
und diese von dem zweiten Differentialquotienten abhängt, so werden 
wir darauf geführt, die rechte Seite von (11) näher zu studieren. Und 
zwar werden wir zunächst feststellen, wo die rechte Seite einen Vor- 
zeichenwechael aufweist. Zu dem Zwecke betrachten, wir die Gleichung: 

(12) (n - uN) (_N- un) -ÄP(1~ m^* = 0. 

Hier ist es noch bequem, mit dem Quadrat der Impulskonstauten n au 
dividieren und die Abkürzungen 

(13) ^ = "^' ±'»^ = ^r 

einzuführen. Die GrÖfse v ist dann, ebenso wie der Neigungscosinus 
u, eine reine Zahl. Das Gleiche gilt nach pag. 293 von der Gröfee 
± m^, wobei das positive oder negative Vorzeichen zu wählen sein wird, 
je nachdem P positiv oder negativ ist, der Schwerpunkt also über oder 
unter dem Stützpunkte hegt. Unsere Gleichung (12) verwandelt sich 
so in eine Gleichung zwischen den drei onbenannten Zaileagröfsen u, 
V und m^, nämlich in: 

(14) (1 - uv) (v - m) = + )»ä (1 - uy. 

Wir deuten u als Ordinate, v als Abscisae in emer M,ii-Ebene; die 
durch (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordnung bezeichnen wir als Leitlinie, da sie der später zu konstruieren- 
den Integralturve gewiss er mafsen als Führung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der Gl. (11) mufs sich, wie wir zeigen werden, um unsere 
Leitlinie in unmittelbarer Umgebung derselben herumschläugeln. 

Die Gestalt der Leitlinie ist in Fig. 78 dargestellt; und zwar be- 
zieht sich die ausgezogene Linie auf den Fall P > 0, wo in (14) das 
positive Zeichen gilt, die punktierte Linie auf den Fall P < 0, in 
welchem m^ mit dem n^ativen Vorzeichen versehen ist. Wie Gl. (14) 
zeigt, entsteht die letztere aus der ersteren, wenn man u, v mit —u,—v 
vertauscht, wenn man also die erstere Linie nm den Anfangspunkt der 
M, »?-Ebene durch den Winkel von 180" dreht. Hiemach genügt es, 
den Fall P>0 allein zu betrachten, also in Gl. (14) ledigUeh das 
obere Vorzeichen zu herüeksichtigen. 

Zur Begründung unserer Figur 78 sei folgendes bemerkt: Kon- 
struiert man die gleichseitige Hyperbel 1 =uv und die Gerade v = u, 
80 teilen diese die Ebene in sechs Gebiete; in dreien derselben hat die 
linke Seite von (14) positives, in den übrigen negatives 
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Nur in den ersteren Gebieten, die in der Figur durcli Schraffierung 
kenntlich gemacht sind, kann unsere Leitlinie verlaufen, da sonst Gl. 
(14) nicht erfiilJliar wäre. 

Femer ist es für die Gestalt der Leitlinie wesentlich, dafs wir m^ 
als klei/ne Zahl voraussetzen dürfen. Denn wir betrachten nur Be- 




wegungen, bei welchen dem Kreisel anfänglich eiae schnelle Umdrehung 
oder ein starker Impuls erteilt wu.rde. Unter eiuem starken Impuls 
verstehen wir aber nach pag. 293 einen solchen, für den N^ erheblich 
gröfser als die gleichbenannte Gröfee AF, für den also AP/N^ ein 
kleiner echter Bruch (beispielsweise < j^| ist. Da nun die Vertikal- 
komponente n des Impulses von derselben Gröfsenordnung wie der An- 
fangawert des Eigenimpulsea ist, so wird anch AP/n^ = m^ ein kleiner 
echter Bruch. In der Figur haben wir nur m^ = 1/9 gewählt, weQ bei 
noch kleinerem m^ unsere Zeichnung undeutlich würde, während wir 
fiir die Zwecke der späteren Rechnung an der Annahme m^ < -rr^ fest- 



Man überzeugt sich sodann nach der üblichen Methode der Pofcenz- 
entwicMui^ leicht, dafs die Punkte JPj (m = » = 1) und Pg (m = w = — 1) 
Doppelpunkte unserer Knrve werden und dafs die beiden Kurveutan- 
genten in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel u einschliefsen, der sich aus 



%«- 



i (Punkt PJ 
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i (Pnnkt P,) 



•« " - K 1 + 4m^ ^ 
beröehnet. Im Punkte P^ ist der genannte Winkel also ein wenig 
gröraer, in P^ ein wenig kleiner wie 45**. 

Aus Gl. (14) fo^ femer leickt, dafs unsere Leitlinie eine und nur 
eine zur jj-Axe parallele Tangente mit dem Berührungspunkte 



r (<"»' + ») 



besitzt. Hieraus ist zu schliefsen, dafs die beiden durch P^ nach oben 
hin verlaufenden Kurvenäste sich in einer Schlinge vereinigen. Die 
beiden durch P^ nach links auslaufenden Äste können sieh dagegen 
nicht zusammenschliefsen, da der obere von ihnen sich asymptotisch 
der Abscisaenase annähert. Das gleiche gilt von dem durch P^ nach 
unten rechts verlaufenden Aste. 

Durch diese und ähnliche Betraohtur^en läfst sich die Gestalt 
unserer Leitlinie mit hinreichender Sicherheit im Falle P > fest- 
stellen. Ihre Gestalt im Falle P < wird dann durch die schon er- 
wähnte Umdrehung aus jener abgeleitet. 

Welchen Nutzen gewährt uns nun die Kenntnis der Leitlinie für 

die Integration der Gleichung (11)? Wir schreiben uns diese Gleichung 

zumichat so um, dafs darin lauter unbenannte GrÖfsen vorkommen. Zu 

dem Zwecke dividieren wir sie mit n^/A* und ersetzen 

d'u , , 1 d'it 
^=^i=i durcli — i -j-5- ■ 

Der Faktor von -^—f wird auf solche Weise, wenn wir die übliche 
Abkürzung P = ± MffE einführen: 

^r(JKsr^ri> - (4? C-l)'- ("Vi)' 
mit der weiteren Abkürzung 

und unsere Gleichung (11) geht über in 

(15) (».W-S--2^j3)^-»'- ■■(?>») 

bez. in 

(16) (■»>■')' -g- - %'%7 ^ + »■... (P<0). 

Kun verschwindet die rechte Seite jeder dieser Gleichungen nur in 
den Punkten der zugehörigen Leitlinie und es tritt daher ein Wechsel 
im Sinne der Krümmung unserer Integralkurve nur ein, wenn diese 
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die Leitlinie ab er schreitet. Wegen der Bedeutung TOn u = cos * 
brauchen wir nur denjenigen Streifen der m, ?;-Ebene zu betrachten, 
der zwischen den Geraden M = ± 1 enthalten ist; dieser wird von der 
Leitlinie in vier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete zukommende 
Vorzeichen von d^u/dv^ ist in den Figuren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt ea am einfachsten dadurch fest, daiä man von dem Punkte 
M = (j = ausgeht, in welchem die rechte Seite von (15) gleich — m^, 
die von (16) gleich + m^ wird. Hierdurch ist das frt^liche Vor- 
zeichen für jeden Punkt unseres Streifens bestimmt. In den mä + 
bezeichneten Gebieten ist die gesuchte Ifäegralkwve, mis der Bichttmff 
der posUiven Ordinatenaxe betrachtet, Jconkav gekrümmt, m den mit — 
ieseichnetefi Gebieten Jconvex; beim Überschreiten der LeiMnie besUst sie 
jedesmal einm. Wendepmikt. 

Um von hieraus die Integralkurve wirklich konstruieren zu könnrai, 
r ans zunächst bestiinmte Anfengsbedingungen geben. Wir 
den anfänglichen Neigungseosinus der Figur enaxe gegen 
die Vertikale mit u^ und setzen etwa fest, dafs zu Beginn der Impnls- 
vektor genau in die Richtung der F^urenaxe falle, dafs also der Kreisel 
zu Beginn keinen seitlichen Anstofs erhalte. Dann gibt der Anfangs- 
■ wert Nf, des Eigenimpulses zugleich die Gesamtlänge des Impulsvektors 
und es ist die Vertikalkomponente des Impulses n = JV^Mq. Unsere 
IntegralkoTTe beginnt daher in einem Punkte P,,, dessen Koordinaten 
Mfl, v^ der Gleichung 1 ^Mo^o S^^'^S®^ welcher also auf der (in Fig. 79 
und 80 gestrichelt eingezeichneten) gleichseitigen Hyperbel Hegt. Femer 
ist hierdurch zugleich die Anfan^tangente der Integralkurve bestimmt; 
wenn nämlich der Impulsvektor die Richtung der Figurenaxe hat, ao 
fällt auch die augenbÜcldiche Rotationsaxe in die Figurenaxe hinein. 
Die Figurenaxe steht also momentan im Räume still und es ist 

-— ===^ nnd daher auch -^^r= = sowie 3— = 0. 
dt dN dv 

Unsere Int^ralkurve setzt also im Punkte P^ mit eitler horizontalen 

Tangente ein. 

Von dem weiteren Verlauf der Integralkurve gilt die allgemeine 
Bemerkung: dafs sie, auf die Absmsenaxe senkrecht projimrt, diese 
iiberall einfach überdecken mufs. Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
der Absolutwert von N mit wachsendem t beständig ab, desgleichen 
der (notwendig positive) Wert von w = — • Da nun zu jedem Werte 
von t nur ein Wert von u gehören kann, so kann auch jedem Werte 
von V nur ein Wert von u eniaprechen. 

Betrachten wir nun z. B. Fig. 79 (P > 0). Der Anfangspunkt P^ 
liegt in einem Gebiete n^ativer Krümmung (d. h. einem Gebiete, wo 
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dHjdv^ < 0) ; die Integralkorve ist also tou oben gesehen konvex 
Da sie in P^ eine horizontale Tangente hat, mufs aie nach unten um- 
biegen und bald zum Schnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei geht 
sie mit einer Wendung in ein Gebiet positiver Xrümmung über, ver- 
läuft also von jetzt ab nach oben hin konkav. Die zwei Möglichkeiten, 
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die sieh nun bieten, sind in Fig. 79 angedeutet: Die Integralkorve 
mufs die Leithnie zum zweiten Mal schneiden; dieser Schnittpunkt 
kann nun entweder, von P^ aus gerechnet, diesseits von P^ liegen, 
oder jenseits. Die in der Figur ausgezogene, wellenförmige Gestalt 
der Integralkurve entspricht der ersten, die punktierte Gestalt der 
zweiten Möglichkeit. Ww woUm zeigen, äafs nur die erste Möglichkeit 
der WirMichkeit entsprieht. 

Zum Beweise haben wir aufaer dem Vorzeichen der Krümmung 
deren Gröfse zu beachten. Letztere ist in rechtwinkligen Koordinaten 
u, V bekanntlich durch den Ausdruck 



y Google 



§4, Das Aufrichten der FigurenaKB. Graph. Integration der angetörigenDiffgl. 565 



(^+(ST 



gegeben. Wir werden statt dessen als einen angenäherten Ausdruck 
für die Krümmung den folgenden 

^) d^ 
substituieren, dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleichung (19) entnehmen können. Dieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und stimmt nur dann mit dem genauen Wert der Krümmung 
hinreichend überein, wenn die Neigung der Kurventangente gegen die 
Äbseissenaxe klein ist, Dafs dieses in unserem Falle zutrifft, können 
wir nicht mit Sicherheit behaupten; nur soviel ist nach einer Be- 
merkung auf der vorigen Seite klar, dafs die Keigung der Kurven- 
taugente niemals unendlich grofs werden kann; denn dann wurde die 
Projektion der Integralkurve auf die Äbseissenaxe diese nicht mehr 
eindeutig überdecken. 

Auf der Leitlinie selbst hat wie wir wissen die Integralkurve die 
Krümmung Null. Eraetzen wir in der Grleichur^ (15) die Zahl m? 
durch eine wenig kleinere oder gröfsere, so entstehen zwei Naehbar- 
kurven der Leitlinie von wesentlich gleichem Verlauf, welche beispiels- 
weise beide durch den Punkt T^ hindurchgehen und sich asymptotisch 
der positiven Äbseissenaxe anschliefsen. Wir können etwa statt der 
kleinen Zahl n^ das eine Mal den Wert Null, das andere Mal den 
Wert 2»M^ einsetzen. Die erste unserer Nachbarturven fällt dann iu 
dem uns interessierenden Gebiete mit der Hyperbel mw = 1 zusammen, 
die zweite hat die GHeiebung 

(1 — M«) (» — w) = 2»w^(l — M^)^ 
In den Punkten der ersten bez. zweiten Nacbbarkurve besitzt die 
Integralkurve naeb Gl. (15) die angenäherte Krümmung 

d'M ^ — m' ^ 1 

bez. 

Der Wert von w? sollt« etwa -^ sein. Der Eeibungskoefflzient ji 
ist ein echter Bruch; als Gröfsenordnung kann man etwa ~ annehmen, 
so dafs u* etwa ^7; wird. Auch die Verhältniszahl ;i « ■— ist ein 
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echter Brueli, da der Sdiwerpunkfe einen mertliehen Äbsband von dem 
festen Punkte haben mufs, wenn anders wir es überhaupt mit einem 
„schweren Kreisel" zu thun hahen, während die die Figurenaxe nach 
untenhin begrenzende Halbkugel sieherlieh einen Meinen Radius be- 
sitzen wird. Um eine bestimmte Angabe zu machen, wollen wir etwa 
X^ gleich — -^ (d. h. ^= ea. 32 ^) setzen. Unter diesen Voranssetznngen 
wird die angenäherte Krümmung der Integralkurve auf unseren beiden 
der Leitlinie benachbarten Kurven gleich + 10^, der angenäherte 
Krümmungsradius also nur gleich ein Milliontel der Einheitsstreeke 
unserer Figur. Datei ist der Abstand unserer beiden Nachbarkurven 
von einander und von der Leitlinie ein auf s erst geringer, nämlich 
selbst von der Gröfsenordnung m^ und er vermuidert sich überdies mit 
wachsender Anmherung an den Punkt P^. 

Die Kriimrmmg der Jntegralltwve also, die amf äer Leiüinie selbst 
den Wert JVmR Jutt, wird *w näehster Nähe derselhen sdion sehr grofs. 
Sobald sich die IntegraltBo^ve fmr merMich von der Leitlinie entfernt hat, 
nmfs sie schhmigsi wieder tmbiegen imd sich tfor LmiUme abermals 
nähern: Die IntegraÜMTve ist hi^nach gemmmgen, mit mfserst geringe»- 
Amplitude und Spannweite um die LeitUnie JterymzuosdlUeren, ährJieh 
wie ein Massenpunkt um eine Ruheh^e mit kleiner Amplitude nnd 
kurzer Schwiugungsdauer herumpendelt, wenn er schon bei geringer 
Entfernung von der Ruhelage durch eine greise Kraft nach jener 
zur&ekgetriehen wird. 

Somit ist bewiesen, dals der in der Figur 79 punkfeiert gezeichnete 
Verlauf der Integralkurve bei kleinem Werte von m^, d. h, bei grofsem 
Anfangsimpuls unmöglich ist und dafs der gesehlängelte, ausgezogene 
Verlauf mindestens quaHtativ der Wirkhehkeife entspricht. Der punktiert 
gezeichnete Weg mag vielleicht bei schwachem Ajjfangsimpulse zur 
Geltung kommen, doch gehen wir auf diesen minder wichtigen Fall 
nicht ein. Die entsprechenden Überlegungen und Konstruktionen lassen 
sich fast Wort für Wort auf den Fall P < übertragen; wir können 
daher behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie herumpendeln mufs nnd niemals erheblich von ihr abbiegen kann. 

Übrigens läfst sich die hier befolgte Schlufsweise, die wir als 
graphische Integration bezeichnen können, sofort auf den allgemeinen 
Fall der Differentialgleichung 

(Pu ., , 

übertragen, wenn die Funktion f{u, v) in der Umgebung der ,fLeit- 
linie" /■(«, «) = ein starkes Gefälle besitzt und der Anfangspunkt 
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der Integralturve der Leitlinie niclit au fem angenommen wird. Aueli 
hier mufs die IntegraLfcurve fortgesetzt um die Leitlinie herumpendeln. 

Über die Amplitude und Spannweite der Pendelungen haben wir 
bisher nur gesagt, dafa sie äufaerst klein sein müssen; wir fügen noch 
hinzu, dafa sie imt so M^ner a/usfaMen müssen, je Meiner die Z(^l m\ 
je gröfser aiso d&- anfängliche Bewegungsimpds ist, und dafs sie mit 
sun^mender AnnÖk&'wig cm den Fimkt Pj afmßkmen müssen. 

Denken wir uns, um dieses einzusehen, die NiTeaulinien des Aus- 
drucks /■(«, v) konstruiert, welcher unserer Differentialgleichung zufolge 
die angenäherte Krümmung der Litegralkurve bestimmt, in der Weise, 
wie dies für die speziellen Niveaulinien f{u, v) = (die Leitlinie) 

und f(u, v) = ± -. y3 (die beiden oben genannten Nachbarkurven) 

geschehen ist. Diese Niveaulinien li^en um ao dichter, je kleiner m^ 
ist, aufserdem verdichten sie sich in der Nähe des Punktes Pj, da sie 
alte durch diesen Punkt hindurch müssen. Die Dichtigkeit der Niveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab für die Erümmungszunahme 
der Integralkurve in der Nähe der Leitlinie und für ihre Tendenz, 
nach der Leitlinie zurückzukehren. Noch anschaulicher können wir 
■ una den Ausdruck f(u, v) als ein Relief modelliert denken, indem wir 
uns den absoluten Wert von f(u, v) als dritte Koordinate senkrecht 
zur M, ?;-Ebene auftragen, wobei die eben genannten Niveaulinien za 
Höhenlinien des Reliefs werden. Es entsteht so eine Einne, deren 
Sohle in der u, D-Ebene Hegt und mit unserer Leitlinie zusammen- 
fällt und deren Eösehimgea beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner m^ ist und je mehr wir ims dem Punkte Pj mhem. In 
letzterem stellen sieb die Böschungen genau lotrecht. Wiederum 
wächst mit der Steüheit der Böschungen die Schnelligkeit, mit der 
die Integralkurve bei seitlicher Abbiegung der Leitlinie wieder zustrebt. 
Die Integralkurve verMuft ähnlich wie die Bahn eines schweren Punktes, 
der iu-der (reibungslos gedachten) Rimie entlang läuft, zugleich aber 
vermöge eines seitlichen Aufangaanstolses abwechselnd rechts und links 
an den Räadern etwas aufruft. Während die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen erreichte Höhenlage nach dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in horizontaler Richtung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je gröfser die Steilheit der 
Ränder ist; desgleichen wird die Zeitdauer der aufeinaaderfolgenden 
Pendelui^en oder, was auf dasselbe herauskommt, die !^ngs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei wachsender 
Steilheit der Ränder; denn die nach der Einne zurücktreibende Kraft, 
d. h, die in die BöschuBg fallende Komponente der Schwere, ist dem 
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Gefälle der Bösehung proportional. Die Bahn des Massenpiinktes wird 
also, auf die horizontale Zeichenebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der aufeinanderfolgenden Pendelungen betrifft, in der That die in der 
Fig. 79 und 80 dargestellte Form annehmen, welche somit auch unserer 
Integralturve zukommen wird. 

Die ScMufsfolgerungen, die sich von hieraus für den Ablauf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wachsender Zeit 
nimmt der Eigenimpuls N seiner GfrÖfse nach ab. Fiel er anfangs in 
die Richtung der Figurenaxe, so ist aaifangs |^| > |m| und mit 
■wachsender Zeit nähert sich N dem Werte n, d. h. v dem Werte 1. 
Unsere Integralkurve zeigt dann, dafs sich gleichzeitig u dem Werte 1 
oder & dem Werte nähert. Die Figuremuie richtet sich also durch 
den binflufs der gläienden ^Reibung aUmähUck mif. 

Hand in Hand mit der Aufrichtung der F^urenaxe geht natürlich 
ihre Präcession um die Vertikale von statten, deren jeweilige Ge- 
schwindigkeit sieh nach Gl. (3) aus dem augenhlickliehen Werte von 
-9- und N bez. von u und v berechnet. Die Aufrichtung der Figuren- 
axe wird unterbrochen und ihre Präeession wird begleitet von kleuien 
Nutationen der Figurenase, die durch die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dargestellt werden. Diese Nutationen sterben aber in dem 
Mafse ab, wie sich die Figurenaxe aafri(Md und svnd übrigens von 
ßmtse OMs um so kleiner, je gröfser der Änfangsimpuls war, voraus- 
gesetzt natürlich, dafs dieser genau oder ungefähr die Richtung der 
Figurenaxe hatte. 

Ist die aufrechte Lage erreicht, so fällt der bisherige Grund für 
die Abnahme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der That 
ergieht sich mit m = 1 aus Gl. (6) dNjdt = 0; es bleibt also von nun 
ab iV = w oder v = 1: Unsere Integralhurm endigt im Funkte P^ imd 
der Kreisd verhaart in der aufreckten Bewegung. Die endgültige Ver- 
nichtui^ des Bewegungsimpais es fallt nicht der gleitenden sondern 
der bohrenden Iteibung zu, wie bereits im vorigen Paragraph aus- 
einandergesetzt wurde. 

§ 5. Angenäherte formelmäTsige DarsteUung des Bewegungsverlaufes. 

Da wir auf Grund der vorangehenden Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe graphisch beherrschen, wird es nun leicht sein, eine näherunga- 
weise formelmäfaige Darstellung der Bewegung zu geben. Wir fügen 
diese nachträglich hinzu, teüs um einige numerische Rechnungen an- 
stellen zu können, teÜs um den in der Einleitung (pag. 5) ausgesprochenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nach welchem „unsere Kenntnis der Mechanik 
nicht auf die Formel basiert sein solle, sondern umgekehrt die ana- 



y Google 



§ 5. Angenäherte formelmärsige Darstellung des Bewegnngsv erlauf ea. 569 

lytische FormulieTnng als letzte Konsequfaiz aus einem gründlichen 
Veratändais der meehaniselien Verhältnisse von selbst znm Vorschein 
komme". 

Der Gredanke bei der folgenden Näherungsrechnung besteht darin, 
dafs wir, was die Änderungen von # angeht, für die osciUierende 
Integralkurve der Figuren 79 vmd 80 unsere Leitliaie selbst substi- 
tuieren. Was wir dabei vernachlässigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welche die Bewegung nur vorübergehend und in geringem Grade 
beeinflussen, was wir aber beibehalten und in unseren Formeln zum 
einfachen Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnahme des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Präceasion, 
d. h. alle wesentlichen Momente der Bewegung. 

Wir sehen also die Gl. (14) des vorigen Paragraphen als die 
während der Bewegung angenähert gültige Beziehung zwischen dem 
NeigungseosinuB u = eos d- und der Impulsgröfee w = — au. Um die- 
selbe naeb v aufzulösen, schreiben wir sie folgendermafeen: 

.._(„ + i)„__l=F^(l-»T. 
Die beiden Wurzeln ifj, v^ dieser qua^atischen Gleichung werden: 

»1 - Y (« + J^) - {- (« - \) 1/1 + '!«»•', 

•'■-|(» + i) + T('*-i) >'! + ''«"''■ 

Wegen der aiicb jetzt TOrauszusetzenden Kleinheit der Zahl ±m^ = — j- 
ziehen wir die Quadratwurzel nach dem binomischen Satze angenähert 
aus. Es ergiebt sich: 

'■-i(» + i)-|(«~i)(i'F2».»-)-iT»'(i-»'5, 

». - { (« + i) + -8 (« - i) (1 T 2«m') - « ± ».'(1 -«'). 

Da M<1 ist, wird v^>l, «2<1. Die Bedeutung der beiden Wurzeln 
folgt aus Fig. 78. Schneiden wir nämlich die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Absoissenaxe parallelen 
Geraden u = const., wobei < i* < 1 sein möge, eo erhalten wir zwei 
Schnittpunkte, von denen der eine rechts von Pj, der andere links 
davon zwischen P^ und P^ Hegt. Dem ersteren entspricht ein Abscissen- 
werfc Wj > 1, dem letzteren ein solcher v^ < 1. Wir interessieren uns 
nur für denjenigen Teil der Leitlinie, welcher von unserer Integral- 
kurve umschlängelt wird, haben also nur den Wurzelwert w, zu be- 
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rücksiditigen. Gfehen wir noch zu der ursprän^iehen Bedeutung der 
Zeichen v, « und w? zurück, so kSuneu wir die für V-^ gefundene 
Formel so schreiben: 

(1) iV=^-^sin^*. 

Wir erkennen hieraus, in welcher gegenseitigen Äbhängiglceit &■ gegen 

und N gegen n konvergiert. 

Wir berechnen zweitens die Präcessionsgeachwindigkeit i'', die zu 

den wechselnden Neigungen der Figurenase gehört. Aus (1) folgb 

n — Neos» P „ 

^^^i^ = — C08 Ö'. 

Dies ist nach Gl. (3) des vorigen Paragraphen zugleich die gesuchte 
Präce^ionsgeschwindigkeit. Man hat also 

(2) ^'^^ »'o^ * 

und sehUefst, dafs sich die absölMe Gröfse der PrÖcessionsgesckmndigJcelt 
heim Aufrichten der Figwrenaxe etwas beschleunigt. 

Wir fragen sodann nach dem zeitliehen Verlauf der Bew^ung, 
der ja aus unserer qualitativen Darstellung eliminiert war. Hierbei 
haben wir auf die GH. (8) des TOrigen Paragraphen 

■^ Mgi^eJ ün9 
zurückzugehen. (Das obere Vorzeichen galt bei posiÜTem Aniangs- 
werte von N, also bei positivem n, das untere bei negativem.) Wir 
berechnen dN durch ■0- und d9- aus- Gl, (1): 

dN ^ (^^ — ^^ cos») sm9ä9- 
\ cos' 9 n j 

und erhalten dann 

^gi>-^ \J cos'* «* j ) 

Das doppelte Vorzeichen dürfen wir durch das einfache negative er- 
setzen, wenn wir dafür w mit dem Zeichen des absoluten Betrages 
versehen. Föhren wir die Integrationen aus und bestimmen die Inte- 
grationskonstante daraus, dafs '9'=3'fl für t — ^ sein soll, so ergiebt 
sich das folgende Gesetz für den z^Üicken Verlavf der Bew^/wng: 

(^) '-S^{('g».-'g»)-^{si'>*.~™»))- 

Das zweite Glied der | j ist wegen des kleinen Faktora AP/n^ offenbar 
klein gegenüber dem ersten Gliede. Dieses erste Glied zeigt uns, dafs 
das Aufrichten der Figurenaxe ziemlich langsam von statten geht; 
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denn im Zähler steht die g^ofse Impulskompoiiente n, im Nenner der 
kleine Eeibungsko effizient jt und der kleine Radius p der Auflage- 
fläclie. Die ZdidoMer des Aufrichtern wird mn so gröfser, je gröfser der 
Anfcmgsmpids war tmd je Meiner der BeSmngskoeffisient (i sowie der 
Krümmunffsradiws der Avflageßächi ist. 

Der zablenmäTsige Wert der aum Aufrichten erforderlichen Zeit 
ei^ebt sich aus (3), wenn wir :& = seteen, zu 

IMe (mfrecMe Lage wird also in endlich^' Zeit erreicht; die Zeit ist iei 
sonst gleichen Umständen im wesentlichst der Tangente der Atif(mgs- 



Es erübrigt nur noch, die Bahnkurve, die ein Punkt der Piguren- 

ase beschreibt, analytisch und zeichnerisch darzustellen. Wir gehen 
dabei einerseits von der Gl. (2) 

_z __ OOSÖ', 

andrerseits von der ans (3) folgenden Beziehung aus: 

Durch Division folgt 



d» ^ Mgtie Wb3- n'' 



und durch Integration 

Da die Gestalt der BaÜnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel ^ 
vorzuschreibenden Anfangswerte ^u abhängt, haben wir von der Hin- 
zufügung einer Integrationskonstanten abgesehen. 

Hier wollen wir eine unwesentliche Vernachlässigung gestatten, 
durch die sich das folgende vereinfacht. Wir woUen nämlich das 
zweite Glied der { | in (6) gegen das erste wegen des Faktors AP/n^ 
streichen. Ferner wollen wir, um bestimmte Vorzeichen zu haben, 
vorübergehend annehmen, dafs der Schwerpunkt Ober dem Stützpunkte 
liegt und dafs der anfängliche Impulsvektor die ungefähre Richtung 
der positiven Figurenase habe. Dann ist P = + MglE zu setzen und 
in (6) das obere Vorzeichen zu wählen. Fähren wir noch die schon 
früher benutzte Verhältniszahl 2 == p/B ein, so schreibt sich Gl. (6) 
folgendermafsen ; 
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Aft^ = logtg| 


oder auct 
oder endlich 


«- = %(f-|) 


(') 


tgo/ä-i 



1 + tg*/2 



Dies ist die gesuchte GMchmg der JBaJmkwve bei positivem P und 
positivem Änfangsimpulse. Sie gilt ebenso offenbar hei anderer Wahl 
der Vorzeichen von F und n, vfcnn man nur nötigenfalls den Sinn, 
in dem iji gerechnet wird, umkehrt. 

Um sie verzeichnen zu können, müssen wir sie irgendwie auf die 
Zeichenebene projizieren und zwar empfiehlt sich wie früher die 
stereogro^hiscJm Frojekäon. Wir sehlagen also um den festen Punkt 
die Einheitskugel, auf welcher unsere Bahnkurve verBuft, wenn der 
sie erzeugende Punkt der Figurenaxe den Abstand 1 von hatte, 
und projizieren vom Südpol der Einheitskugel auf die Aquatorebene. 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt über, während das Bild 
irgend eines anderen Punktes der Einheitskugel von den Abstand 
^ = tg*/2 und das Azimuth i/i hat. r und ^ sind also gewöhnliche 
Polarkoordinafcen des atereographischen Bildpunktes, bezogen auf den 
Punkt als Aniangspunkt. In diesen Koordinaten geschrieben vfird 
das BÜd der Bahnkurve nach Gl. (7): 

Ihre Gestalt ist die einer Spirale, u. zw, läuft sie in den Punkt als 
eme gewöhnliche Archimedische ^irale aus, wahrend sie nach der anderen 
Seite hin sich (?em Bmkdtäsreise asymptotisch nähert. 

Um dieses einzusehen, beachte man, daJs vermöge der Wahl der 
Integratiouakonstanten in Gl. (6) der aufrechten Endlage (9 = oder 
r = 0) das .izimutb ip = und daJs allen früheren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von i/i entsprechen. Um also das Verhalten der 
Bahnturve in der Nähe des Punktes zu untersuchen, haben wir ip 
klein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nach Potenzen von 
Afn^ zu entvrickebi. Es ergiebt sich so 

(8') '■--l/'l 

d. h. die Gleichung einer Archimedischen Spirale. 

Um andrerseits die Bahnkurve für weit zurückliegende Zeiten fest- 
zustellen, haben wir i/; einen groJäen negativen Wert beizulegen, also 
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^1'^ als tleiu aazuselien. r nähert sicli dabei der oberen ( 
die Bahnkurre strebt also asympfcotiech dem Eiobeitekreise zu. 

In der Nahe von ist die Abnahme d^ FahrsfcraJils r bei einem Tollen 
TJnalauf um gegeben durch Afiäi; dieselbe ist klein, weil A und ^ kleine 
Zahlen sind, verschwindet aber nicht bei Annäherung an 0. Dagegen wird 
offenbar, wemi wir die KiuTfe rückwärts bis m die Nähe des Einheitskreiees 
verfolgen, die Zunahme des Fahrstrahla bei einmaligem Umlanf um 
mit zunehmender Näherung an den Einheitskreis verschwindend klein. 

Man kann die Gestalt der Bahnkurve sehr schön experimentell 
f^tstellen, wenn man die Kreiselspitze ihren Weg auf einer dagegen 
gehaltenen berufsten Fläche aufzeichnen läfst, oder, was noch empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecht zur Kreiselaxe einen kleinen Spiegel 
befestigt, denselben mit einem Projektionsapparat beleuchtet und den 
zurüekgeworfeuen Lichtfleck auf einem Schirm beobachtet. Die so er- 
haltenen Kurven haben durchaus den Charakter der hier ^ 
Spiralen, nur dafs der gleichnüifsige Verlauf der Spirale von aufg 
Schlängelungen {den Nutationen) unterbrochen wird, die wir bei unserer 
Darstellung vemaehEiasigt haben. 

Figur 81 ist unter der Annahme Ajt = 1/10 entworfen. Sie ent- 
spricht der "Wirklichkeit insofern nicht gut, als der wirkliehe Wert A/i 

meist erheblich kleiner sein dürfte. An . ^ - ., 

einer früheren SteUe (pag. 565) sehätzten '>J^^^^~~^^?^X- 

wir (t^=10-^ /l^=10-^, also A(t=l/100, ''///^ "^xV^\ 

wasderWirklichkeitnäherkommendürfte. if/// \ \\\\ 

Jedoch würde bei Zugrundelegung dieser U j f f ^ I iW'' 

ZaM die Zeichnung schon etwas un- | [ keh/ö^ I I I | ll 
deutlich werden. \u\ \ \ ^ — ^ / ///// 

Für die folgenden Zahlenrechnungen ^v\\ ^--..^^„^ / //j! 
wollen wir dagegen den letztgenannten \Vv\"^"----__---^0-^^>^' 
Wert benutzen. Wir fragen uns zuimchst, ^^^^i::-— r:::::^^^ 

wie viele Windungen die Bahnkurve aus- ~"~ """ 

führt, bis sie von einer gegebenen Anfangs- '^' ^' 

läge aus im Nullpunkte endigt. Die Anfangslage sei etwa 3-u=60''. Denzn- 
gehörigen Wert des Azimuthes i^^ welcher negativ ausfallen mufs, entneh- 
men wir aus Gl. (8) oder, noch etwas genauer, aus Gl. (6), indem wir das im 
vorstehenden vernachlässigte Glied dieser Gleichung mitrechnen; er wird: 

*.=-5K«'«(f-l)-4f(*.+^°-l^))- 

Mit Aft = 10-*, •&0 -= 60* = 1,05 und dem schon früher vorausgesetzten 
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Dies ist der Anf<mgswert des Winkels i/;. Da der Enäweri, bei auf- 
recliter Stellung der Figurenaxe, V = ist, so giebt uns i'^ zugleich 
den Gfesamtwinkel, um den sich der von aus gezogene Fahrstrahl 
bei der Bewegung gedreht hat. Die Zahl der Windungen der Spirale 
wird daher 

Die Figwrenaxe umkrdst also die Vertäte eine erhebliche Änsahl von 
Malen,, bevor sie mit ihr msammenf&llt. Die Ganghöhe der Bahnkurve 
wird dementsprechend in stereographischer Projektion recht gering und 
erheblieh geringer wie im Falle der Fig, 81, wo die entsprechende 
Zahl von Umgängen nur 2,1 beträgt. 

Wir können auch die Nutationen, obwohl sie aus unserer Be- 
trachtung herausgefallen sind, nachträglich ihrer ungefähren Häufigkeit 
nach bestimmen. Es läfat sich zeigen, dafs die Periode t der Nnta- 
tionen näherungsweiee denselben Wert wie bei der reibungslos voraus- 
gesetzten paeudoreguBreu Präcession hat nämlich (s. Gl. (15) von 
pag. 305) den Wert 
(9) t = ^. 

Zum Beweise gehen wir auf die Differentialgleichung (7) von 
pag. 558 zurück, setzen darin %■ =^ &^ -'^ %'^ und verstehen unter ■9'^ 
den vorstehend studierten präcessionsäbnlichen Teü der Bewegung, 
unter ^g die hinzukommende Nutation. Q'j^ ist dann eine Imtgsam ver- 
änderliche, &^ eine schnell veränderliche aber Meine Glröfse. Dement- 
sprechend wird man Q'^" gegen &^" vemachläesigen und bei der Ent- 
wiekelung von Gl. (7) nach &^ nur die erste Potenz von &^ beibehalten. 
Es entsteht mit Bücksicht auf die Definition von ©■^ aus der Gleichung 
der Leitlinie: 

' ^ t}&^ jlsm'*, 

Die hier angedeutete Difierentiation liefert einfach (vgl. § 9, Gl. (13)) wo 
eine analoge Rechnung auszuführen sein wird) N^jA. Die Bestimmungs- 
gleichung für ö'g lautet mithin: &g" -\- ö'g •te"~'^ i™*^ liefert integriert 
die ohige Periode. 

Bedeutet andererseits T die Zeitdauer des einzelnen Präcessionsum- 
gai^es und sieht man von der dnrch das Aufrichten der Figurenaxe 
bedingten geringen Beschleunigung der PräcesBionsgeschwindigkeit ab, 
so kann man setzen: 

und nach Gl. (2): 
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(10) ?i^ = :^ COS *. 

Aus (9) nnd (10) ergiebt sieh mit Rücksieht auf (1): 

Unter & ist hierbei eia Mittelwert des Neigungswinkels S- während des 
fraglichen Präcessionsumganges verstanden. Das Verhältnis T/r be- 
deutet die Ansahl der NutaUonen, die auf eme PrÖcession entfallen. 
Diese Anzahl ist, wie wir sehen, der Gröfsenordnung nach gleich n^/AP, 
also unter den obigen ZaMenannahmen gleich 100. Die unserer Spirale 
sich überlagernden Schlängelungen sind also mfserst zahlreich und dicht. 
Sehliefslich fragen wir noch nach dem Zahlenwerte der Zeitdauer 
T, in der eich die Figurenaxe aufrichtet. Diese drücken wir etwa in 
Einheiten der Umdrehungszeit % des Kreisels nach ei-folgtem Aufrichten 
aus. Alsdann ist der Gfesamtimpuls genau gleich n und die Länge des 
Rofcationsvektors gleich \n\/C geworden. Die Zeitdauer r^ ei^ebt sieh 
daher aus 

■ Multiphzieren wir diese Gleichung mit Gl. (4), so entsteht: 

Mit n^AP = 100, /(i = 1/100, *o = 60* ergiebt sieh 

^=-^2730. 

Macht der Kreisel nach der Aufrechtstellni^ noch fünf Umdrehungen 
pro See., 90 ist Tj, = 1/5 sec. und, wenn man insb€aondere A = 
nimmt, T ^ 546 sec. = ca. 10 Minuten. 

Bei unseren letzten Berechnungen sowie bei der Beschreibung der 
Bahnkurve ist indessen zu bedenken, da& unsere Betrachtungen nur 
bis io die Nähe der aufrechten Lage, nicht bis zu dieser selbst zutreffend 
zu sein beanspruchen. Denn wir haben (Ungenauigkeit 11) die bohrende 
Reibung gegenüber der gleitenden vernachlässigt, was nur bei nicht zu 
kleinem Winkel & zulässig ist (vgl. pag. 551). Von unserer Bahnkurve 
müssen wir daher das letzte, in den Punkt auslaufende Stück als 
unverbürgt ansehen. 

Wir wollen endlich noch, indem wir in unseren Formeln (t = 
setzen, die hier betrachtete Bewegung in das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir gehen dabei aus von Gl. (5), welche mit 
ft = liefert 

&■' — () oder & — const. 
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Dies ist zugleich bei verseliwindender Reibung die Gleichung der Bahn- 
kurve. Aus den Gl. (1) nnd (2) folgt danji, daTs auch N und ip' kon- 
stant werden. Bei verschwindender JReünmg geht also die hier hetrachtete 
Sewegung m die reguläre Fräcesskm iiher. Deshalb können wir sie als 
„eine Präcessiona-ähnliche" oder eine „durch Reibung gedämpfte Prä- 
cession" bezeichnen. Nehmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Rechnung, die in unseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen, die 
sich aber, wie wir im vorigen Paragraphen saiien, unserer Bewegung 
überlagern, ao tritt unsere jetzige Betrachtui^ ia direkte Beziehung zu 
den früheren Untersuchungen über die psendereguläre Fräcession und 
zeigt uns, wie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch die Reibung 
modiflaiert wird. 

§ 6. Über einen taeini Ansatz der Beibungsprolileme naheliegenden 
Fehler. Naohträgliohe Beohtfertigung der obigen Behandlui^ und 
Hinweis auf das Experiment. 

Der g^enwärtige Paragraph hat zunächst den Zweck, unsere 
früheren Angaben über die Bestimmung der Eeibungsarbeit und des 
Beibungsmomentes (vgl. § 3 p{^. 550) zu rechtfertigen hezw. zu 
beschränken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterschiede 
zwischen den Reibungskräften oder allgemeiner gesprochen solchen 
Kräften, die ihrer Gröfse oder Richtung nach von der Geschwindigkeit 
des Systems ablängen, und denjenigen Kräften zur Sprache kommen, 
die sich nach Gröfse nnd Richtung allein durch die jeweilige Li^e des 
Systems bestimmen und die man bei den Entwickelungen der theore- 
tischen Mechanik in erster Linie im Auge zu haben pflegt. 

Wir haben pag. 550 die Arbeit einer unendlich kleinen Drehung 
um eine horizontale und eine vertikale Axe gesondert berechnet und 
haben die erste als die Arbeit der gleitenden, die letztere als die der 
bohrenden Reibung angesprochen. In Formeln war 

idS^ liB&Qnmadt 

\d%2 = — [i'ItQ cos a dt = — [iBaQ cos « dt, 
wo a eine Länge von der GrÖfsenocdnung des Radius des Berührungs- 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleinen Drehung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
a geneigte Axe zu leisten ist, wäre hiemach 
(2) d% = - [iJtQ (p sin « + a cos a) dt. 

Ist nun dieses Verfahren ohne weiter^ zu^ssig? 

Wir wollen zunächst den ein&chen Fall eines einzelnen Massen- 
pnnktes betrachten, der sich in einer Ebene einmal unter dem Einflufs 
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einer aelioa dvireh die Lage des Pimbtes beBtimmteii Kraft P, das 
andere Mal unter dem Einflnfs einer ßeibnugskraft bewegt. DJeEeibimgs- 
kraft TT ist zwar, wemi wir das Coulombsche Reibimgsgesetz au Grunde 
legen, der GrÖfse nach von der Geschwindigkeit nnabbängig, nämlioh 
gleich fiB, wo M die Eeaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet, aber der Richtung nach von ihr abhängig, nämlich der Richtung 
der augenblicklichen Geschwindigkeit enl^egengeeetzt. Auf dem Weg- 
stückchen äs beträgt nun die Arbeit das eine Mal 

(3) dSl = P cos (P, äs) äs, 
daa andere Mal 

(4) ä% Was = - liBds. 

Andererseits berechnen wir diese beiden Arbeitsgröfsen, indem wir 
den Weg äs m zwei rechtwinklige Komponenten äx und di) auflösen. 
Auf dem Wege äx leistet P die Arbeit P^ äx, wenn F^ die Kompo- 
nente von P nach der iC-Äxe bedeutet. Entsprechend berechnet sich 
die Arbeit auf dem Wege dy; als Geaamtarbeit ergiebt sich daher: 
(3') än^^P^äx+P^dy, 

was bekanntlich mit (3) stimmt. 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfahreUj so würden wir 
sagen: Führen wir zunächst die Bewegung dx aus, so wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleich — Wäx = — ftBdx^ denn bei der Be- 
wegung äx wirkt die Reibung dem Sinne der Bew^ung entgegen, also 
in der Richtung der negativen x-Äxe und ist der Gröfse nach durßh 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck R gegeben. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleich —Wäy. Im Ganzen erhielte man so: 
(40 ä% = - Widx + äy)=^- fiB (äx + äy), 

was ersichtlich mit (4) nicht stimmt. 

Die Berechnung der Reibungsarheit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgeführt, unstatthaft. Man er- 
kennt aber leicht, wie mau diese Berechnung zu korrigieren hat, wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten äx und dy 
festhalten wiU: Man mufs die bei der thatsächlichen Bewegung äs auf- 
tretende Reibung 1^ in zwei Komponenten W^= W^und ^j= TF^ 
zerlegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Teilbewegungen 
dx und dy bestimmen. Alsdann ergiebt sich richtig und in tfberein- 
stimmung mit (4): 

ä% = - (W^äx + Wy äy) = - ftB ^^^-• 

Ährdich hat maa allemal bei Reihungswirkungen und allgemeiner 
bei Kräften, die in irgend einer Weise von der Gra eh windigkeit ab- 
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hängen, zu unfcersclieideH: zwischen der Arieit, welche hd den Teilbe- 
wegungen, in die man die Omtsächliche Bewegwig verlegen mag, su leisten 
wäre, wenn eine solche Teilbewegung für sich hetrachiet wird vmd ge- 
sondert vorhanden wäre; tmd ewischen derjenigen Ärbeü, weldie die hei 
der ^latsächli^shen Bewegung a/uftretenden Kräfte bei den gedachten Teil- 
iewegungen Idsten*). Für den Ansatz der Bewegungsgleichungeu hat ra.au 
die zweite Berechniings weise der Arbeit zu Grande zu legen, während 
die erstgenannte hierbei irreführend aeia würde. 

Im § 3 wurde aber diese Unterscheidung bei der Aufstellung der 
vorstehend unter (1) wiedergegebenen Ausdrücke nicht hervorgehoben. 
Vielmehr wurde die bei der Rotation Q sin a dt um eiae horizontale 
Axe zu leistende Arbeit d%^ und die bei der Rotation Q cos a dt um 
eine vertikale Axe zu leistende Arbeit d%^ gesondert berechnet, als 
ob die eine oder die andere Rotation allein vorhanden wäre; und es 
wurde stiUachweigend angenommen, dafs sich die Arbeit d%, die bei 
der Rotation Qdt um eine behebig geneigte Axe zu leisten ist, additiv 
aus jenen Arbeitsgröfsen d%^ und d^ zusammensetzt. Dies ist nach 
den obigen Erfahrungen nicht zutreffend; wir mässen daher die Be- 
rechnung der Arbeit d% nachträglich kontrollieren. 

Hierbei dürfen wir, um die bohrende Reibung auf gleitende Rei- 
bung zurüclduhren zu können, den Berührungskreis zwischen der die 
Figurenase b^enzenden Kugel und der den Kreisel tragenden Pfanne 
nicht in einen Punkt zusammenziehen. AUerdings tritt dann die pag. 548 
hervorgehobene Schwierigkeit auf, dafe die Verteilung des Gegendruckes 
B, auf die Punkte des Berührungskreises statisch unbestimmt wird. Da 
wir auf elastische Verhältnisse nicht eingehen können, müssen wii' eine 
Hülisannahme machen. Die nächstliegende Annahme ist, dafs sieh der 
Gegendruck It gleichmäfsig auf den Umfang des Berührungskreises ver- 
teilt. Unterscheiden wir also die Punkte des Kreises dui-ch einen um 
den Mittelpunkt des Berührungskreises herum gezählten Winkel ß, so 
wird auf das Kreis-Element dß der Bruchteil -^ It des ganzen Gegen- 
druckes -ß kommen. Sicherlich ist diese Verteilung bei merklicher 
Neigung der Figurenaxe nicht ganz zutreffend; sie möge aber der Ein- 
fachheit wegen zugelassen werden. 

Die folgende Zeichnung bezieht sich auf die Ebene des Beruhrnngs- 
kreises {Fig. 82). Der Radius des Berährongskreises heifse a; p sei 

•) Eine interesBante, technisch wichtige Folgerung hieiaus zieht H. Lorenz 
in seinem Lehrbuch der teehniBchen Physik, München 1902, S. 185: Der in Be- 
wegung befindliche Steuerschieber einer Dampfinaachine läfst sich trotz des gtofsen 
auf i>iTn lastenden üampfdiuckes senkrecht gegen seine Bewegnngsrichtung fast 
reibnngBlos verschieben. 
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der Eadius der begrenzenden Kugel. Die beiden Teilbewegungen sind 
je durcli einen Pfeil angedeutet: die Drehung Q eos a dt um die Ver- 
tikale durch 0, welche sich in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
rührungakreises projiziert und die Drehimg Q sin « dt um eine hori- 
zontale Axe durch 0, welche um den Kugelradius q oberhalb der 
Zeichenebene liegend zu denken ist und die sich in den Durchmesser 
BD projizieren mögen. Von diesem Durchmesser aus möge auch das 
Azimuth ß gemessen werden. 

Um die Eeibungswirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu können, mufs man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sieh aus zwei Teilhewegungen 
du und dv zusammen; du ent- 
spricht der Vertikalkompo- 
nente dißS Rotations Vektors 
und ist tangential zum Be- 
rührungskreise gerichtet; dv 
entspricht der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentlich nicht genau 
in der Zeichenebene. Viel- 
mehr ei^eht sich die ge- 
nauere Bichtimg von dv als 
das gemeinsame Lot auf 
der Horizontalkomponente des 
RotationsTcktors und dem 
kürzesten Abstände des frag- 
lichen Punktes P von der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daher der Radius a klein gegen den Radius p ist, 
ist die Neigung von dv gegen die Zeichenebene nur gering. Deshalb 
möge es gestattet sein, dv in die Zeichenehene fallend anzusehen. Im 
gleichen Sinne wird es erlaubt sein, den Abstand des Punktes P von 
der Axe der horizontalen Botationskomponente , welcher eigentlich 
J = yp^— «.ä cos^^ ist, einfach gleich p zu setzen. Hiernach ergiebt 
sieh als Gröfse der Teilbewegungen 

du=^Q. eos a adt, dv = Q sin « hdt = Q sin ß Qdt. 
Die Gesamtb ew^img von P folgt hieraus zu 

ds =^ ydu^ 4- dv^ -f 2du dv eos ß. 

In jedem Elemente dß des Berührungskreises tritt nun eine Reibungs- 
kraft W auf, deren Richtung der Richtung von ds entgegengesetzt ist 
nnd deren Gröfse zufolge unserer Annahme über die Verteilung des 
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Gegendmekes gleich ^R^ ist. la der Figur ist W für eine Auzalil 
äquidistanter Punkte der Ereisperipherie konstruiert. Die Arbeit dieser 
Reibungskraft wird gleich 

die Gesamtarbeit auf dem ganzen Eerührungskreise daher gleich 

ä% = ~ ^ßß ds. 

Tragen wir den angegebenen Wert für ds ein, so können wir sehreiben: 

(?St = — ~ / dßya^c^B^ a + p^sin^ a + 2a^ cos « sin k cos ß. 

Dies ist ein elliptisches Integral. Statt ß führen wir als Integrations- 
variable y = ß/2 ein; unser Integral nimmt dann die Form eines Le- 
gendresehen Integrals zweiter Gattung an; es wird nämlich: 

(5) d'ä^-- (iRQ (acosK + psin«) dt^ jdrYl-k^siaJ'y, 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

(6) t'- ,'°''"'".°°,. -— ^ r-,- 

. (,».. + .„.., (^^^^„) 

Der somit festgestellte Wert (5) der Reibungsarbeit imterseheidet sieb 
aber Ton dem oben angegebenen Werte (2) nur durch den Faktor 

^7) ^ r^yi/l-ft^sinV = ^E(Jc), 

WO die Bezeichnui^ E im Sinne von Legendre gebraucht ist. Die 
Kontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zu bestehen haben, dalä 
wir uns fri^en, inwieweit der letztgenannte Faktor von der Einheit 
abweicht. 

Zu dem Ende Terzeiebnen wir in Fig. 83 einerseits die Grofse von 
Is, andererseits die von —E{}c) für wechselnde Werte der Abscisse 
:._itg„. 

Was zunächst die Linie für A betrifft, so zeigt man leicht, dafs 
dieselbe für den Abseissenwert x=^l ein Maximum besitzt; der zu- 
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gehörige Wert von h ist gleich 1. Für a: = -g- oder x = 2 ei^iebfc sich 
Ä» = |., ft = 0,94, fllT a; = ~ oder ä^ = 4 wird F ^ g, Ä = 0,80, für 
a; = -~ oder a; = 8 folgt Tz = 0,63 u. s. f.; fttr a; = und x = oo wird 
i fc = 0. Wir haben hIbo bei a; = einen steilen Anstieg, 




dann ein flaches Maximum und TOn hier aus einen asymptotischen 
ÄhfeJl zu Null 

Zur Verzeiehnung der Linie für — EQi) genügen etwa die den 
meisten Logarithmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben aeigen beispielsweise, daTs für die soeben genannten Werte 
Ton Ä = 0,94, h = 0,80, h = 0,63 bezw. ^E{h) gleich wird 0,71, 0,81, 
0,89. Für den maximalen Wert /c = 1 hat — E Qc) seinen Kleinstwert 
— = 0,64, für Ä = seinen GrÖfstwert 1. 

Nun entspricht der Äbscissenwert x = 1 deijenigen Neigang k von 

Rotationsaxe und Vertikaler, für welche fcgß = ~- wird, wo also die 

. . . ^ 

Rotationsaxe gerade durch die Peripherie des Berülmingekreises hin- 
durchgeht. Dementsprechend bedeutet ein Äbscissenwert a; < 1, daXs 
die Rotationsaxe das Innere des Berübrungskreises trifft, während x'>l 
beifat, dafs sie anfserhalb daran Torbeigeht. Wenn, wie wir voraus- 
setzen, der Bertthrungstreis klein ist, (a klein gegen p), so muls die 
Rotationsaxe schon merklich senkrecht stehen, wenn sie die Peripherie 
des Ber Öhr ungskr eise s treffen oder durch das Innere desselben hin- 
durchgehen soll. Zu allen einigermafsen beträchtHchen Neigungen der 
Rotationsaxe gehören in unserer Figur grofse Werte der Abscisse x, 
mithin Werte von — E Qc), die der Einheit nahe kommen. Auch im 
umgekehrten Falle, wenn die Rotationsaxe dicht am Mittelpunkte des 
Berührungskreises vorbeigeht, wird der Wert von— J5(ft) nahezu gleich 1. 
In di^en beiden Fällen stimmt also unser jetziger Ausdruck (5) 
für die Reibungsarbeit mit dem früheren Ausdruck (2) merklich über- 
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ein. Unsere frühere B^tanähmg ist also gerechtfertigt 1) wenn die Ro- 
tationsaxe einen merMichen Winkel mit der V&-U!caien bildet, 2) wenn 
sie fast genau mit dieser msammenfälU. Nur von diesen beiden Fällen 
haben wir aber früher geeprochenj von dem ereten Falle in § 4 nnd 5 
(allmäblicheB Aufrichten der Figurenaxe durch die gleitende Reibung), 
von dem zweiten am SehluTs Ton § 3 (allmähliches Absterben der auf- 
rechten Ereiaelbewegung infolge der bohrenden Reihung). Wenn da- 
gegen die ßotationsaxe den Berührungekreis trifft oder in seiner Nähe 
innerhalb oder aufserhalb vorbeigeht, d. h. wenn x = --- ig « weder sehr 
klein noch sehr grofs ist, mufs der frühere Arbeitsausdruck durch Hin- 
Bufi^ung des Faktors — E (Je) korrigiert werden, welcher im ungünatig- 
sten Falle {x = 1) jenen Ausdruck auf G4% des früheren Betrages 
herabsetzt. 

Es ist auch von unserem jetz^en Standpunkte aus zulässig und 
naheliegend, die gesamte Reibungsarbeit t?9I in zwei Teile d%j^ und 
d%3 aufzulösen, von denen der eine dem augenblicklichen Drehwinkel 
um eine horizontale Axe Qsinadt = d<a,, proportional ist und Arbeit 
der giftenden Mmbtmg genannt werden kann und von denen der andere 
dem augenblicklichen Drehwinkel um die Vertikale Qsmccdt = dat^ 
proportional ist und Arbeit der bohrenden Reibung heifsen möge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel können vrir nach (5) und (7) 
schreiben 

d% = d%, + d%^^- iiB{Qdm^+ ad<o,)~E{h) 
und können dementsprechend definieren: 

!d% = - iiMq -EQc) dej^, 
d%^~liRa^S(k)d<n^. 
Diese Ausdrücke stimmen wieder mit den früheren Werten aus G-1. (1) 
überein, wenn — E(k) mertlich gleich 1 ist, wenn also die Rotations- 
axe entweder merklieh von der Vertikalen abweicht oder wenn sie fest 
genau mit ihr zusammenfällt. Im ersten Falle ergiebt sich der frühere 
Schlufs, dafs die Arbeit der bohrenden Reibung klein gegen die Arbeit 
der gleitenden Reibung wird, dafs man also von der bohrenden Reibung 
imherungsweise absehen darf, wie wir es vermöge unserer Vernach- 
lässigung (II) thaten. Im anderen Falle ist umgekehrt die Arbeit der 
bohrenden Reibung die überwiegende. Tritt keiner dieser beiden Fälle 
ein, so sind die früheren Ausdrücke (1) durch Hinzufügung des Faktors 
— E(k) zu korrigieren. 



(8) 



y Google 



§ e. Hinweis auf das Experiment. 583 

Ea ist schliefBlieh durchaus folgerichtig, die Momente der' gleiten- 
den v/nd hohrenden Beibung von unsereiii jetzigen Standpunkte aus 
folgen der weise zu definieren. Man hemerke allgemein, dafs das Moment 
einer Kraft um eine Axe erklärt werden kann als das Verhältnis der 
Arbeit, welche die Kraft bei einer unendlich kleinen Drehung um die 
fragliche Äse leistet, zur Gröfse des Drehwinkels. In unserem Falle 
handelt es sich einereeite um eine horizontale Axe und den zugehörigen 
Drehwinkel dm/^. Die in Betracht kommende ßeihungsarheit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung d^i- Wir definieren daher als Moment 
der gleitenden Reibung die Gröfse 

Andrerseits gehört zu der Drehung da^ um die Vertikale die Arbeit 
d^ der bohrenden lleibung. Als Moment der bohrenden Reibung ist 
daher zu bezeichnen 

Diese Werte stimmen natürlich wieder mit den in § 3 pi^. 550 an- 
gegebenen Werten TOn M^^ und M^ überein, wenn die Rotationsaxe 
einen merklichen Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen uns 
überdies, wie die früheren Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht erfüllt ist. Die negativen Vorzeichen, welche bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdrücken für M^ und M^ hinzu- 
getreten sind, waren früher in der besonderen Festsetzung enthalten, 
daXs die Momente dem Sinne nach der zugehörigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. — 

Bevor wir unsere Betrachtungen über die Reibung beim' Kreisel 
mit festem Stützpunkte beschliefsen, wünschen wir nochmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer theoretischen Re- 
sultate hinzuweisen. Wir haben häufig Versuche mit dem auf pj^. 1 
abgebildeten, von Roze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
hierbei die vorstehend geschilderten theoretischen Ergebnisse in all- 
gemeinen Umrissen durchaus bestätigen. Dieses allerdings nur unter 
der Beschrankung, daXs der dem Kreisel ursprünglich erteilte Impuls 
hinreichend grofs war, einer Beschränkung, die aber auch unseren 
sämtlichen theoretischen Untersuchungen ausdrücklich zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mäfsigem Impuls verlaufen die Erscheinungen lange nicht 
80 typisch und durchsichtig wie hei starkem Impuls. Alsdann spielen 
offenbar störende Ursachen, die wir im Einzelnen nicht übersehen 
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können, wie die besonderen Verhältnisse an der Unterstützungsstelle, 
eine zu grofte Rolle gegenüber den e^entlichen Trägheitswirkungen, 
die wir allein theoretisch beherrschen. Die einfache schematische 
B^chreihimg der ßeibangseinflüBse, die in den Torigen Paragraphen 
enthalten ist, pafst auf solche Fälle nicht, und braucht auch nach 
den eingeführten beschränkenden Voraussetzungen darauf nicht zu 



Ist aher der Impuls hinreichend stark, so treten regelmäfaig die 
öfters genannten Erscheiaungen auf: Die Pigarenaxe richtet sich auf, 
indem sie eiuen Spiralkegel beschreibt, und zwar gleieh-riel ob der 
Schwerpunkt über oder unter der Unterstützungspfanne liegt; die 
Präcessionsgeschwindigkeit beschleunigt sich dabei, entsprechend Gl. (2) 
von pag. 570, Nutationen der Ase, die man anfangs etwa absichtlich 
durch einen Schlag erzeugt hat, sterben iu dem MaTse ab, wie sieh die 
Pigurenaxe der aufrechten Stellung nähert. 

Trotzdem läfst eine solche allgemeine Bestätigung der Theorie noch 
viel zu wünschen übrig, da sie über die quantitativen Verhältnisse 
nichts besagt. Zu einer gründliehen experimentellen Bestätigung wäre 
es erforderlich, zunächst die Masse und Massenverteilung des Versuehs- 
kreisels, also die öröfsen M, P, A, C durch Wägung und Schwingnngs- 
beobachtung zu bestimmen, femer den ursprünglichen Wert sowie die 
Abnahme der Umdrehungezahl und somit indirekt die GrÖfse des Im- 
pulses N durch stroboskopische Methoden während des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlich die wechselnden Lagen des Kreisels 
zuverlässig zu registrieren. 

Wir sind uns wobl bewufst, dafs nach dieser Richtung bin unsere 
Behandlung sehr lückenhaft ist und wünschen dringend, dafs in künf- 
tigen Untersuchungen zur irdischen Dynamik die experimentelle Prüfung 
und die mathematische Überlegung mehr als gleichwertige und gleieb- 
unentbehrliche Paktoren neben einander behandelt werden möchten. 



§ ?. EinfluTs des Iiufi;widerstandes auf die Kreiselt) ewegung. 

Neben der Reibung wirkt offenbar auch der Luftwiderstand bei 
der Kreiselbewegung als eine Enei^e verbrauchende Ursache mit. In- 
dem der Kreisel die umgebende Luft in Bewegung setzt und indem 
sieh diese Bewegung teils weiter entfernten Luftschichten mitteilt, teils 
durch die Reibung zwischen ungleich bewegten Schichten verzögert wird, 
flieist dauernd Bew^ungsehergie von der bewegten Kreiselmasse in das 
umgebende Mittel ab. Dieser Umstand kann nicht umhin, auf die 
Kreiselbewegung selbst zurückzuwirken. 
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Die Gröfse des Einfluseea wird versehieden sein je nach der Form 
des Kreisels und nach der Art seiner Bewegung. Mit einer Ver- 
gröfsemng der Oberüäche wird der Einfluls im allgemeinen wachsen, 
mit einer Vermehrung der Masse bei gleichbleibender Oberfläche ab- 
nehmen. Ein Kreisel tod grofaen Dimensionen wird daher vom Luft- 
widerstände weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geometrisch-ähnlicher Kreisel von kleineren Abmessungen, weil das 
Verhältnis ßauminhalt (oder Masse) zu Oheriläehe bei jenem gröfser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An- 
trieb der Fall ist, Schaufeln, gegen welche der antreibende Luftstrom 
gelenkt wird, so wird beim weiteren Bewegun^Tcrlauf der verzögernde 
Einflufs der Luft erheblich grölaer sein wie bei einem Körper mit 
glatter Oberfläche etc. 

Auch die Art der Bewegung nimmt auf die Wirkung des Luft- 
widerstandes Einflufs, Hat die Oberfläche E-otationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Drehung um die Figurenaxe 
nur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortschreitende Bewegung der Figurenaxe in höherem Grade durch den 
Luftwiderstand behindert werden, und zwar die schnellen Nutationen 
wieder iu höherem Grade wie die langsame Präcessionsbewegung. Man 
wird also erwarten dürfen, dafs die Nutationen in schnellerem Zeitmafs 
abklingen wie die langsame Präeessionsbewegui^ und diese wieder 
schneller wie die Eigendrehung um die Figurenaxe, dafs überhaupt 
durch den Luftwiderstand und ähnlich durch die anderen Energie- 
verzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der ursprüng- 
lich vorhandenen Unregelmäfsigkeiten und auf eine Vereinfachung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

Wie man hiernach siebt, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert. Um es in Strenge zu behandeln, wäre es nötig, 
neben den Differentialgleichungen der Kreiselbewegung die hydrodyna- 
mischen Gleichungen für die Bewegung des umgebenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammenhange zu berücksichtigen, wie schon 
gelegentlich des ähnlichen ballistischen Problems (pag, 535) bemerkt 
wurde. Wir kämen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
„Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit" von mathematischer 
Seite vielfach behandelt worden ist*), nur dafs die grundlegende 
Voraussetzung aller einschlägigen Behandlungen, dafs nämlich die 
Flüssigkeit inkompressibel und reibungslos sei und daXs ihr durch den 

*) Eine Kusammenifassende Darstdlnug der betr, ÄilDeiten giebt A, B. H, Lova 
ia der Encjklopädie der mathem. Wissensch. Bd, IV, Art. 16, Hydrodynamü ü. 



y Google 



586 VII. Eiiiflufs von Eeibung, Luftwiderstand, Elastiaität ete. 

Körper eine Bewegung mit Geschwindigkeibspotenfcial erteilt werde, 
fallen zu lasaen wäre, da sie den Verhältnissen des Luftwiderstandes gar 
zu sehleclit eateprieht. Mit dieser Voraussetzung fäUt aber auch die 
Mögliehteit einer strengen und eleganten mathematischen Behandlung. 
Wir müssen daher auf eine Untersuchung des Luftwiderataudea im 
Ansehlufs an die vorhandene mathematische Litteratur von vornherein 
verziehten. 

Unsere Behandlung soll yiehnehi- derjenigen nachgebildet aein, 
die der Physiker bei der Bestimmung der durch Luftwiderstand ge- 
dämpften Pendelschwingungen, der Schwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Müssigkeitsdänipfung ete. eiazusehlagen 
pflegt. Man nimmt hierbei an, dafs man die Dämpf ungswirfcung 
wenigstens bei kleinen Aussehli^en dadurch hinreichend genau berück- 
sichtigen könne, dafs man der Bewegungsgleichung ein der augen- 
blickliehen Geschwindigkeit proportionales Glied hinzufügt. Ähnlich 
woEen wir annehmen, dafs die Wirkung des Luftwiderstandes auf die 
Kreiselhewegung cmnähffrnd dtirch dne der augmblUMichen BotaUons- 
geschwindigkeit Q nach Grofse und Axe proportionale entgegemgeriditete 
Drehkraft beschrieben werden kann. Lösen wir etwa Q nach den drei 
Hauptaxen des Körpers in die Komponenten p, q, r auf, so werden 
wir also die Komponenten des Luftwiderstandsmomentes nach eben 
jenen Axen gleich — Ip, — Xq, — Ir setzen. Vielleicht wäre es an- 
gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zu wählen als die von p und 
q, also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen —l^p, ~ ^^q, 
~ X^r (Xi<.X^, weil durch die Drehung um die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie durch eine Drehung 
der Figurenaxe um eine dazu senkrechte Axe. Da aber unser Ansatz 
auch dann nicht beanspruchen könnte, den Verhältnissen der Wirk- 
lichkeit genau au entsprechen, so werden wir uns mit der zuerst 
weitgehenden Schematisierung des Ansatzes begnügen, der 
für Späteres eine besondere Bedeutung hat. Ferner werden 
wir natürlich von allen sonstigen Reibungseinflüssen jetzt absehen. 

Wir wollen uns zunächst fragen, wie die S&wegimg des hräfie- 
freiert Kreisels (Poinsot- Bewegung) durch den so aufgefafsten Luft- 
widerstand modifiziert wird. Die Behandlung wird hier sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerschen 
Gleichungen (vgl. pag. 142) aus, die sich für den symmetrischen 
Kreisel (JS = A) unter Hinzufügung unserer Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen schreiben: 
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dt 
Aus der letzten Gleichung erkennt man zunächst, dafs die Eigeu- 
rotation r nach dem folgenden Gesetz von ihrem Anfangswerte r^ aus 
(entsprechend i = 0) abnimmt: 

(1) r^r^e " . 

Die beiden ersten Gleichungen fassen wir nach Multiplikation mit 1 
und i zu der komplexen Gleichung zusammen: 

(2) ■Aiilpi^-{C-A)irij,+n)~x(j,+n). 

Durch Division mit j) -|- ig und Eintragung des Wertes^ von r aus (1) 
ergiebt sieh: 

d\oq{p + n ) _ c-A - i __ ^ 

dl A "^0*- A 

und durch Integration: 

, , , . > Xt G — A G . ~ c" , , 

log O + *«) X A~ T **"o^ + ''"^^*- 

Bestimmen wir noch die Integrationskonstante durch die Anfangs- 
werte jp^j 2o? ^^ können wir schreiben: 

(3) i) + *S = (>o + ^2o) e ^ 

Man erkennt hieraus, dafs der absolute Betrag von p + ^?? ^- i- 
die Länge der äquatorialen Komponente des Drehungsvektora nach 
einem ähnlich einfachen Gesetz abnimmt wie die Eigenrotation r. Man 
hat mimlich 



(4) Vp'+q' = ypo^ + qo'e ^. 

Bezeichnet man femer mit « denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einschliefst, indem man setzt: 

; sich aus (3) für a der Wert 



(6) .= ^^^,,(1-«^). 

Nach den Gleichungen (1), (4) und (5) Mst sich nun der allgemeine 
Charakter der Bewegung folgendermafsen schildern: Sowohl die Kmtpo- 
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vtemte des BotaHonsvektors nach der Figwenaxe wie die dagu senh'echte 
öguaänHtüe Komponente werd^i durch den Luftwiderstand stetig Ms tmf 
NuU verhiirst; die Zeitdauer dieses Vorganges ist imendlich; die AnzeM 
der Vwigimge, wdche der SotaHonsvektor unterdessen um die Figu^enaxe 
<ms/Wtrt, ist endUch und herecfmet sich aas (5) su 

a„ _ — A !■„ 
27r AI an;' 

sie ist um so gröfser, je gröfser die anfangliche Eigenrotation war 
nnd je kleiner die Dämpftmgskonstante l ist; mit verschwindendem ?., 
wo die Bewegung eine reguläre Präcession wird, wächst jene Zahl, 
wie es sein muTs, ins Unendliche. 

Interessante Unterschiede ergeben sich je nach dem Verhältnis 
der Hauptträgheitsmomente A und 0. Wir bestimmen etwa die je- 
weilige Neigung ß des Botati onsvektors gegen die Figurenaxe, indem 
wir nach (1) und (4) bilden 

Führen wir noch die anfängliche Neigung ß^ ein, so können wir aach 
sehreihen; 

(6) igft-tgß.e'"^'^'^'. 

Der Winkel ß wächst hiemach kontinuierhch an oder nimmt ständig 
ab, je nachdem G kleiner oder gröfeer als A ist. Die BotaUonsaxe 
strebt in jedem FaUe emer Axe gröfsten Satt^^ägheitsmomentes mt, itn 
Falle des abgeplatteten TrägJteitsdlipsoides (C>^) der Figurena^e, im 
Falle des verlmgerten TräghettseUipsoides (C < A) eitwr äqitaiorialen 
Axe. Im Falle des Kugelkreisels, wo jede Äse als Axe eines gröfsten 
Hauptträgheitsmomentea aufgefafst werden kann, wird die Rotationsaxe 
durch den Luftwiderstand natürlich überhaupt nicht umgel^ert; hier 
besteht vielmehr die einzige Wirkung desselben in einer allmählichen 
Schwächung der Rotationsgeschwindigkeit. 

Den Unterschied zwischen beiden Fällen können wir noch deut^ 
licher beschreiben, wenn wir an den Verlauf des Polhodiekegels denken. 
Im FaUe G> A verengt sich der. Folhodiekegcl im Verlcmfe der Be- 
wegung und sieht sich schliefslich auf die Figwenaxe mscmmen, nach- 
dem er sie eine endliche Anzahl von Malen umschkmgen hii; im FaUe 
G <iA enveitert er sich und läuft, abermals nach einer endlichen Anzahl 
von Umgängen, in die Aquaiorebeinß des Kreisels fäch&rarUg aus*). 

*) Hätten wir den oben genannten allgemeineren Ansatz gemacht, bei 
welchem zwisclien X^ nnd i, unterscliieden wird, so würden wir a]a Bedingung 
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Wir wollen etwa, um beide Fälle dnrdi eine Figur veranscbauliclien 
zu können, den Polhodiekegel mit einer im Körper festen Ebene schneiden, 
die wir im Abstände 1 von aentreclit zur Figurenaxe legen. Nennen 
wir den Durcbatoraungspunkt jener Ebene mit der Figurenaxe (/, den 
mit der augenblicklichen Rotationeaxe P, so ist die Entfernung p = O'P 
mit tg ß, ibr Anfangswert p^ mit tg ß^ identieeb. Der Winkel, um den 
sich der Vektor O'P gegen seine Anfangslage O'F,, gedreht hat, iat 
der oben berechnete Winkel k Die entstehende Kurve der aufeinander 
folgenden Punkte P, A. h. die Spur des Polhodiekegela in der Zeichen- 
ebene, wird also in Polarkoordinaten durch p und a bestimmt. Führen 
wir ala eine bequeme Zeiteinheit die Dauer r einer ■vollen Kreisel- 
Umdrehung zu Beginn der Bewegung ein, so wird »'(, = — ■ Benutzen 

wir überdies für die reinen ZahlengrÖfsen -j- ^ 1 ™^^ 'p '^^ ^^' 
kürzungen y und d, so können wir (6) und (5) folgendermafsen schreiben : 



(') i = '"'. Ä-J(i 





Tig. 86. 

In den Figuren 84 und 85 haben wir y = ± -9-, ^ = Jö vorausgesetat. 
Die Anzahl der Umläufe unserer Kurve um 0' wird 5, die Zeit, in 
der der Abstand 9 auf den e'™ Teil seines Anfangewertes verkürzt 
bez. auf das e-faehe angewachsen ist, wird ^=20^. Beide Kurven 

fiii eine Terengerung bea, Erweiterung des Polhodiekegels die folgende erhalten 
^^^^'- iiC>;ig^ bez. %,0<)^A. 

Eb könnte hiernacli unter umständen votkommen, dafs die Eotationsaxe der 
Figuteuase zustrebt , auch wenn dieaelbe keine Ase gröfsten Hauptiaägheits- 
momentes ist. 
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können als Spirallinien bezeichnet werden, stimmen aber nicM genau 
mit einer der bekajmfcen Spiralformen überein. 

TJbrigena können wir lons auch ohne Rechnung von der gegen- 
sätzlichen Wirkung tles Luftwiderstandes im Falle C > J. und C <C A 
ßechenschaft geben. Wir knüpfen dabei an die Figuren 86 nnd 87 





an, welche znnachst ebenso wie die Figuren 14 und 13 von pag. 107 
und 106 zum Auedruck bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Trägheitsellipsoides O Ä der Impulsvektor zwischen Figurenaxe und 
Rotationsvettor liegt, dafs dagegen im Falle eines verlängerten Träg- 
heitseUipfioides der Rotationsvektor zwischen Impuls- nnd Figurenaxe 
enthalten ist. Nun besteht nach unserer Grundannahme die Wirkung 
des Luftwiderstandes in einem Moment, welches dem Drehungsvektor 
nach Grölse und Axe proportional ist. Dieses haben wir mit dem 
jeweiligen Impulsvektor zusammenzusetzen, indem wir entgegei^eaetzt 
parallel zu der Richtung des Rotationsvektors an den Endpunkt des 
Impulsvektors einen Pfeil von der Länge ^QAt antragen. In Fig. 86 
wird der Impulsvektor hierdm-ck der Figwrenaxe gmahert, in Fig. 87 von 
ihr en^emt. 

Der abgeänderten Lage und GirÖfse des Impulses entspricht auch 
eine etwas andere Lage der Rotationsaxe und eine etwas verschiedene 
Gröfse der Rotationsgeschwindigkeit. In den Figuren ist die geometrische 
Konstruktion angedeutet, durch welche nach Früherem die Richtung 
der Rotationsaxe aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
haben nun die obige' Konstruktion zu wiederholen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeänderten Lage und 
Gröfee der Rotationsaxe dem Impuls hinzufügen. Wie man sieht fahrt 
hierbei der Impuls und gleichzeit^ auch der Eotationsvektor fort, sich 
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in Fig. 86 der Figurenaxe zu nahem, in Fig. 87 sich von ilir zu ent- 
fernen; gleichzeitig nimmt Impuls und Rotation an GrÖfse ständig ab. 

Um dies Verfahren streng zu machen, müfste man natürlich das 
zu Grunde gelegte Zeitintervall At unbegrenzt abnehmen lassen, so 
dafs der Endpunkt des Impulses nicht einen gebrochenen Linienzug 
sondern eine kontinuierliche Kurve im Körper beschriebe. Überdies 
wäre es nötig, die Änderungen zu berücksichtigen, die der Impuls im 
Körper vermöge der „resultierenden centrifugalen Drehkraffc" erfährt 
(vgl. pag. 144). Da aber diese nach Axe und Gröfse gleich dem 
vektoriellen Produkt aus Impuls- und Rotati onsvektor ist, so steht sie 
auf der Ebene unserer Zeichnung anfangs senkrecht und beeinflufst 
■weder die Gröfse des Impulses noch seine Neigung gegen die Figuren- 
aie. Die Wirkung jener Drehkraft besteht vielmehr nur daria, dafs 
die zusanunei^ehörigen Lagen von Impuls- und ßotationsase um einen 
mit fortschreitender Bewegung wachsenden Winkel aus der Zeichen- 
ebene herausdrehen werden, derart dafs der Endpunkt des Impulses 
nicht eine ebene, sondern eine um die Figurenaxe spiralig gewundene 
Kurve beschreibt. Die genaue Gestali dieser Kurve ist im übrigen in 
den obigen Rechnungen enthalten, da sich ja die Koordinaten des 
■ Impuls -Endpunktes relativ zum Körper nur durch die Faktoren A und 
von den Komponenten p, q, r des Rotationsvektors unterscheiden. 

Aber auch die Gestalt der vom ImpiJs- Endpunkt im Eavme be- 
schriebenen Kurve ist nach dem vorstehenden im wesentlichen Mar. 
Gegen den Raum verschiebt sich der Impuls -Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe. Diese selbst nähert sich nach [ 
den vorigen Figuren mehr und mehr der Impulsaxe und dreht sich 
überdies um deren augenblickliche Lage, da sich die Pigurenase 
um die augenblickliche Lage der Rotationsaxe dreht und durch 
die L^e von Figuren- und Impulsaxe auch die Lage der Rota- 
tionsaxe bestimmt ist. Man schliefst hieraus, dafs der Endpunkt 
des Impulsvektors im Raum eine Schraubenlinie von abnehmender 
Weite der Windungen um eine gewisse mittlere Richtung be- 
schreiben mufs, wie sie etwa durch die nebenstehende Figur*) 
echematisch angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicht 
vfie bei der idealen Poin Bot -Bewegung im Baume genau konstant, Fig. ss. 
wohl aber bleibt seine mittlere Richtung konstant und die Schwankungen 
um die mittlere Lage nehmen im Verlauf der Bewegung ab. 

Die Bewegung der Figurenaxe im Räume erweist sich wieder für 

•) Die SpiraUinie geht natürücli abweckselud hinter «nd vor der Mittellinie 
vorbei, was in der Figur nicht deutlich genug zum Anadmck kommt. 
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die beiden Falle C > J. und C < A grundsätzlieh Terscliieden. Im 
ersteren Falle strebt die Pigurenaxe einer Richtar^ zu, die mit der 
scbliersliehen Hichtnug der Rotationsaxe, also aueb mit der der Im- 
pnlsaxe übereinstimmt, im letzteren Falle stebt sie scblierslieb senkrecbt 
auf diesen Riebtungen. Bezeicbnen wir also etwa die mittlere Ricbtung 
der Impulaaie im Räume als die Vertikale so tonnen wir aagen: Bei 
dem ahgeplaUeten Kreisel wird die Figm-maxe dwrch dm Luftwiderstand 
(mfgerichtei, bei dem i>erlängmien wird sie gesmld. Nachdem die Be- 
w^ung erloscben ist, d. h. nach nnendlieb langer Zeit steht die Figuren- 
axe im ersten Falle vertikal, im zweiten horizontal. 

Mit Rücksicht auf den Luftwiderstand müssen wir unsere frühere 
Stabilitätsunterscheidung beim symmetrischen Kreisel (vgl. pag. 132 
und 133) einer grundsätzlichen Revision nnterziehen. Wir sagten früher: 
die gldchpyrmige Dotation um die Figurenaxe ist ei/m stabile, die vm 
■ dne äguatüriale Axe eine labile Sewegimgsform. Beides ist nur halb 
richtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dem Kreisel eine Rotation genan um die Figurenaxe. Diese 
ist auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes eine mögliebe per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Rotationsaxe im Körper und 
im Räume nngeändert bleibt und nur die Rotationsgeachwindigkeit all- 
mählich abnimmt. Fand die anfängliche Rotation aber nicht genau 
um die Figurenaxe statt oder wird sie durch einen Zusatzimpuls etwas 
abgelenkt, so verhält sieb der abgeplattete Kreisel umgekehrt wie der 
verlängerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
möge des Luftwiderstands, sich mit der Figurenaxe zu vereinigen, und 
steht alsbald merklich im Räume still. Beim verlängerten Kreisel entfernt 
sich die Rotationsaxe, wenn sie anfangs auch nur beliebig wenig von der 
Figurenaxe abwich, mehr und mehr von dieser, desgleichen die Impuls- 
axe. Oder, anders ausgedrückt: Die Figurenaxe, die an^ngs merklieh 
mit der Rotations- und der Impulsaxe zusammenfiel, stellt sich im Ver- 
laufe der Bewegung schHefshch senkrecht dazu. Wir erkennen so: 
Die MotaMon um die Figti/rmaxe ist mit Bücksicht a/af den iMftwnder- 
stemd bd dem, cihgeplatteten Kr^d stabil, hei dem verVmgerten labil. Das 
Umgekehrte gilt für die Rotation um eine äquatoriale Axe. 

Die vorstehenden Ausführungen decken sich, soweit sie analy- 
tischen Charakters sind, teilweise mit tJberlegungen, welche Stone*) 
im Hinblick auf die Entwiekelungsgeschichte der Erde angestellt hat. 
Von geologischer Seite ist vielfach die Hypothese ausgesprochen, dafs 

*) On the poBBibility of a ehange in the position of tlie eartli's asis due to 
a frictional action connected with the phenomena of the tidea, Monthly notices 
of the astronoinical Society, London, Mäiz 1867. 
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die Rotationsaxe der Erde in früheren geologischen Perioden einmal 
eine andere Lage im Erdkörper gehabt haben möge. Läfst sich diese 
Annahme mit der Thataache, dafs die Rotationsaxe jetzt fast genau 
mit der Polaraie zasammenfätlt, auf Grund einer R^ibungswirkung 
Ton der Art des hier vorausgesetzten Luftwiderstandes (Gezeiten- 
reibimg) vereinen? Da die Erde ein abgeplatteter symmetrischer 
Kreisel und ihre Polarase eine Axe gröfsten Hauptträgheitsmomentes 
ist, wäre es nach dem Vorhergehenden an sieh möglich. Indessen 
werden wir im nächsten Kapitel mit Rücksicht auf die zahlenmäJ'sigen 
Umstände des Vorganges zu einer negativen Beantwortung der ge- 
steUten Fr^e geführt werden. — 

Wir ergänzen die obigen Betrachtungen nunmehr durch Berück- 
sichtigung der Schwere. Dafür woUen wir aber im Folgenden von der 
Ungleichheit der Trägheitsmomente absehen, also einen schweren Kugelr 
Izreisel betrachten. Während bei dem kniffcefreien Kugelkreisel die Ro- 
tation auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes dauernd um eine 
im Raum und im Koiper feste Äxe stattfindet, wird beim schweren 
Kugelkreisel das Endergebnis sein müssen, dafs die durch gehende 
Schwerpunkts axe sehlielshch m allen Fällen senkrecht nach unten weist. 
-Den Prozefa, durch welchen dieses erzielt wird, werden wir näherunga- 
weise darzulegen haben 

Bei dem schweren Kreisel ist es, wie öfter bemerkt, bequem, die 
Eulerschen Winkel und die Lagrangeschen Gleichungen zu benutzen. 
Wir bestimmen zunächst die in den Lagrangeschen Gleichungen vor- 
kommenden Komponenten (oder Momente) des Luftwiderstandes hin- 
sichtlich der drei Koordinaten tp, tl), Q'. Sie mögen (1>, T, heifsen 
und sind den senkrechten Projektionen des Drehungsvektors (oder des 
in Fig. 76 verdeutlichten, aus den Strecken rp' , Tjr', •&' bestehenden 
Linienzuges) auf die Figurenase, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional Nennt man den Proportionalitätsfaktor wie früher A, so 
findet man nach Fig. 76; 

(8) tp X (y' + lir'cos^), W = - X{^' + 9)'cos#), X&'. 

Die zugehörigen Impnlskomponenten heifsen iV, n und [0]; wie z. B, 
aus den GL (2) des vierten Par^raphen hervorgeht, hat man im Falle 
des Kugelkreisek: 

(9) N = A{<p' + if' cos»), n = A(il^' + <p' cos»), [0] = J.»'. 

Die L^rangeschen Gleichungen lauten, wenn T die lebendige Kraft 
des Kugelkreisels bedeutet: 
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Mit Rücksieht auf (8) und (9) und den in Gl. (4) des Tierten Para- 
graphen angegebenen Wert von 8T/S9- können wir sehreibeu: 

(1») T — Z««--3-". 

(11) ^»" + XO- - f sing - jüzz j'oo-^^) (f - '» oüig ■ 

Die Gleicliungen (10) bedingen, ähnlicli wie beim kräftefreien Ereisel, 
eine esponentielle Abnahme der Jmpiilakomponenten nach dem Gesetze: 

(12) N=Nae"^, w = Boe~^; 

das Verhältnis beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
iV: « = JV|, : »«p. Indem wir die Werte (12) einsetzen, vereinfacht sich 
(11) wie folgt: ^j, 

(13) Ar + X^' ^ Psin^ - r^^^-^^'-^^fl--^^^^-^^- 
Wir gehen hier wie bei dem früheren Reibungsproblem auf ,^är 

ceasions- ähnliche Bewegungen" aus. Da bei der reguRren Pr'äcesHion 
9 = const. istj wollen wir jetzt nach solchen Bewegungen fragen, für 
die #' und %■" klein sind. In ereter Näherung setzen wir daber die 
linke Seite gleich NuU imd folgen damit einem Verfahren, welches 
als jßlethode der langsamen Bewegungen" aufserordentlich viele be- 
wujTste oder unbewnfste Anwendungen auf allen Gebieten findet. Der 
Sinn dieses Verfaiirens besteht darin, dafs man eine hinreichend lang- 
same, Bewegung iräherungsweise als eine Aneinanderreihung von Gleich- 
gewichtslagen auffafat, dals man also von der Trägheit des Systems, 
die offenbar um so weniger ins Gewicht fällt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absieht. Dies Verfahren liefert in vielen Fällen eine 
brauchbare erste Annäherung an den wirklichen Beweguugsverlauf, eine 
Annäherung, die wir im vorliegenden Falle durch Berechnung einer 
«weiten Näherung kontrollieren werden. 

Wir bestimmen also cos & als Funktion von t aus der Gleichung: 



(14) 



w: 



Wir setzen einen starken Anfangsimpuls voraus, nehmen also an, dafs 
AP/N^ klein sei; von derselben Gröfsenordnung ist AP/%Nt). Fällt 
der Anfangsimpuls überdies nahezu in die Richtung der Figurenaxe, 
so wird Uq/Nq ein echter Brach, der etwa dem. Cosinus eines Hülfs- 
winkels 3-^ gleichgesetzt werden kann. Wir unterscheiden den Anfang 
der Bewegung (t klein) und das Ende derselben (t sehr grofs). 

a) tMein. Die rechte Seite von (14) ist wegen J.P/ko^o klein; auf 
der linken Seite mufs daher einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kann nur der Faktor ^ — cos -9- = cos &^^ — cos %■ sein. Wir setzen 
dementsprechend COS'S' = cos^^ + e und vernachlässigeii höhere Potenzen 
von £. Aus (14) fo^: 

/ 1 \ 4P . . — 

und 

(16) cos & = cos *o — j^ sin^ ö'q ( 

Mit dem gleichen Grade der Annäherung gilt: 

(15-) 

"Wir schlieisen daraus, dafs zu Beginn der Bewegung # -wächst, die 
Pigurenase also sich senkt, wenn P positiv ist, d. h. wenn der Schwer- 
punkt auf der positiven Figurenaxe liegt. Im umgekehrten Falle nimmt 
* ah, die Figurenaxe heht sich also, während die Sehwerpunktsaxe, die 
.mit der negativen Figurenaxe identisch ist, sich senkt. Der Anfangs- 
wert ^ stimmt ungefähr mit unserem Hülfswinkel •Ö'p überein. 

b) t groß. Das Produkt — ^ e ^ wird beliebig grofs, wenn t über 
alle Grenzen wächst. Da die linke Seite von (14) endlich bleibt, mufs 
sinÖ' mit waehaendem t klein werden; cosö- wird daher gleich ± 1. 
Für cos %■ = -\- 1 wird die linke Seite von (14) gleich 

für cosS- = — 1 wird sie gleich 

Vergleicht man die Vorzeichen der rechten und linken Seite in (14), 
so erkennt man, dafs cosS- = +l im FaHe P<0, cosÖ' = — 1 im 
Falle P > gut. In beiden FäUen ist die Schwerpunktsaxe gegen 
Ende der Bewegung senkrecht nach unten gerichtet. Die formelmäfsige 
; von &■ gegen Ende der Bewegung lautet daher: 
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Der graphiBche Verlauf der durch (14) bestimmten Abhängigkeit 
zwisclien & \md t wird schematiseli durch die beiden Kurven der Fig. 89 
veraaschauücht 

Natürlich ist es noch keineswegs ausgemacht, dafs unsere durch 
ziemlich wiUbürliche Yemachläasigung einiger Glieder der Differenz 
tialgleichung (13) gefundenen 
Formeln den wirklichen Ver- 
lauf der Präcessions-ähnlichen 
Bewegung approximieren. Jeden- 
falls ist hierau noch der Nach- 
erforderlich, dafs die yer- 
Glieder thatsäch- 
lich klein gegenüber den bei- 
behaltenen ausfallen. Indem 
wir jetzt nachträglich diesen 
Nachweis liefern, werden wii' gleichzeitig die Möglichkeit zeigen, die 
bisherigen Annäherungen schrittweise zu verbessern. 

a) t Mein. Wir berechnen die linke Seite der GH. (13) auf Grund 
der Formel (15'). Es ergiebt sich 

(17) 

Das Verhältnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der rechten 
Seite von (13), welches wir näherungs weise gleich Psinö-u schreiben 
können, wird 



Die Gröfsenordnung dieses Verhältnisses wird, da bei kleinem t die 
Exponentialgröfse nur mäfsige Werte hat, durch die Zahl X^/N^,^ be- 
stimmt. Zufolge der Einführung des Proportionaiitätsfaktors ?. bedeutet 
aber 2zX denjenigen Zusatzimpuls, welchen der Luftwiderstand bei einer 
voUen Umdrehung um irgend eine Axe ausübt. Wir dürfen annehmen, 
dafs dieser erhebHch kleiner ist, als der Eigenimpula des Kreisels oder 
anders ausgedrückt, dafs die Trägheitswirkimgen der Luft äufserst ge- 
ring siad reiflichen mit den Trägheitewirkungen des Kreisels. Unsere 
Kontrolle der obigen Näherui^slösung hat also ein befriedigendes Er- 
gebnis gehabt, da sie zeigt, dafs die Yemaehlässigten Glieder der 
Differentialgleichung in der That von geringerer Ordnung wie die bei- 
behaltenen waren. 

Die bisherige Lösung läiät sieh jetzt leicht durch Berücksichtigung 
der linken Seite Ton (13) korrigieren. Wir setzen, aufser in dem Aus- 
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sclilag gebenden Gliede ttg — N(,cosQ, überall in 61. (13) unsere erste 
NäberuHg (15) ein; für die linke Seite benutzen wir dabei den Aus- 
druck (IT); auf der reciiten Seite haben wir naoh (16) zu setzen: 



n * = sin ö-Q 1 1 + j^ cos *o e j, 
cos* = NgSia^% V+i^ '^'^^*o^ ^ )■ 



Nach einigen formalen Vereinfachungen und hei Vernachlässigung 
höherer Potenzen der Meinen Glieder finden wir 

% — Ng cos & = -^ sin^ &g i 

und hieraus: 

/ia\ Q. o. ^^ ■ aa ^rJ, , ISAF „ 61=\ ~l 

(18) cos # = cos *o - jfrsm^ «"o e 1 1 + 1 ^^ cos % - -^j e J. 

Dies ist die gesuchte Korrektion von (15), die wir als eine zweite 
Näherung anzusehen haben, da nunmehr die Quadrate und Produkte 
der kleinen Gröfaen AFjN^ und l^jN^ beibehalten sind. Ersichtlich 
enthält unser Verfahren den Eeim zu einer beliebig fortzusetzenden 
Potenzentwicklung nach eben jenen kleinen Gröfsen; wir brauchten nur, 
um zu dieser zu gelangen, ans der zweiten Näherung eine dritte etc. 
zu berechnen. Mit wachsendem t würde sich die Konvergenz der Ent- 
wiefeelung verschlechtern, da in (18) die Potenzen der genannten kleinen 
Gröfsen von den entsprechenden Potenzen des Faktors e^^'/'* begleitet 
werden. Aus diesem Grunde und wegen der Umständlichkeit der so 
entstehenden Formeln begnügen wir uns mit der zweiten Näherung. 

b) t grofs. Auch hier gilt es zunächst, nachzuweisen, dafs in 
Gl. (13) die linke Seite bei der Aufstellung der Näherungslösung (16) 
vernachlässigt werden durfte. Wir berechnen zu dem Ende die ver- 
nachlässigten Terme nach Gl. (16) und finden, je nachdem P ^ ist, 

A*" + AÖ'' = + j^-sinö-. 

Das Verhältnis dieses ÄusdruckB zu dem ersten Gliede P sin & der 
rechten Seite von (13) beträgt 

Wir dürfen annehmen, dafs A^ klein ist gegen die gleichbenannte Gröfse 
AF, was etwa auf die Annahme hinauskommt, dafs der Einfinfs des 
Luftwiderstandes auf die Kreiselbewegung klein ist gegenüber der 
Schwerewirkung. Jedenfalls ist unter der genannten Annahme die 
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. (13) in erster Näherung ge- 



VernachläBaigung der linken Seite 
rechtfertigb. . 

Gehen wir auch hier auf dem oben beechriebenen Wege zu einer 
zweiten Näherung über, so finden wir, wenn wii' die Fälle P^O 
durch ein doppeltes Vorzeichen unterscheiden: 



(10) , .iB»_y^. '-(i + jijj,), 

also eioe Formel desselben Charakters wie (16), Auch hier könnte 
man zu einer dritten etc. NäJierang fortschreiten. 

Die für die erste Näherung entworfene schematische Figur 89 
kann uns ebensowohl zur Veranschauliehung dieser zweiten Näherung 
dienen. Übrigens werden sieh dieser Figur noch Nutationen von der 
Periode der Kreiselumdrehung überlagern können, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhängen und sich im Verlaufe der Be- 
wegung abglätten. Unsere "Kurve aus Fig. 89 kann sich nur bei geeignet 
gewählten Anfangsbedingungen (und auch da nur nähernngaweise) ein- 
stellen, ähnhoh wie die reguläre Prä«eesion bei dem idealen Kreisel. 
Im Allgemeinen wird sie nicht die Integralkurve selbst sondern nur die 
„Leitlinie" der Integralkurve darstellen, um welche sich die letztere mit 
abnehmenden Oscillationen hemmschlängelt, ähnlich wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Pari^aphen. 

Bei nicht kugelförmigem Trägheitaellipsoid hegen die Verhältnisse 
wesentlich komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, daTs die Figuren- 
ase wegen der kombinierten Wirkung von Schwere und Luftwider- 
stand nach der Vertikalen hinstrebt, dafs sie aber wegen der Verschieden- 
heits der Hauptträgheitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcher 
dieser Einflüsse die Oberhand gewinnen wird, lafst sich ohne ein 
tieferes Eingehen nicht enlacheiden. 



§ S. Die Blastizil&t des KreiselmateTials. 

So unentbehrlich der Begriff des starren Körpers fllr Naturwissen- 
schaft und Technik ist, so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur grob angenähert wird. Auch der in Bew^ung gesetzte Kreisel wird 
sich nicht nur wie ein starrer Körper als Ganzes bewegen, sondern er 
wird gleichzeitig den durch die Bewegung hervorgerufenen Spannungen 
etwas nachgebend sich deformieren. Die Frage ist nur, ob solche Form- 
änderungen unter irgend welchen Umständen merklich werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden, wo wir vieUeicht 
leigt sein möchten, die Vorstellung der starren Konsti- 
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tution festzuhalten, im Falle unserer Erde. Nicht nur iat die Gestalt 
der Erde in dauernder Weise durcl. ilire TJmdreliung beeinflufst und 
von denjenigen verscliieden, die sie anneiunen würde, wenn sie eines 
Tages zu rotieren aufhören würde; sondern die Gestalt der Erde ändert 
sieh auch, wenn sich die Drehase im Erdkörper umlagert, also von 
ihrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Figurenaxe der 
Erde zusammenfälltj etwas abweicht. Direkt ist eine solche Form- 
äaderung natürlich nicht mefsbEir; sie übt aber eine Rückwirkung auf 
die Bewegung der Erde, nämlieh auf den Wechsel der Drebaxe im Erd- 
körper aus, eine Rückwirkung, die sehr wohl der Messung zugänglich 
ist. Wir kommen im nächsten Kapitel auf diese Verhältnisse im Zu- 
sammenhang zurück. Hier gilt es, die späteren Diskussionen vorzu- 
bereiten und zu zeigen, dafs entsprechende Fr^en bei jeder Art ICreisel- 
problem auftreten, wenngleich ihnen bei den üblichen Abmessungen 
und Formen unserer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
kommen dürfte. 

Indem wir die Verhältnisse der Erde im Auge behalten, betrachten 
wir einen Kreisel von der Form emes abgeplatteten MotaUomeUipsoides. 
Die Maasenverteilung im Inneren des Ellipsoides sei homogen, den 
Schwerpunkt desselben denken wir uns unterstützt, sodafs wir nur die 
kräftefreie Bewegung zu betrachten haben, die beim starren symme- 
trischen Kreisel, wie wir wi^en, eine reguläre Präcession ist. Unser 
Interesse werden wir auf die Präcessionsdauer und den Einflufs, den 
hierauf die Elastizität des Materials nimmt, richten. 

Hinsichtlich der Benennung ist im Äuge zu behalten, dafs gerade 
im Falle der Erde die hier zu studierende Präeessionsbewegung als 
freie Nidatwn (spezieUer, sofern man vom EinHufs der Elastizität ab- 
sieht, als Eulersche NtUation) bezeichnet wird, während mau bekanntlich 
bei der Erde unter Präcession eine durch Sonnen- und Mondauziehung 
ereumngem Bewegung von aufserordentlich viel längerer Periode ver- 
steht. Dieser langsamen erzwungenen Präcession überlagert sich die 
sehr viel raschere Eulersche Nutation, unsere kräftefreie Präcession, 
so dafo die Gesamtbewegung den uns wohlbekannten Charakter der 
pseudoregulären Präcession annimmt. Übrigens bezeichneten wir auch 
bei der allgemeinen Untersuchung der pseudoregulären Präcession in 
Kap. V, § 2 die Schwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regulären Präcession als Nutation; auch dort erweist sich 
diese Nutation gleichbedeutend mit der kräftefreien Präcession des dem 
Einflufs der Schwere entzogenen Kreisels, nämlich unter den Be- 
dingungen, durch welche wir die pseudoregulare Präcession defi- 
nierten, dafs 1) der Eigenimpuls sehr grofs sei (N^ grofs gegen ÄF) 
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und dafs 2) die Figurenaxe atela in der Nälie der Impulsaxe liege, 
Bedingungen, welche im Falle der Erde erfüllt sind. 

Die geataltiiehen und Massen Verhältnisse unseres Kreisels werden 
durch Angabe der folgenden, nach Voraussetzung positiven Verhältniszahl 



gekennzeichnet, welche wir die „JElUpHäitälf' nennen. Aus der Ellip- 
tizität berechnet sieh die numerische Excentrizität e der Meridiankurve 



imseres EUipsoidea nach der Formel e = y2E/(l + s). Für ein be- 
liebiges EUipsoid gut nämlich, dafs das Trägheitsmoment um eine be- 
liebige Hauptaxe gleich dem fünften TeÜ der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hauptaxen wird. Be- 
zeichnet also 6 die in die Figurenaxe des BUipsoides fallende kleine 
Hauptase, a die in die Äquatorebene fallende grofae Hauptaxe der 
MeridianeUipse, so hat man 

A-^ia' + n 0-f(«' + a>) 
und daher 

während die Definition der numerischen Excentrizität bekanntlich lautet: 



Hieraus folgt leicht der oben angegebene Zusammenhang zwischen e 
und e. 

Indem wir abermals an die Verhältnisse der Erde denken, setsen 
wir s ais Meine Z<üü vorcms; die Gestalt des Ellipsoides weicht dann 
wenig von der Kugelgestalt ab (Sphäroid). Unter dieser Annahme 
schreiben wir die näherungaweise Gleichung der Oberfläche des Ellip- 
soides an. Wird ^ nach der Figurenaxe, x und y nach zwei recht- 
winkligen Axen der Aquatorebene gemessen, so haben wir zunächst 
ohne Vernachlässigung 

Wir transformieren diese Gleichung in aentrische Polarkoordinaten, in- 
dem wir mit r den Abstand eines Punktes der Oberfläche vom Mittel- 
punkt des Ellipsoides, mit die Neigung des Radiusvektor r gegen 
die Aquatorebene bezeichnen. Wir haben dann 

^2 _ j-Sgiji30^ a;3 _f- j/3 __ j-SpoS^O, 

also zufolge der ob%en Elhpsoidgleichung 

TT = - — r, — + ~i~' = jr (1 - c^ cos* 0) 



yGoosle 



g 8. Elastizität des Kreiselmaterials, 601 

und angenähert 

(1) r = b{l +£coB^Q). 

Diea die urspriingKclie Kreiaelgestalt. Wird nun der Kreisel in 
Rotation versetzt^ so tritt eine Formänderung auf, die wir als feiein vor- 
au^etzen können. Findet die Rotation gerade um die Figurenase statt, 
so wird das Ellipsoid noch etwas mehr abgeplattet; die Elliptizitat s 
wird um einen feieinen Betrag s' vermehrt. Bei der Berechnung der 
hinzukommenden Elliptizitat s', die nach den Grundsätzen der Elasti- 
zitätstheorie zu erfolgen hat, wird man von der ursprünglich vor- 
handenen Elliptizitat £ unbedenklich absehen, also die ursprüngliche 
Kreiselgestalt einfach als Kugel voraussetzen dürfen. Denn durch die 
kleine Abweichimg s von der Kugelgestalt wird die hinzukommende 
EUiptizität s' nur in einer Gröfse zweiter Ordnung (von der GrÖfaen- 
ordnung des Produktes ££") beeinflufsfc. Man kann dabei die Frage 
aufwerfen, welchen Radius man der Kugel geben soll, durch welche 
man zum Zweck der Berechnung von e das ursprüngliche Ellipsoid 
mit den Hauptasen a und h ersetzen will. Am nächsten liegt es, eine 
mittlere, zwischen a und h enthaltene Länge m als Radius zu wählen, 
die man so bestimmt, dafs der Inhalt der Kugel gleich dem Inhalt 
des ursprünglichen EUipsoides wird. Diese Forderung führt auf die 
Bedingung 

m^ = a'b. 
Setzt man für a den aus Gl. (1) mit = folgenden Wert ffl = i (1 + e) 
ein, so wird 

m^ =^h^l + 2s), m==h(l + ?-E\ ft = m (l - -^ e\ . 

Die Gleichung des ursprünglichen Ellipsoides läfst sich daher folgender- 
mafsen schreiben: 

(2) r = m{l + £ (cos^ - -J-)), 

während die Gleichung desjenigen Ellipsoides, in welches die Kugel 
vom Radius m übergeht, die folgende sein wird 

(T) r-«(l + £'(co»'e-|))- 

Durch Superposition der beiden geringen Abplattungen « und e ergiebt 
sich als Gleichung unseres durch die Rotation deformierten Ellipsoides: 

(3) r = m (H- (£ + b') (cob^ © - I)) ■ 

Ähnlich können wir verfahren, wenn die Rotation um eine von 
der Figurenaxe abweichende Ase stattfindet. Der Winkel zwischen 
Figurenaxe und Rotationsaxe sei 8 (vgl. Fig. 90 -^ FOB). Die nun 
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entsteheadB Abplattung wird sieli symmetrisch um die ßotatioQSaxe 
OR herum verteilen und kann wiederum so berechnet werden, als ob 
der Kreisel die ursprüng- 
liche Foi-m einer Kugel Yom 
Eadius m hätte. Die bin- 
Bukommende Elliptiaiiät e 
hat dieselbe GrÖfse wie vor- 
her. Die ß-leichnng des aus 
der Kugel entstehenden El- 
lipsoides lautet 
(4)r-m(l + i'(oos»0-?)), 
WO 0' den Winkel des be- 
liebigen Radiusvektors r 
gegen die zur Eotationsaxe 
senkrechte Ebene bedeutet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt, ist 

Q' = Q + d. 
Hiermit ist auch in genügen- 
der Näherung die Formänderui^ bestimmt, welche das ursprüngliche 
EUipsoid (Gl. (2)) durch Rotation um die Ase OR erleidet. Die neue 
Form wird durch die Gleichung 

(5) r = m(l + E cos^ Q+s cos^ (0 -]- d) — y (s + e')) 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Annäherung die Gfleichui^ eines abgeplatteten 
Ellipsoides, wie es die bisherigen Gleichungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenase des neuen Ellipsoides fällt aber nicht mehr mit der ursprüng- 
lichen Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmehrigen Figurenaxe (und der zugehörigen 
Äquatorebene) haben wir die ( 




de 



= 0, 



das heifst: 

s cos sin e -1- £ cos (0 -{- d) sin (0 + 5) = . 

Den Winkel d werden wir als kleinen Winkel voraussetzen. Wir 
dürfen dann statt der obigen Öleichrmg sehreiben: 

Eeose8in6-|-£'coeesin0-t-«'d(cos^0 — sin^0) = O 



oder 



20 
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Die reeMe Seite ist wegen des Faktors S klein; daher erhält man für 
zwei Werte — & und x/2 — d, die sich wenig von Null und von 
m/2 unteracheiden. Der erste kommt einer der in der Aquatorebene 
gelegenen Hauptaxen, der letztere der neuen Pignrenase zn. Der 
Winkel zwischen der ursprünglichen und der neuen Pigurenaxe (-^ FOF' 
in Fig. 90) beträgt ebenfalls # und man hat hinreichend genau 

(6) * = rf^^<*- 

Das so gefundene Resultat ist sehr anschaulich: 

WS^e das Mai&rial des Kreisels absöbd starr, so wwrde die Massetv- 
v^teSjtmg nach wie vor symmetrisch um OF hieben (& = 0); wäre es 
absolut nacfyieiig (Ftüssigiceit), so würde es SicA symmeiHsch im» die 
Srehaxe OB herum gradieren (* = S); hei jedem endli^ten Grade von 
dastischesr Wideirstanäsfähigkeit mufs sich ein mUMerer Zustand ausbilden, 
bei welcher eine zwischen OF und OR gelegene Axe Symmetridinie der 
MassenverteÜimg wird {& < S)- 

Aus der nunmehr bekannten Gestalt des Kreisels wird es leicht 
sein, immer unter der Annahme homogener Massenverteilung, auf Träg- 
heitsmomente und Eniptizität des deformierten Sphäroids zu schliefsen. 
Und zwar werden wir auf dieselbe Elliptizität geführt werden, gleich- 
viel, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab- 
weichende Axe OB. stattfindet, ob also die Oberfläche durch Gl, (3) 
oder durch Gl. (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 



aus Gl. (3) fflr e = 
„ „ = y 

aus GL (5) für = - S 



^ =. (j,' = m ^1 + y (i + £')j , 



wobei wegen der Kleinheit von & gesetzt wurde: cos^9'= 1, sin^ö' = 0. 
Beide FUipsoide sind also in erster Näherwitg Jcongment, sie unterscheiden 
sich nw dwrch ihre Lage, nicM durch ihre Gestalt. Dementsprechend 
werden auch ihre Hauptträgheitsmomente Ä' und C und ihre Ellipti- 
zität E die gleichen. Man findet aus den vorstehenden Werten von a' 
und b' unmittelbar: 

M' = f(."+s'>)^!f(i~|(.+.>), 
TO c'-f(»"+»-)-^(i + | (• + .')), 
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Wir sind jetzt in der Lage, die Damer emer freien Prckession des 
Kreisels sowohl für eia starres, wie für ein durch die Rotation defor- 
mierbares Material zu berechnen. In ersterer Himcht könnten wir 
uns auf Rechnui^en aus Kap. III, § 2 berufen. Nach Gl. (6') von 
pi^. 151 ist die äquatoriale Komponente p -i- iq des Dcehungsvektors 
bei der regulären Präeession durch einen Exponentialaus druck gegeben, 
in dessen Exponenten it mit dem Paktor 
C-A 

multipliziert erscheint. Dieser Faktor mufs daher gleich 2x/T sein, 
wenn T die Präcessionsdauer bezeichnet. Bedeutet andrerseits r die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotationsvektor Q gleich 
2st/T und seine Komponente nach der Fignrenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit r^ bezeichnet ist, gleich cosd-23i/r, unter d 
den in Fig. 90 so bezeichneten Winkel yerständen. Mithin hat man 

2« C-A2^ . 

-¥'- J-V^^^ 

oder, da man cos 5 hinreichend genau gleich 1 setzen darf: 

(8) T-T- 

Ldureicher und für das folgende nützlicher ist indessen der 
folgende Weg zur Ableitui^ der gleichen -FormeL Nach unserer Auf- 
fassui^ der Eulerschen Differentialgleichungen sagen diese aus, dafs 
der Impulsvektor im Raum bei der kräftefreien Bewegung nach Richtui^ 
und Gröfse ungeändert bleibt, dafs dagegen relativ gegen den Kreisel 
dieFortschreitungsgeschwindigkeit des Impuls-Endpunktes nach Richtung 
und Gröfse gleich dem vektoriellen Produkt von Impuls- und Drehungs- 
vektor (der sog. „resultierenden zentrifugalen Drebkraft") ist. Bedeutet 
also J den Vektor des Impulse, \J\ seine Länge, dJ seine augen- 
blickliche Änderung relativ gegen den Kreisel und bildet derselbe mit 
der Figurenaxe den Winkel -y (vgL F^. 90), so hat man 

(9) |^_F(j,i!)-|j|arin(ä-r); 

Q ist die Länge des Rotationsvektors B und kann wie oben gleich 
2i!tJT gesetzt werden. Der Impuls-Endpunkt beschreibt nun im Kreisel 
während eines Präcessionaumlaufes einen Kreis vom Radius l/lainy 
um die Figurenaxe. Hierzu gebraucht er vermöge d( 
Wertes seiner Fortschreitung^eschwindigteit die Zeit 



tJllßBm(S-r) - sm{e^y) 



yGoosle 



§ 8. Elastiaität des KreiBeLmaterialB. 605 

oder bei hmreichender iQeinheit des Winkels d 

(8') ^"■'J^,- 

Diese Bereclmimg stimmt mit der in (8) gegebenen natärlich überein. 
Es ist nämlich tg y gleich dem Verhältnia der äquatorialen Kompo- 
nente des Impulfles zu der nach der Figurenaxe genommenen und tg d 
gleich dem Verhältnis der entsprechenden Komponenten des Rotatjons- 
Tektors, Da sieh nun nach dem grundsätzlichen Zusammenhang zwischen 
Impuls- und Rotationsvektor entsprechende Komponenten beider Vektoren 
wie A bez. wie C verhalten, so ergieht sich 

igy:tgS = A:C 
oder hinreichend genau 
(10) y:ä-A:C; ^_^_i. 

Die Überlegung, die zu Gtl. (9) führte, läfst sich unmittelbar auf 
den elastisch deformierbaren Kreisel übertragen. Wir müssen dabei 
nui' eine Voraussetzung ausdrücklieh hervorheben: Die Fwmänderung 
soll Zeit haben, sieh voüstimdig in der db&t bescJmebenm Weise für jede 
Lage des EotaUomv^tors a/msubüden, hevor dieser Vektor seme Lage 
im Krmsd merMieh verändert hat. Diese Annahme ist in hohem Grade 
gerechtfertigt, da sich Spannungen und Formänderungen al^emein 
gesprochen mit der dem betr. Material eigentümlieben Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten, während die beobachtbaren Bewegungserscheinungen 
(hier die Umlagerungen des Rotationsvektors) aufserordentlich viel lajig- 
samer erfolgen. Unter dieser Annahme werden wir sehen, da& die 
allgemeine Bewegung auch des deformierbaren Kreisels als reguläre 
Präcession bezeichnet werden kann. Würde dagegen diese Annahme 
nicht zul'^sig sein, würde also die Abplattung nach Lage und Gröfse 
hinter der durch die jeweilige Lage der Rotationsase indizierten Ab- 
plattung zurückbleiben, so wäre die Bewegung viel komplizierter. 

Wir unterscheiden die durch die jeweilige Rotation abgeänderte 
Symmetrielinie der Massenverteilung (OF' in Fig. 90) als instantane 
Figwrmoice von der w-sprünglicheii oder miMeren Figwenaxe OF. Die 
Bewegung des deformierbaren Kreisels wird nun in jedem Augenblicke 
dieselbe sein, wie die eines starren Ki-eisela mit der wechselnden 
Figurenaxe OF' und den abgeänderten Trägheitsmomenten A' und C. 
Dementsprechend wird der Impuls -Endpunkt, dessen Fortschreitungs- 
geschwindigfeeit gegen das Kreiselmaterial wieder durch das vektorielle 
Produkt aus Irapulavektor {J') und Rotationsvektor (ß) gegeben ist, 
in jedem Augenblicke senkrecht gegen die durch die Vektoren J' und 
ü gelegte Ebene fortschreiten. Jede Umlagerung von J' bringt aber 
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eine TJmlagerung von B mit sich, und awar mufs nacli dem all- 
gemeinen ZusammeDliaiige zwischen Impuls- und Drehungsvektor der 
Endpimtt von S, parallel zu dem Impuls -Endpunkte foifechreiten. 
Jede Umlagerung des Robati onsvektoiB hat andrerseits eine Form- 
änderung nnd eine neue Lage der instantanen Pigurenaxe zur Folge. 
Da wir annehmen, dafs die Formänderui^ Zeit hat, sich voUatändig 
auszubilden, liegt die instantane Figurenaxe dauernd in der durch OF 
und R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt auch wegen des 
allgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Rotationsvektor 
die Äxe von J'. Die drei Axen OF', OJ' und OR liegen also in der 
gleichen Meridianebene durch OF, die sich nm OF dreht. Da über- 
dies die Winkelah stände der drei Axen erhalten bleiben, besehreibt 
jede derselben einen Kreiakegel und im besonderen der Impuls-End- 
punkt J' einen Kreis um OF. Diese Bewegung hat durchaus den 
Charakter einer regulären Präcession, nur dafs auTser der Impuls- und 
der Rotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Körper fort- 
schreitet. Wir berechnen jetzt die Präeessionadauer T', indem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpunktes während eines Umlaufs durch 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der W^ beträgt jetzt 2k|J'| 3in(*-f /) (vgl. Fig. 90), die Fort- 



daher wird die Präcessionsdauer 



, 2,|J'|.ili(» + ,-) . 

|j-|a.iii(a--rt '. 


dn(» + /) 
.iii(J--rt 


oder him-eiekend genau 




(11) 2" = '^- 





Den hier auftretenden Winkelqnotienten haben wir mit Rücksicht auf 
die Gl. (6) und (10) umzurechnen. Aus Gl. (6) folgt, da nach Pig. 90 
ä^» + ä' ist: 

Gl. (10) lautet, für die deformierte Gestalt des Ellipsoides angesehrieben: 

/ : d' = A' : C 
und lehrt, dafs hinreichend genau gilt 

/ r ^ J^ ^ 1 

S' — J~S' — y'~ E ~ E-ft' 
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Hiemacb wird 






Unser obiges Kesultat bezüglich der Präceseionsdauer T' (Gl. (11)) 

läfst sich daher sehreiben: 

(12) ^'=^T? 

in welcher Form es mit der. früheren Gleichung (8) zusammenfällt. 
In "Worten heiM dieses: 

Die Fräcessionsdmier eines Kreisels von deformierbairmi Materüd 
mtd sphäroidischer Qesialt herechnet sich nicht tms der EUipUzüät seiner 
deformierten Gestalt, (welche E = £ + s' genannt wnrde), sondern «ms 
der EU^üeität seiner wsprmtglichea Form, die es vor der Botation 
hatte und die es ieim Miöschen der Rotation wieder annehmen würde. 
Sie ist daher von der dasbisehen Na<^igiä}igkeit des Materials unab- 
hängig und im hesond&-en gleidi der Präcessionsda^er eines absolut 
starren Kreisels, dessen KlUptizität mit der ursprünglichen lESliptisität r 
des dffortnierba/ren Kreisds ühereinsHmviit. 

Wir werden im fönenden Kapitel bei den geophysikahschen An- 
wendungen auf diesen Sata ziu-üclikommen und werden ihn zum Aus- 
gangspunkt für die Darstellung der Polschwankungen und für die Er- 
klärung der sog. Chandlerschen Periode nehmen. Eine Schwierigkeit 
hat die Übertragung der voratehenden Resultate auf die Verhältnisse 
der Erde nur iasofem, als 1) die Erde ihrer Massenverteilnng nach 
kein homogenes Rotationsellipsoid ist, sondern nach der Mitte hin 
dichter ab auf der Oberfläche ist, und ferner insofern als 2) bei eiuer 
Deformation der Erde neben den elastischen Kräften auch die Gtravi- 
tations Wirkungen der einzelnen Teile auf einander wesentlich in Betra^^ht 
kommen. Der ersigenannte Umstand bringt es mit sich, dafs ajle 
Zahlenangaben, die wir später zu machen haben werden, mit einer 
gewissen Unsicherheit behaftet sind, entsprechend der Unsicherheit in 
den Annahmen über die MasseuTerteüung im Erdinnem. Die an zweiter 
Stelle genannte Schwierigkeit ist dadurch zu heben, dafs wir die im 
Vorstehenden mit s bezeichnete EUiptizität bei der Erde als diejenige 
EDiptizität zu definieren haben werden, die eine Kugel von der Elasti- 
zität und der mittleren Dichte und Gröfe der Erde unter der gemein^ 
samen Wirkung der elastischen Kräfte und der Gfravitationswirhungen 
annehmen würde, wenn sie mit der Geschwindigkeit der täglichen 
Erdumdrehung in Rotation versetzt wird. 

Noch möge darauf hingewiesen werden, dafs die Voranssetming 
eines nahezu kugelförmigen Kreisels, an der wir in. diesem Paragraphen 
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feetgetalten haben, niclit allein im Interesse der Anwendung auf den 
Erdkörper geboten wax. Man übersieht Tielmehr leicht, daJs gerade 
eine sphäroidisehe Masse oder, allgemein gesprochen, eine Masse von 
sphäroidischem TrägheitseUipsoid in Hinsicht auf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkräfte besonders empfindlich sein wird. 



§ 9. Die Elastizität der Unterlage. 

In höherem Grade wie die Elastizität des Kreiselmaterials dürfte 
bei den gewöhnlichen Versuchen die Elastizität der Unterlage den 
Charakter der Kreiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr häufig 
ein Mitschwingen der XJnterlt^e (Tischplatte), das sich sowohl dem Ohre 
wie dem Tastsinn deutlich bemerkbar macht. Um die Sehwingimgen 
einer Tischplatte zu erzeugen und zu unterhalten, ist aber Energie 
erforderlich. Diese mufs auf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils im Innern der Tischplatte durch innere 
Eeibung etc. in Wärme verwandelt, teüs wird sie nach aufsen hin 
zerstreut, indem sich die Schwingungen der Tischplatte auf entferntere 
Gegenstände (doreh die Beine des Tisches auf den Fufsboden etc.) je 
länger je mehr übertragen. Durch das Mitschwingen der Tischplatte 
wird also die Kreiselbewegung gedampft. Von allen übrigen Energie 
verzehrenden Kräften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar- 
stellung natürlich absehen. Über die Sehwingungsform der Tischplatte 
wollen wir die Annahme machen, dafe es sich um transversale Platten- 
sehwingungen handelt, bei denen etwa die Stützpunkte der Platte auf 
den Tischbeinen festbleiben und jeder Punkt der Platte in vertikaler 
Richtung auf und ab schwingt. An sich ist allerdings auch eine hori- 
zontale Schwingung der Platte als Ganzes möglich, wobei die Beine 
des Tisches wechselnde Verbiegungen erfahren würden. Wir wollen 
aber annehmen, dafs hauptsächUch die erstere Form der Sehwingui^ 
durch unsem Kreisel ausgelöst wird, was mit den gewöhnlichen Ver- 
Mltnissen des Experimentes in Einklang zu sein scheint. 

Um das Problem mathematisch zugänglich zu machen, ersetzen 
wir in Gfedanken die mitschwingende Tischplatte dnreh einen einzelnen 
Massenpunkt, welcher um seme natürüehe Gleichgewichtslage in ver- 
tikaler Richtung beweglich ist und nach dieser mittleren Lage durch 
eine seiner Entfernung von proportionale Kraft zurückgezogen wird. 
Die Gröfse dieser Kraft sowie die Gröfse der Masse wäre durch Ver- 
suche an der Tischplatte folgendermafeen festzustellen: Man messe die 
vertikale Ausbiegung £ der Tischplatte an der Stelle des Änflagepunktes , 
des Kreisels auf Grund einer Belastung K und berechne daraus, indem 
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man ProportionaKtät zwiacLen Ausbiegung und Belastung voraussetzt, 
diejenige Kraft Ä, ' die zur Ausbiegung £ = 1 (etwa 1 cm) gehört. 
Femer bestimme man die Dauer der freien Scbwiogungen t der Tisch- 
platte und berechne daraus die „reduzierte schwingende Masse" der 
Tischplatte m = -j— j ■ Diese reduzierte Masse ist zugleich die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuiereu; die Kraft, mit der er in seine mittlere Lage zurückgezogen 
wird, ist — k^. Für das Folgende ist es aber unerläfslich, auch die 
Dämpfung der Schwingungen der Tischplatte zu berücksichtigen, hervor- 
gernfen teils durch Energieverwandlung im Innern der Platte, teils 
durch Energiezerstreuung nach aufsen, weil hierron gerade der unsinte- 
ressierende Verbrauch an Bewegungsenergie des Kreisels abhängt. Wir 
denken ui^ deshalb auch das logarithmische Dekrement der Schwing- 
ungen der Tischplatte bestimmt und nennen dasselbe^ — ; darauf schreiben 
wir unserem Massenpunkte noch eine Kraft zu, die seiner Gfeschwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, nämlich gleich — k^' ist. Die 
freien Schwingui^en unseres Massenpunktes werden alsdann in aUen 
Stücken den freien Schwingungen der Tischplatte ähnlich. Sie sind 
durch die einfache Gleichung bestimmt: 

(1) mt" + K +n-o. 

Wie aus der Einfuhrung der Gröfseu m, h, h hervorgeht, ent- 
spricht allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleichung 
der Ti^heit, das zweite der Dämpfung, das dritte der Elastizität der 
Tischplatte. Wollen wir ein schematisches Bild unseres für die Tisch- 
platte substituierten Massenpuuktes haben, so können wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine massenlose Spiralfeder von verti- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer unnachgiebigen Unterlage 
befestigt und tr^ am oberen Ende den Massenponkt m. Die Feder 
ist durch eine Führungshülse an seitlichen Ausbiegungen behindert, 
kann aber in vertikaler Richtung verlängert oder zusammengedrückt 
werden. Der Verlängerung oder Zusammendrückung 1 widerstrebt sie 
dabei mit der Kraft '+ k; aufserdem wirkt im Innern der Feder oder 
an der Führungshälse ein der Geschwindigkeit proportionaler Wider- 
stand, welcher bei der Geschwindigkeit 1 die GrÖfse — h hat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Masaenpuukt m dient seinei^eits 
dem unteren Ende der Kreiselaxe als Stütze. 

Unter dem Einflufs der Kreiselbew^ung kommen indessen nicht 
die durch die vorstehende Differentialgleichung beschriebenen freien 
Schwingungen unseres Massenpuaktes (Tischplatte) sondern gewisse er 
zwungeue Schwingungen zustande. Bedeutet B die Reaktion oder 

Eleln-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 39 
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den Drnek des in Bewegrmg befindlichen Kreisels anf die Unterlage in 
Terfcibaler Richtung, so gilt für diese erzwungene Schwingung ersichtlich 

Die GrÖfse von R folgt aus den allgenieiaen Impnlssätzeiij hier aus 
dem Satz für die vertikale Schwer pünttsgeschwindigkeit des Kreisels. 
Bedeutet 3 die vertikale Kooi-dinate des Schwerpunktes, Ton dem im 
ßaiime festen Punkt aus gezählt, so wird die Vertikalkompouente 
des Einzelimpulses (Sehieheimpulaes) M/; ihre Änderungsgeschwindig- 
keit ist gleich der Summe der in vertikaler Richtung auf den Kreisel 
■wirkenden äufseren Kräften, d. h. der Schwere — Mg, wenn M die 
KreiselmassG ist, und dem Gegendrücke der Unterlage gegen den Kreisel 
— JR. Man hat daher die Crleichung: 

oder 

(2) B = ~M(ß + O 

ähnlich wie in dem Anhange zu Kap. VI Gl. (3) pag. 515. Aus Gl. (!') 
wird daher 

(3) mg" + hl' + H+ Mz" + JI/3 = 0. 

Wir unterscheiden des weiteren zwischen dem im Räume festen 
Punkt (der natürlichen Lage unseres Massenpunkfees m) und dem 
bew^liehen Punkte P (seiner augenblicklichen Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklichen Auflagepunkte des , Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfällt), wobei OP gleich £ ist. Von P läuft die Figurenaxe, die 
Knotenliaie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir. .die Euler- 
schen Winkel tp, f, & zählen. Die vertikale Sehwerpunktskoordinate 
wird, wenn .E den Abstand PS des Schwerpunktes vom Auflagepunkte 
bedeutet^ 

(4) s=^£ + _Ecos* 

zu setzen sein. Gl. (3) kann daher auch so geschrieben werden: 

(5) (m + M) £" + H' + H+ IfjB^coa* -f Mg = 0. 

Man erkennt aus dieser Gleichung, wie durch Vermitteliu^ der Reaktion 
JJ die Bewegung des Kreisels niit der Bewegung unseres Massenpunktes 
m „verkoppelt" ist. 

Um die vollständigen Bewegui^gleichungen des Problems zu erhalten, 
haben wir nunmehr die Drehung Aes Kreisels um den (seibat vertikal be- 
wegliehen) Auf lagepunkt P zu betrachten. Als aufsere Kraft kommt hier- 
bei nur die Schwere iii Betracht, die um die Knoteillinie das Moment 
M'gEaia& giebt, da die Reaktion B mit Bezug auf P das Moment 
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hat. Hiernacli bemifst sieli die Änderung des Drehimpnlaes. Die Be- 
rechnimg der Komponentau des letzteren geschieht nach der Regel der 
Lagrangeschen Gleichimgen: Man bilde den Ausdruck der lebendigen 
Eraft und bestimme aua diesem die Impulskoordinaten durch Differen- 
tiation nach den Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft ist, da P beweglich ist, von dem 
üblichen verschieden. Wir legen zu dem im festen Punkte kon- 
struierten Koordinatensystem xyz ein paralleles «^Ji^i durch den Punkt P, 
Dann gilt für die Koordinaten irgend eines Massenteilchens Am des Kreisels 

x = Xi, y — y^, z = 0t + t, 
mithin 

^ (x" + ,•' + «■>) - ^ («,-> + ,;> + v^ + ^ r'+ A»»,'r. 

Summiert man über die ganze Masse des Kreisels, so darf man £' vor 
das Sommenzeiehen ziehen. Man erhält so 

Hier ist J\ die lebendige Kraft des Kreisels bei ruhendem Auflage- 
ponkte, also wie früher 

Ferner bedeutet ^Ams^ die vertikale Schwerpunktskoordinate in dem 
System ^y^^i, multipliziert in die Gesamtmasse des Kreisels; man hat 
alao ähnlich wie in Gl. (4): 

Mithin wird der Ausdruck der lebendigen Kraft: 

(6) r= 4 (*'' + sin^**'") + Y («P' + cos*,[.')' + f £'* 

— lf.Ee'*' sin*. 
Bezeichnet man jetzt die drei Impulskomponenten nach den Koordi- ' 
nateii q>, ^ und & bezw. mit N, n und [0], so findet man 

JV==^ = C(9'-f-eos*^'), n = ^=-Äsm^&f' + GOs^N, 

[0] _ ^J! = AQ-' - MEt^'m». 

Die beiden ersten Impulskomponenten haben dieselben Werte wie bei 
festem Stützpunkte. Setzt man für diese die Lagrangeschen Gleichungen 
in der Form: 

""" = etc. 



dt d<p' 
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an, so findet man wie friiher 

N = eonat,, n = eonst. 
Dagegen lautet die dritte Lagrangesche Gleichung, nach dem Schema: 

gebildet, jetzt folgendermafsen: 

A»" - ME%" sin # - ME^'»' cos * - ^ + MEt'»' cos'9' 
= MgE am &: 
Der Wert von STJd» wurde z. B. in,§ 4, dieses Kapitels Gl. (4) in 
eine bequeme Form umgereclmet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
chung ein, streicht die zwei gleichen Glieder der Unten Seite gegen 
einander fort und dividiert durch sin-S, so ergiebt sich: 

Die Wirkung der Bewegliebieit dea Stützpunktes oder, wie wir sagen 
können, seiner ,^oppelung". mit der nachgiebigen, Unterlage, besteht 
hiemach einfach darin, dafs zu der PaUbeschleunigung g auf der rechten 
Seite unserer Gleichung die Beschleunigung des Auflagepunktes hinzu- 
kommt." Die Bewegung um den vertikal veränderlichen StiltzpunM ver- 
läuft also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stützpunkte, wenn man 
sieh im letzteren Falle am Schwerpunkt ' aufser der Schwerkraft Mg 
noch die veränderliche Kraft M^" angebracht denkt. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter auBspinuen und gewissermafsen umkehren, können 
wir sagen: Die Bewegung des schweren Kreisels um einen festen Stütz- 
punkt verläuft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicht unter- 
worfenen Körpers, dessen Stützpunkt mit der konstanten Beschleunigung 
g in gerader Linie , fortgeführt wird. 

Jedenfalls enthält Gl. (8) zusammen mit Gl. (5) die vollständige 
analytische Formulierung unseres Problems und liefert über die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegten Systeme, Unterlage und Kreisel, 
, den erforderhehen Äufschlufs. Bemerken wir noch: unser Problem hatte 
ursprünglich vier Grade der Freiheit, entsprechend den vier Lagenkoor- 
dinaten g, <p, ij), &. Durch die beiden Impulsgleichungen n = const., 
S = const. sind zwei Freiheitsgrade gewissermafsen eliminiert, so dafs 
wir nur mehr zwei Unbekannte 9- und § und zwei Bewegungsgleichungen 
(5) und (8) übrig behalten. 

Übrigens hätten .wir auch- die Gl. (5) nach dem Schema der La- 
grangeschen Gleichungen bilden können, wenn wir von der vollständigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T* ^ T+ — ^'^ aus- 
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gegangen wären und dementsprechend die folgende Lagrangeaehe G-lei- 
chung gebildet hätten: 

d_ ST' _ ST^ _ j^ 

"dt'df 9E ~ ^' 

Hierin setzt sich die aof die g-Koordinate wirkende änfsere Kraft K^ 
aus den drei Teilen: — !(,%, — h%', — Mg zusammen. Man erlüilt so: 



dt 



(MV - ME»' sin» + mf) = ~ht'--H- 



was ersichtlich mit (5) übereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an, aus den Gfleiehungen (5) mid (8) i 
Schlüsse zu ziehen. Hierbei werden wir uns tob der Annahme leiten 
lassen, daTs es sieh um Meine Schwingungen handelt. Dies lehrt, was 
die Unterlage betrifft, in allen Fallen der Augenschein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annahme, daXs wir uns auf Be- 
wegungen vom Charakter der pseudo regulären Präcession beschränken 
wollen. Es sind hiemach g und & dauernd von gewissen mittleren 
Werten ^ tmd &f, wenig verschieden, so dafs die Differenzen 

als kleine Öröfsen behandelt werden können. Ob das Gfleiche für die 
Differential quotienten 

r = £', 0' = &\ z", 0" 

gilt, lassen wir dahingestellt, da bei raschen Schwingungen (und um 
solche wird es sich handeln) die, Differentialquotienten von höherer 
GrÖJseaordnung wie Z und selbst sein könnten. 

Bestimmen wir zunächst die schon genannten Mittelwerte ^ und 
3-j , passend. Diese seien , gleich den mögliehen stationären Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 
der Annahme 

g' = g" =>^ = ^" = 

nach uusem Gleichungen verträglich sind. Nach Gl. (5) und (8) er- 
giebt sich 

(9) H, + Mg = 0, 

(10) (N~ncos&o) (n - Ncosd-o) = ^Psin**^; 

^ bedeutet, wie man hiemach sieht, die dauernde Binsenkung der 
Unterlage unter dem Einflufs des Kreiselgewichtes Mg und der ela- 
stischen Widerstandsfähigkeit k der Unterlage. Andrerseits ist S',, die- 
jenige Neigung der Figurenaxe, unter welcher bei gegebenem N, n und 
P = MffE eine genaue reguläre Präcession möglich ist. Um ^^ näher 
angeben zu können, dividieren wir (10) durch N^ und berücksichtigen, 
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dafs Lei der pseodoregulären Präeession -^^ klein ist, sowie dafs ^er 
Impuls nahezu in die Richtung der Pigurenaie fällt. Von den beiden 
Faktoreu linkerhand 

1-1"«*.. 5.-""*. 

muXs daher einer, nämlich der letztere, klein sein; -wir setzen ihn gleich 
s, finden näberungBweise für den ersten Faktor 



und berechnen nach (10) 

,,,. AP . 3^ ^P /, "'\ a " ^P (1 «'\ 

(11) £ = -j^Bm^*«=^(l-j^,), <^os% = ^--^,[l-^)- 

Diese und nur diese Neigung der Kreiselaxe ist bei einem nahezu in 
die Figurenaxe fallenden Impuls verträglich sowohl mit einer völligen 
Ruhe der Unterlage wie mit völliger Schwankungslosigkeit der Figurenaxe. 
Nach Einführung der neuen Variabein Z und vereinfachen sich 
die Gleichungen (5) und (8) bei Vernachlässigung einiger offenbar 
relativ kleiner Glieder wie folgt: 

(12) -(«i + M) Z" + hZ' + ]cZ'=ME (eosö'oö'' + sin^oG")- 

(13) 4^. + ^ ^^^Z^?p)J|^^^) ^ MEZ". 

Hier ist noch der Faktor von Ö, in (13) auszuführen. Da der zu 
differentiierende Ausdruck nach (10) gleich P ist, kann man unter An- 
wendung der Regel des logarithmiachen Differentiiereus schreiben: 

Hier ist der erste Summand in der { } der rechten Seite das Wesent- 
liche. Derselbe ist nämlich nach (11) gleich 



n ^ s ÄPaia^^' 

^-cos*„ 

während die beiden übrigen Summanden, die zusammen nahenmgsweise 
— 3coa*Q/siii^o geben, dagegen vernachlässigt werden können. Man 
kann daher Gl. (13) mit hinreichender Genauigkeit so schreiben; 

(14) e" + |;6-^si„».Z". 

Dies ist eine lineare Diff'ermUalgl^chimg mit Jconstanien KoeffimenteH 
zwischen den beiden TJnbekannten und Z. Öl. (12) ist dagegen 
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wtgen des Gliedes 0'^ auf der rechteu Seite nickt linear. Die mathe- 
matische Behandlung nicht liuearer Gleichungen stöfst aber auf grofge 
Schwierigkeiten; es ist daher wünschenswert nachzuweisen, dafs wir 
jenes Glied naherungsweise streichen können. 

Betrachten wir zunächst unsere Gleichungen (12) und (14) unter 
der Annahme, dafe die Unterlage völlig unnachgiebig sei {k -= oo, 
Z = 2' = 2" = 0, /c2 unbestimmt). Dann geht Gl. (14) über in 

e" + 4^ e = 



und integriert sich durch = ^ | "T m ' ^^ ^^^ ^^^ Periode der 

Schwanltungen der Kreiselase gleich 23t -^j also bei grofsem N klein 
wird. (Man vgl, hierzu Kapitel V § 2, Gl. (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) Gl. (12) wird in diesem Falle nichtssagend, da wie 
bemerkt kZ unbestimmt wird; in der That ist jene Gleichung alsdanu 
hei der Bestimmung der Bewegung entbehrlich. 

Annähernd wird nun auch bei etwas nachgiebiger Unterlage die 
Periode und die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein, 
wie bei völlig starrer. Jedenfalls werden wir, um die Gröfsenordnui^ 
von 0'^ und 0" in Gl. (12) abzuschätzen, den Wert von bei starrer 
Unterlage au Grunde legen können. Dann erkennen wir; Wir dürfen 
nicht behaupten, dafs wenn klein ist, d, h. wenn die Sehwingungs- 
amplituden a und b kleine Zahlen sind, auch 0' oder gar 0" klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofse Faktor N/A bezw. N^/A^ 
hinzutritt. Wohl aber dürfen wir behaupten, dafs G'^ Jdein ist gegen 
0", da sich die Sinus- oder Cosinusbestandteüe beider im Mittel ver- 
halten wie a" : a oder wie b^ : h. Während also das Glied 0'^ absolut 
genommen gi'ofs sein kann, so ist es doch relativ gegen das Glied mit 
0" belanglos. Wir schliefsen daraus, dafs. sein Einflufs auf den Ver- 
lauf der Bewegung klein ist und halten uns dementsprechend für be- 
rechtigt, dasselbe in Gl. (12) zu streichen. 

Dem Folgenden dürfen wir jetzt die zwei linearen Differential- 
gleichungen 

UM+m) 2" + hZ' + kZ^ MEsm^^Q" 
(15) j 0" + ^^e = ^^^2" 

zu Grunde legen. Ihre Diskussion geschieht nach bekannten Regeln, 
die bei der Methode der kleinen Schwingungen (vgl. Kap. V, § 8) 
ständig angewandt werden. 
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Maji setze 

(16) Z = Ce", = Be'' 

und besbimme das Verhältnis der beiden Schwingungsamplituden C und 
B, sowie die Scbwingungsfrequenz l durch Eintragen der vorstehenden 
Werte in die Gl. (15). Dabei ist es noch nötig, um vei^leichbare, 
d. h. gleichbenaiuite Amplituden in der Rechnung zu haben, von der 
Amplitude des Winkels etwa zu der Amplitude dea Schwerpunkts- 
ausschlage oder, was noch bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude überzugehen. Wenn B die Amplitude von 
0, ist die Amplitude der Sehwerpunktsbewegung E ■ B und die vertikale 
Projektion derselben Esm&^B. Diese setzen wir gleich 

(17) D^Esm&aB. 

Die Gleichungen (15) lauten nun, nach Eintragen der Werte (16) 
und (17): 

hierbei wurden die Abkürzungen benutzt: 

Man bemeike hierbei, difs v ebenso wie /t eine reine Zahl und 
zwar ein echter Bruch ist In der That wud nach emem bekannten 
Satz über Trägheitsmomente das Trägheitsmoment Ä für den Stütz- 
punkt gleich dem entsprechenden Trägheitsmoment fut den Schwer- 
punkt vei mehrt um JfE", mithm ist ME° < A und daher v < 1. 

Aus den Gl (18) folgert man 

Die beiden letzten" Glieder 'dieser' Gleichung liefern die Bestimmung 
von >l; ^ berechnet sich als ' Wii/rzd''' der' ' Oleidwmg'' vierten' Grades, 

(21) ftvA* = (-1' + J*) {)? + Kk + l'), 

so dafs man vier' mögliche Werte von X zur Verfügung hat, die wir 
Aj . , . ^4 nennen und von denen je zwei konjugiert imaginär sein werden. 
Bei der Diskussion der Wurzeln gehen wir von der naturgemäfsen 
Annahme aus, dafs die Unterlage ziemlich unnachgiebig sei {k nicht 
mehr .oOj_aber h' recht grofs, im Besonderen grofs gegen N^/A^. 
Dann ist nach ÖL (21) notwendig 
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entweder ^^ '^ ~Ä^ ' ' ' ^^''^ klein 

od^ l ■ ■ ■ sehr grofs 

Indem wir zunächst die erste Möglichkeit betrachten, setaen 
wir X^-\-N^jA?=s, berechnen unter Vernachlässigung höherer Potenzen 
von B zunächst den Wert von e und bestimmen daraus zwei Wurzeln 
■ Gleichung, deren Näherungswerte wir X^ und A^ nennen. Wir 



oder, da h' grofs gegen N^/Ä^, die rechte Seite also klein ist: 

(22) ^ij=±*x(l-T^2^l*-:?+^^xlj 

mit der Abkürzung 

«={*-?)■+*'■ f." 

Die beiden andern Wurzeln unserer Gleichung finden wir durch 
Verfolgen der Annahme: X sehr ■ grofs. Wir setaen etwa- IJl =^ e 
und vernachlässigen s'*, s'*. Für b' ergiebt sich aus (21) mit ßuek- 
sicht darauf, dafs ¥ grofs gegen N^/A^ sein soUte, die quadratische 
Gleichung; 

1 — (iv + h' B + Ic' £''' = 0; 
ihre Lösni^ ist: 

Hieraus ergeben sich' die beiden folgenden Wnrzelwerte: 
(23) 



-K :fi\/i(i — iiv)k'- 



Das Wurzelpaai- (X-,, l^) l^fst sich mit dem wenig verschiedenen 
Werfcepaar ■^i'NjA' in' Vergleich' setzen, weldies (s. pag. 615). den 
Schwingungen der Kreiselaxe bei völlig unnachgiebiger Unterlage ent- 
spricht. Es unterscheidet sich von diesem namentlich durch den 
reeUeu Bestajidteil 

der als Folge der «impfenden Wirkung der Unterlage anzusehen ist. 
Daneben ist auch der iraagimre Teil durch das Mitschwingen der 
Unterlage etwas modifiziert. Andrerseits können wir das Wurzel- 
,paar (^, Aj) mit denjenigen Wurzelwerten vergleichen, welche den 
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Schwittgimgen der Unterlage bei Abwesenheit des Kreisels nach Gl, (1) 
zukommen. Man erkennt aucb hier eine Rflckwirkung des Kreisels 
auf die Schwir^ungen der Unterlage, eine ßUekwirkimg, die sich 
übrigens, wie man leicht sieht, am einfachsten als eine scheinbare Ver- 
mehrung der Masse m des ursprünglichen schwingenden Systems auf- 
fassen läfst. 

Von hier aus können wir hinsichtlich des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung folgendes schliefsen: Jedenfalls müssen sich die 
Schwingungen sowohl der Kreiselaxe wie der Unterlage aus Gliedern 
von der Form 

e^', 6*=', e^', «^■'' 
additiv mit konstanten Koeffizienten C^ und D^, deren Verhältnis durch 
Gl. (20) vorausbestimmt ist, zusammensetzen. Dabei werden sich die 
konjugierten Exponenfcialgröfsen paarweise zu trigonometrischen Funk- 
tionen vereinigen und zusammen je eine Schwingungszahl und einen 
Dämpfungefaktor definieren. Insbesondere bestand die Schwingung der 
Kreiselaxe, wenn wir von der Einwirkung der Unterlage absehen, aus 
unge^mpften, rein periodischen Schwingungen von der Sehwingungs- 
zahl NßjcA. Ikvrch die Mitwirkmig der Unterlage v^i/rd diese Sckwmgwngs- 
sakl etwas abgeändert, die Sdiwingimg wird überdies gedämpft, so dafs sie aU- 
maMwhaisierbenmufs; dami aber übedag^^su^ den genamti^. noch andere 
gedämpfte Schwingungen, die wnteir Voraussetsung mner siemlick unmachr 
giebigen Unterlage (k' > N^/A^) wesmtUch Mhere SchmngimgssaM haben. 
Andrerseits sind, solange wir von der anregenden Wirkung des Kreisels 
auf die Unterlage absehen, die natürlichen Schwingungen der Unter- 
lage gedämpfte Schwingungen von sehr grofser Schwingungszahl. Durch 
die Mihvirkung des Kreisels wi/rd ihre S<^i/imtgimgss<M sowie ihre 
Dämpfung Wenfalls etwas abgeändert tmd es üb^lagem sich diesen 
Sdiwinffangen noch V^aiionm von gerimgerer SehmngungsßoM, deren 
Periode in der Nähe der naük-Hehen Schwingimgspenode der Kreisd- 
axe liegt. 

Es ist leicht einzusehen, dafs die langsamere der beiden Schwingungen, 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe naheliegt, in der Bewegung des 
Kreisels deutlicher zum Ausdruck kommen wird, wie in der Bewegung 
der Unterlage und dafs umgekehrt die BehneÜere Schwingung, die wir 
mit der Eigenschwingung der Unterlage verglichen hatten, in den 
Schwankungen der Unterlage stärker ausgeprägt sein wird, wie in 
denen' des Kreisels. In der That zeigt Gl. (20), dafs für unser erstes 
Wurzelpaar i = A^ oder A = ^ , für welches A^ -|- N^jA? klein ist^ 
auch C klein gegen D ist; dafs dagegen für das zweite Paar A = ^j 
oder X = A4, für welches k^ -'r h' l -\- h' , wie man leicht nachrechnet, 
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gleicli ^vk^ ist, G gleich Djv wird, also gröfser als JO sein mufa. 
JeAes : unserer hdäm Systeme, Kreisel und Unterlage, schwingt in der- 
jenigen Periode stärker, die ihm die naturlichere ist. 

In der Beobachtung macht sieh namentlich der Umstand geltend, 
dufs die SchwiugTingen des mit der Unterlage gekoppelten Kreisels 
gedämpfte Schwingungen sind. Er zeigt sich darin, dafs die kleinen 
Schwankungen der pseudoregulären Präoession bald absterben und dafs 
die stationäre Bewegung der reinen regulären Präeession {Z = 0, = 
oder in iinBeren früheren Koordinaten gesehrieben t'^toi ^ — *o) ^^^ 
Endzustand angestrebt wird. Wir sahen übrigens früher, dafe auch 
andere dissipative Einflüsse (Reibung im Stutzpunkte) in ähnlicher 
Weise auf eine Abnahme der Nutationeu und auf eine Vereinfachung 
des BewegungSTOrganges hinwirkten. Jedenfalls aber kommt dem Mit- 
schwingen der Unterläge in dem nunmehr erläuterten Sinne bei dieser 
Erscheinung eine wesentliche RoUe zu. 

§ 10. Anhang. Einflura der Beibtmg auf den in dar Horizontal- 
ebene spielenden Ereiael. 

In dem Anhange zum vorigen Kapitel haben wir die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei bewegUchen Kreisels imter Absehung 
von der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Schlufs jenes 
Anhanges darauf hinweisen, dafs die wirklieh zu beobachtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen nur eine entfernte Ähnlichkeit haben. 
Der Grund liegt natürlich darin, dafs die Reibung, die wir dort ver- 
nachlässigt hatten, nicht eigentlich eine sekundäre korrigierende Be- 
deutung hat, sondern dafs sie, mau mag die Unterlage noch so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglaascheibe), für den Charakter der 
Bahnkurve in erster Linie mafsgebend ist. 

Da sich nun die Bahnkurve des horizontal beweghchen Kreisels 
besonders gut beobachten läfst (s. u.), da sie femer wegen ihrer gesetz- 
mäfsigen imd schönen Gestalt ein besonderes Interesse beanspmchen 
darf, so müssen wir wünschen, unsere früheren Betrachtungen durch 
Berücksichtigung der Reibung soweit zu vervollständigen, dafs sie zur 
allgemeinen Erklärung der wirklichen Erscheinungen geeignet werden. 
Allerdings werden wir hierbei von quantitativen Berechnungen im Sinne 
von § 4 und 5 dieses Kapitels absehen und den Einflufs der Reibung 
nur qualitativ diskutieren; ferner werden wir von einer erneuten Dis- 
kussion des Lüftwiderstandes etc. absehen, da dieser neben der gleitenden 
Reibung an Wichtigkeit zurücktritt. 

Auch von dem jetzigen Problem gut die Bemerkung, die wfr 
■ früher für die Reibungswirkungen überhaupt gemacht haben: dafs 
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scheinbar geringfügige Nebenurastände den Charakter der Bewegimg 
stark beeinflussen könnea. So ist es durchaus nicht gleichgültig, ob 
z. B. die auf der Unterlage gleitende Spitze raehi oder minder zu- 
geschärft ist, ob die Unterlage gröfsere oder geringere Unebenheiten 
hat und ÄhnHches. Besonders deutlich tritt die Wirkung solcher Ver- 
hältnisse bei einer Erscheinung hervor, die wir bei Benutzung einer 
Stahlspitze oft zu beobachten Grelegenheit hatten und die wir als den 
Vorgang des „Eiuwurzehis" bezeichnen möchten: Die Kreiselspitze 
gerät in irgend eine für das blofse Ange kaum erkennbare Vertiefung 
der Unterlage, in der sie weiterhin festgehalten wird; der Kreisel spielt 
nicht mehr auf der horizontalen Ebene, sondern wird durch eine Art 
■ unsichtbarer Pfanne gezwungen, sich um einen festen Punkt wie bei 
unserem ursprünglichen Kreiselproblem zu drehen. Wann und wie 
dieses Einwurzeln statthat, lafet sieh im Voraus nicht bestimmen. Nur 
soviel ist a priori klar und wird durch die Beobachtung bestätigt, 
dafs eine zugeacMrfte Spitze sich leichter einbohrt, wie eine ab- 
gerundete, die über vorhandene Vertiefongen der Unterl^e ev. hin- 
weggleitet, dafs eine rauhe und weiche Unterlage (Papier und be- 
sonders Pappe) für die gedachte Wirkung günstiger ist, wie eine harte 
und glatte Unterlage (Gflasscheibe), ja daß eine berufste Glasscheibe, auf 
deren Oberfläche der Kreisel selbst durch Zusammenhäufung des Rufses 
Unebenheiten herstellt, wieder günstiger ist wie eine unbemfste Seheibe, 
dafs femer bei nahezu aufrechter Stellung von Figuren- und Drehaxe 
ein Einwurzeln häufiger stattfiiidet wie bei stärker geneigter Axe, weil 
im ersten Falle die zur Hemmung des Auflagepuaktes erforderlichen 
Seitenkräffce kleiner sind und ■ daher leichter von der Unterlage her- 
gegehen werden können, wie im letzteren Falle, dafs endlich diese und 
andere Unregehnäfsigkeiten in der Bewegung um so leichter eintreten 
können, je kleiner die Abmessungen und die Massen des Kreisels sind, 
je kleiner der ursprünglich erteüte Impuls war oder je mehr derselbe 
im Laufe' der Bewegung abgenommen - hat. Im Folgenden werden wir 
diese Erscheinung des Einwurzehis, über die sich theoretisch nicht viel 
sagen laJst, ausschhelsen; wir setaen also eine hinreichend abgerundete 
Spitze auf hinreichend ebener und regelmäfsiger Unterlage voraus. 

Wir woUen mm den allgemeinen Bewegungsverlauf schildern, wie 
er unter dieser Einschränkung beobachtet wird. Da fällt zunächst, 
im G^ensatz zu den Ergebnissen unserer früheren reibungsfreien Be- 
trachtui^en, ins Auge, dais die Horizontalprojebtiou des Schwerpunktes 
sich nicht, wie früher behauptet wurde, auf gerader Linie mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt (entsprechend eiuer dem Schwerpunkt anfänglich 
erteilten horizontalen Geschwindigkeit), bez. dafs (bei der anfänglichen 
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horizontalen Schwerpunktsgeschwiaiiigkeit Nnll) der Schwerpimlct nicht 
auf einer festen Vertikalen bleibt, sondern dafs er vielmehr kreiafönnige 
Bahnen beachreibt, die taigGfähr der Bahn des Stützpunktes auf der Unter- 
lage folgen. Es fällt ferner ins Auge, dafs die Bahn des Stützpunktes, 
die wir früher als Kreis mit aufgesetzten Zacken beschrieben, im Mittel 
nicht einen konstanten Radios hat, sondern dafs sich ihr Eadiusin 
der Regel verkleinert, unter Umständen, namentlich gegen Ende der 
Bewegung, allerdinga sich gelegentlich auch erweitert. Die BahnMrm 
des SUiispunktes imd^emo die des Schwerpwhktes ist also jetzt, als eine 
meist sich verengende Spirallmie zu beschreiben. Die einzelnen Win- 
dungen der Spirallinie . legen aioh in der Regel nicht ineinander, 
sondern mehr oder weniger nebeneinander, was auf die Deutlichkeit 
der entstehenden Figur sehr günstig wirkt. Die Spirallinie erscheint 
dahet in einer gewiasen Richtung seitlich auseinandergeaogen. Man 
könnte in dieser Erscheinung die Folge einer dem Schwerpunkt 
ursprünglich erteilten Anfangsgeschwindigkeit erblicken wollen; in- 
dessen lehrt die Beobachtung in unzweideutiger Weise, dafs es sich 
hierbei lediglich um die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mäfaigkeiten der Unterlage bandelt. In der That konnten wir durch 
abaichtliehes Schiefstellen der Unterlage eine beliebig starke Aus- 
einanderziehung der Spirallinie bewirken; die Richtung, in der die 
Windungen der Spirale fortschreiten, fällt dabei nicht mit der Richtung 
gröfster Neigung auf der Unterlage zusammen, sondern weicht vermöge 
der Kreiselwirkung in b^tiraratem Sinne von jener ab. Hinsichtlich 
der Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die aufeinander folgenden 
Kreise der Bahnkurve durchlaufen werden, der „Präcessionageschwin- 
digkeit", lehrt die, Beobachtung ia unzweideutiger Weise, dafs diese im 
Verlauf der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einer etwas 
beschleunigten Präeession zu thun haben. Endlieh wollen wir noch 
als ein allgemeines Ergebnis der Beobachtung erwähnen, dafs die Nu- 
tationen der Xreiselaxe,, welche zu den Auszackungen der Balmkurve 
dea Stützpunktes Anlafs geben und dadurch viel zu dem eigenartig 
interessanten Eindruck dieser Kurve beitragen, bei den Experimenten 
ihrer Öröfse nach immer sehr gering sind, so dafs sie den gleich- 
mäfsigen Verlauf der Bahnkurve nur unwesentlich unterbrechen. Wäh- 
rend wir also im vorigen Kapitel auf die Notationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten . und aie durch trigonometrische Funktionen 
annäherten (bei strengerer Rechnung wären sie durch elliptische oder 
gar hypereUiptische Integrale darzustellen), werden wir jetzt bei Be- 
sprechung der Beobachtungen von diesen Nutationen überhaupt ab- 
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Zum Beleg für die Yorstekende Schilderung der zu beöbacliteiiden 
Vorgänge geben wir in den nachstellenden Figuren zwei Beispiele von 
Bahnkurven des Stützpunktes zweier verschiedener Kreisel, welche beide 




selbstthätig aufgezeichnet nnd alsdann photo graphisch reproduziert 
wurden, so dafs sie als unmittelbare Beobaehtungsdokumente gelten 
können. 

Die erste derselben wurde uns von Lord Kelvin gütigst zur Ver- 
fügung gestellt. Er liefs sie entstehen, indem er auf dem Zeiehenpapier 
einen Kreisel spielen liefs, der nach unten hin in einen Bleistift 
auslief. Wir sehen hier die allmähliche Verengerung der Bahn des 
Stützpunktes, wie sie oben beschrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spiraligen Bahnkurve legen sich in der Figur von links nach rechts 
neben einander. Die Verkleinerung des Ki-ümmungsradius der Bahn 
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hält in diesem Beispiele bis zum Sehlusse an, wo der Impuls bereits 
Btark geschwäclit ist und die Linienführung der Bahn etwas unsicher 
und. unregelmüTsig wil-d. Die Kurve lauft aehliefslieb in einige ge- 
setzlose Zficken aus, die dem Umfallen des Kreisels entsprechen. Über 
eine geeignete Herstellungsweise solcher selbstregistrierender Kreisel 
berichtet C. Barus*). 

Wir selbst fanden es beim Studium dieser Erscheinungen bequem, 
eine berufste Spiegelglasplatte als Unterlage zu benutzen, auf der sich 
die Spur des Kreisels deutlich markiert, oder, wo wir eine stärkere 
Reibungswirkung wünschten, beruTstes Sehreibpapier. Als Kreisel dienten 
uns einige kleine, ziemlieh leichte Ulirrädchen mitAxe (Abstand des 
Radmittelpunktes vom Stützpunkt ca. 1 cm, Durchmesser des Rädchens 
5 cm, Gewicht 15 gr, die stählerne Auflagespitze bei den verschiedenen 
Exemplaren mehr oder minder zugeschärft). Von einem soleben Kreisel 
ist unsere zweite Figur auf einer herufsten Glasplatte aufgezeichnet; die 
hier gegebene Reproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sich die Bahnkurve als helle Linie auf dem dunkeln Grunde des Rufses 
abhebt. Unsere zweite Figur zeigt deutlichere Nutationen wie die 
erste, im Übrigen läfst sie wieder die Spiralform der Bahnkurve und 
eine gewisse Seiten Verschiebung erkennen, die namentlich gegen Ende 
der Bewegung als ein schon ziemlich unregelmaTsiger Auslauf in die 
Augen fällt. 

Nachdem wir uns in solcher Weise durch das Experiment vor- 
urteilslos orientiert haben, gehen wir nun an die theoretische Er- 
klärung des Beobachteten. 

Entsprechend der durch die Beobachtimg featgestrcllten Gering- 
fügigkeit der Nutationen werden wir über den Charakter der Bewegung 
die vereinfachende Annahme machen, dafs dieser in jedem Augenblick 
als präcessions- ähnlich angesehen werden kann. Unter einer regulären 
Präcession soE dabei jetzt eine Bewegung verstanden werden, bei der 
die Eigurenaxe unter einem konstanten Winkel ^ g^g^n die Vertikale 
geneigt ist und bei der sowohl der Schwerpunkt wie der Stützpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Geschwindigkeit um die- 
eiben. Präcessions-ähnlich wird eine Be- 
aifsen, wenn der Neigungswinkel # nur 
i veränderlich ist und wenn die Bahnen von Stützpunkt und 
Schwerpunkt nahezu kreisförmige und nahezu gleichförmig durchlaufene 
Spiralen werden. 

Hinsichtlich der Gestalt des Kreisels an der Unterstützui^sstelle 

*) Scden 



selbe vertikale Gerade ■ h^ehrei 
aitspreehend . dann hei 
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mögen die beim ' Kreisel mit festem Punkte (§3) eingeführten Vor- 
stellungen gültig bleiben,: das untere Ende des Kreisels laufe in eine 
Halbkugel von kleinem Radius ß aus; der tiefste Punkt der Halbkugel, 
welcher kein. indiTidueUer Kreiselpunkt ist sondern in jedem Augen- 
Wicke wechselt, ist der SHitspunkt P. Während der senkrecht über 
P gelegene Mittdpurikt der Halbkugel in § 3 ein fester Punkt war, 
beschreibt, derselbe jetzt bei ■ der regulären Präcession einen Kreis. 
Legen wir durch P eine Ebene senkrecht zur augenblicklieben Rotations- 
aa;e, so schneidet 'diese unsere Halbkugel in einem Kreise, den wir 
den „Stiltzkreia" nennen können; die sämtlichen Punkte dieses Kreises 
werden i^mlieb, sofern die augenblickliche Rotationsaxe im Kreisel 
nicht zu schnell wechselt, nach einander die Rolle des Stützpunktes über- 
nehmen, indem sie durch die Rotation nach einander in die L^e des 
tiefsten Punktes der Halbkugel übergeführt werden. 

Als Gf esefcz der ' Reibung — es soll sich lediglieh um gleitende 
Reibung handeln — legen wir wieder das Coulombsche Gfesetz (§ 2) 
zu Grunde, Der Keibungswiderstand W im Stützpunkte ist dann eine 
horizontale Kraft von der Gröfse (tP, wenn B den Gegendruck der 
Ünterli^e gegen den Kreisel bedeutet. Letzterer ist, wie pag. 515 
auseinandergesetzt wurde, allgemein gleich M(ß + z"), wo z" die 
Schwerpunktsbeschleunigung bedeutet; im besonderen wird also bei 
einer präcessions-ähnlichen Bewegung hinreichend genau: 

(1) R^Mg, W^iiMg. 

Richtung und Sinn des Reibungswiderstandes hängen von der Richtung 
des Gleitens im Stützpunkte ab. Um letztere zu bestimmen, werden 
wir vorübergehend den Mittelpunkt der genannten Halbkugel zum 
„Bezugspunkte" wählen und die Bew^ung des Kreisels in eine Parallel- 
verschiebung, deren Geschwindigkeit ■ mit der Geschwindigkeit des 
Punktes übereinstimmt, und eine Drehung um eine Axe durch. 
zerlegen. Der Punkt P erhält auf diese Weise die beiden Geschwindig- 
heiten » imd F; v sei die Geschwindigkeit der Parallelverschiebung, 
oder die Geschwindigkeit von 0, Y diejenige Geschwindigkeit, die P 
vermöge der Drehung um erhält. Fällt, wie wir annehmen wollen, 
die augenbhcklicbe Drebaxe durch nahezu mit der Figurenaxe zu- 
sammen, so liegt die Richtung von V nahezu senkrecht zur Figuren- 
axe und es wird die Gröfse von V gleich dem senkrechten Abstand 
des Punktes P von der Figurenaxe, d. i. gleich q sin ^ multipliziert 
mit der augenblicklichen Drehgeschwindigkeit des Kreisels um 0. Die 
Richtung des Gleitens wird dann durch geometrische Zusammensetzui^ 
der beiden Geschwindigkeiten v und Fgefunden— durch, geometrische, 
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niclit durch algebraische ZüHammensetzuiig, weil, wie wir sehen werden, 
die Richtungen von v and V notwendig gegen einander geneigt sind. 
Man wird nun drei Fälle unterscheiden können, i^mlieh 

1) V>v, 2) V=v, 3) r<v. 

Fall 1) wird bei rascher Rotation des Kreisels der normale sein; 
je gröfeer nämlich die Rotation, um so gröfser wird die der Rotation 
entsprechende Geschwindigkeit V des Stützpunktes und um so kleiner 
wird, nach den Resultaten bei der reibungafreien Bewegung zu urteilen, 
die Präeessionsgeschwiudigkeit und daher auch die Geschwindigkeit v 
werden. Bei hinreichend starker Rotation wird man sogar v gegen V 
vernachlässigen und die Richtung des Gleitens mit der Bicbfcimg von V 
identifizieren können. 

Fall 3) wird sich einstellen, wenn im Verlaufe der Bewegung die 
Eigenrotation durch die Reibung bereits beträchtlich geschwächt ist. 
Dann ist die Geschwindigkeit v für die Bestimmung der Gleitrichtung 
mafagebend. 

Im Greuzfelle 2) findet, wenn wir die Gleichung F= v nicht nur 
als eine Bedingung für die GrÖfse, sondern auch für die Richtung der 
(in enigegengesetatem Sinne zu zahlenden) Geschwindigkeiten v und V 
auffassen, überhaupt kein Gleiten statt. Bei enigegengesetzter Gleich- 
heit von V und V ist nämlich der augenblickliche Stützpunkt in rela- 
tiver Ruhe zur Unterlage; es rollt daim der augenbliekhche Stützkreis 
ohne Gleiten auf der Unterlage ab. Ob aber im Verlauf der Bewegung 
dieser Grenzfall sich überhaupt vorübergehend realisiert, ist zweifel- 
haft und hängt von den Anfai^sbedingungen ab. 

Wir untei;snchen zunächst den normalen Fall 1) des Näheren. 

In Fig. 93 haben wir diejenigen Kreise verzeichnet, welche der 
Schwerpunkt S und der Punkt nach Voraussetzung bei der präcessions- 
äbnliehen Bewegung anmhemd beschreiben. Beide Kreise sind durch 
senkrechte Projektion iu die den Kreisel tragende Horizontalebene ver- 
legt. Die Rotation finde annähernd um die Figurenaxe im Sinne des 
Uhrzeigers statt. Die Projektion des im Schwerpunkte konstruierten 
Drehimpulses auf diese Äxe sei dementsprechend A'>0. Dann findet 
auch die Präcession des Stützpunktes von oben gesehen im Uhrzeiger- 
sinne statt. Letzteres können wir aus unseren früheren Ergebnissen 
bei VemacblUssigung der Eicibung entnehmen. Die Winkelgeschwindig- 
keit ^' der Knotenlinie, welche zugleich die Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet, mit der der Stützpunkt um die (bei unserer früheren Be- 
trachtung feste) Vertikale durch den Schwerpunkt rotiert, hatte (s. z. B. 
Gl. (31) von pag. 526) im Mittel den Wert 

Klein-Sommeifeld, EreiselbsnsguDg. 40 
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ist also positiv tei positivem N. Sicherlieli wird der Smn der 
Praeessionsbeweguj^ dureli die Reibimg nicht umgekehrb werden 
können. Hierdurch ist die der Bahn von in Fig. £ 




Pfeilrichtung gerechtfertigt. Dieselbe Pfeilrichtimg kommt ersiehtheh 
ancb der Sehwerpunktababn zu. Wir werden aber auch die Gröfse 
der in (2) genannten Präceseionsgesehwindigkeit auf den vorliegenden 
Fall übertragen dürfen, da die Reibung auf dieselbe nur einen in- 
direkten Eiiifluls (durch Verkleinerung von N) hat. 

Die oben eingefdhrten Gesehwindigkeiten v und V sind jetzt nach 
Richtung und Grofse leicht angebbar. v hat die Richttmg der an die 
Bahn von im Punkte P gelegten Tangente und ist in unserer Figur 
von P aus nach hinten gerichtet. V liegt ungefähr senkrecht zur 
Figurenaxe und ist bei dem festgesetzten positiven Rotationesinn in 
unserer Figur nach vome gerichtet. Der Gröfse nach ist, wenn r„ den 
Radius der Bahn von bedeutet, 

(3) v = r„-^ =*■" Ä^- 

Femer folgt ans dem Eigerdmptils N die Gröfse der Rotation um die 
Figurenaxe gleich N/C (C = Trägheitsmoment um die Figurenaxe) und 
hieraus nach obigem angenähert; 

(4) V=Qsm&^- 
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Wir setaen voraus, dafs nicht nur, entsprechend der Bedingung des 
Falles 1), V gröfser als v, sondern dafs V grofs gegen w sei. Dies 
besagt nach (3) und (4) 

Bei hinreichend grofsem Eigenimpuls und hinreichend schräger Piguren- 
ase wird diese Bedingung in der That erfüllt sein. 

Zugleich mit V steht unter der Annahme (5) auch der Eeibunga- 
widersiand W annähernd senkrecht auf der Figurenaxe; dem Sinne 
nach ist er in unserer Figur nach hinten gerichtet. Mit der Gröfse 
und Richtung von W hängt aber die Schwerpunktsbewegung aufs 
engste zusammen. Da nämlich W die einzige horizontale Kraft ist, 
die auf den Kreisel wirkt, so ist die Horizontalbeschleunigung des 
Schwerpunkts zu W parallel und gleich W/M = iig (s. Gl. (1)). Be- 
sehreibt, wie wir annahmen, tter Sehwerpimkt nahezu einen Kreis mit 
annähernd konstanter Ö-esfchwiudigkeit, so ist die Schwerpunkts- 
beschleunigung nahezu zentripetal, also senkrecht gegen die Kreis- 
peripherie nach innen gerichtet. Da diese Richtung andrerseits genau 
parallel zur Richtung von W und daher nahezu senkrecht zur Richtung 
der Figurenaxe steht, so folgt, dafs die Projekiion der Figv^etiaxe cmf 
die tragende Horisontalehene den Sch/werpuriktshreis nahem tangm-en 
mufs. Und zwar entspricht von den beiden Tangenten, die in Fig. 93 
von der augenblickliehen Lage von P an den Schwerpunktskreis ge, 
legt werden können, offenbar die ansgezogene vordere Tangente den 
Verhältnissen des in Rede stehenden Falles 1). fler SchwerpwnM bleibt 
<üsi> hei der Ihtrchlaufung seines Kreises immer etwas hinter dem Stüts- 
punkte swrück; die Figurenaxe schneidet nicht die Vertikale durch den 
Mittelpunkt unserer Kreise, sondern dreht sich in ißi/ndschiefer Lage 
um dieselbe herum. Auch die Gröfae des Schwerpunktskreises folgt 
nun leicht aus der Gröfse der Schwerpnnktsbeschleunigung. Letztere 
ist einerseits bekanntlich gleich r^^'^, andrerseits wie oben bemerkt, 
gleich {ig. Man hat also 

Der Schwerpunktskreis ist um so gröfser, je gröfser der Eigenimpuls 
und je kleiner das Schweremoment F=MgE ist; aufserdem nimmt 
seine Gröfse natürlich mit abnehmendem Reibungskoeffizienten ^ ah 
und reduziert sieh bei verschwindender Reibung auf Null, in "Überein- 
stimmung mit früheren Ergebnissen. Auch die Gröfee des vom Stütz- 
punkt beschriebenen konzentrischen Kreises ist hiernach bekannt. Man 
hat nämlich nach Fig. 93: 
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(7) V = *'/+ (Esin^y, 

wo Esin» die Projektion der Länge OS in die Horizontalebene be- 
deutet. Dieser Kreis wird im allgemeinen nur wenig grofser sein wie 
der Schwerpunttakreis. 

Nachdem die Schwerpunktsbewegung bestimmt ist, haben wir die 
Drehung um den Schwerpunkt zu besprechen. In welchem Sinne wird 
dieselbe durch die Reibui^ W beeinflnfst? Wir konstruieren uns zu- 
nächst das Reibungsmoment 3)i(Tr) mit Bezug auf den Schwerpunkt. 
Vemaehlässigeu wir den Abstand p der Punkte und F, so enthält 
die durch S und W gelegte Ebene annähernd die Pigurenaxe. Der das 
Reibungsmoment darstellende Vektor, welcher als Lot auf dieser Ebene 
zu konstruieren ist, steht daher annähernd senkrecht auf der Figuren- 
axe und ist in der durch die Figurenaxe gelegten Vertikalebene unter 
den Verhältnissen unserer Figur 93 schräg nach oben gerichtet. Der- 
selbe setzt sich nun mit dem vorhandenen Drehimpulse in der Weise 
zusammen, dafs sich der Impuls in jedem Zeitelemente dt um dJ='Sltdt 
ändert. Der Impuls, der ammhemd die Richtung der Pigurenaxe hat, 
wird dadurch nach oben hin abgelenkt. Der Impuls richtet sich durch 
die B^ibungstcirliung (MmÖMieh <mf. Um von hieraus zu scbliefsenj dafs 
auch die Figurenaxe sich aufrichtet, erinnern wir an die Schlufsweise 
Ton pi^. 555, wonach die Rotationsaxe annähernd der Impulsaxe folgt, 
während die Figurenaxe in schnellem Zeitmafs um die Rotationsaxe 
herumgeflihrt wird, so dafs ihre mittlere Lage mit der Lage der 
Rotationsaxe aniÄhemd übereinstimmt. Wir erkennen hieraus weiter, 
dafs die Figurenaxe dtmemd in der Sähe des Impulses hleibt, sich also 
ebenfalls a/africMet. 

Natürlich ist neben dem Reibangsmomente 'Sit{W') das Moment 
des Gfegendmckes SÄ (iJ) zu berücksichtigen; dieses hat eine horizontale 
Axe und giebt in der vom reibungsfreien Falle her bekannten Weise 
indirekt zu der Präcession des Kreisels Änlafs. 

In erster Animherung bleibt die Gröfse des Impulses vermöge der 
Eeibungswirkung ungeändert, da der Impuls-Endpunkt (vgl. Pig. 93) 
annähernd senkrecht gegen die Figm:enaxe und daher auch annähernd 
senkrecht gegen die Impulsrichtung foriisehreitet. Es ist aber klar, 
dafe auf die Dauer der Impuls dennoch geschwächt werden mnfs. 
Denn einerseits wird bei der Hebung der F^urenaxe Arbeit gegen 
die Schwerkraft geleistet, andrerseits geht an der Unterlage dauernd 
Eeibungsarbeit verloren. Diese Arbeitsverluste müssen aus der leben- 
d^en Kraft des Kreisels gedeckt werden, also teils ans der lebendigen 
Kraft der Schwerpunktsbewegung, teils aus derjenigen der Drehbewegung, 
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Die Schwerponktsgeschwindigkeit ist gleich r^i>' und hat nach den Gl. (2) 
und (6) die Gröfse 



1*9 



MgE 



Soll dieselbe abnehmen, so mufs N abnehmen. Za dem gleichen 
Resultat werden ■wir offenbar geführt, wenn wir annehmen, dafs die 
Arheitsverlnete auf Kosten der lebendigen Kraft der Drehbewegung 
vor sich gehen. Denn der Hauptbestandteil dieser lebendigen Kraft 
ist wie bekannt N^j2C. Wahrend also der Mgemmpuls N in erster 
Nähermig hmskmt Meiht, mufs er in zweiter Näherung langsam ab- 
nehmen. 

Die allmähHehe Verminderung von N bedingt aber weiter, dais 
sieb die Präcessionsgesehwiadigkeit i^' nach Gl, (2) beschleunigt und 
femer nach Gl. (6), dafe sich der Radius des Sehwerpunktskreises ver- 
ringert. Hieraus folgt nach Gl. (7), dafs auch der Radius des vom 
Stützpunkte beachriebenen Kreises r^ abnehmen mufs, der übrigens in 
geringerem Grade auch durch das Aufrichten der Figurenaxe {Ver- 
kleinerung des Winkels &) verkleinert wird. Diese Ergebnisse stimmen, 
wie man sieht, mit den vorangestellten Resultaten der Beobachtung 
übereiu. 

Wir fassen unsere Betrachtungen wie folgt zusammen: Im Falle 1) 
[ F > y oder besser V grofs gegen v\ läuft der Sekwerpunkt auf einem, 
Kreise, dessen Badius sieh aVmiSüidi verkl&mert, also genauer gesagt, 
auf einer sich verengernden S^raU, imd Dwar mit abnehmender Öe- 
schwindigheit. Das Gleiche gut von dem SfUtzpimkte P oder dem SaJb- 
JmgdmiUe^iwJcte 0. Die Figwenaxe, die i^sprüngUeh unter dem Winkel 
& windschief an der vertikalen Mittellinie des Schwerptmhtskreises vorbei- 
geht, richtet sich im Verlauf der Bewegung durch den Evnfhfs der Regung 
immer mdir auf. 

Wir wollen in ähnlicher Weise den Fall 3) ' ü < V diskutieren. 
Hier ist die Geschwindigkeit v für den Sinn des Gleitens mafsgebend; 
unter den Verhältnissen unserer F^. 94, wo v im Punkte P nach 
hinten gerichtet ist, wird der Reibungswiderstand W nach vom ge- 
richtet sein. Hatten wir an unserer Annahme fest, dafs der Schwer- 
punkt sich nahezu gleichförmig auf einem Kreise bewegt, so muls 
seine Zentripetalbesebleunigung wieder nach Richtung und Gröfse gleich 
WjM sein. Die Zentripetalbeschleunigung mufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W nach vom gerichtet sein, d. h. 8 mufs sich auf dem hinteren 
Halbbogen des Sehwerpunktskreises befinden. Der Schwerpunkt eilt 
jeist dem Siütspunkt im Sinne der Bewegung etwas voraus. Die Figuren- 
axe geht abermals an der durch den Mittelpunkt des Schwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen windschief vorbei. D^egen können wir 
nicht mehr wie im FaUe 1) behaupten, dafa W nahezu senkreehfc zur 
Figurenaxe steht; es ist dea- 
';?^<W halb in Fig. 94 die in die 

Horizontalebene projizierte 
Figureuase nicht wie vorher 
als Tangente sondern als 
Sekante an den Schwer- 
punktskreis gelegt. Für die 
Gröfse des Schwerpunkta- 
kreises gilt wie vorher die 
Formel (6). 

Es handelt sieh femer 
um den Einflufs der Reibung 
auf die Drehbewegung. Hier 
liegen die Verhältnisse dem 
Sinne nach umgekehrt wie 
im Falle 1). Da der ßeibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nach vorne gerichtet ist, 
giebt er im Schwerpunkte 
Tig, M. eiß Moment, dessen reprä- 

sentierender Vektor schräg 
nach unten verläuft. Der Impuls-Endpunkt wird also durch die Reibungs- 
wirkung jetzt nach unten abgelenkt. i)e>- Impulsvektor und (bei Hinzu- 
nahme der Überlegung von pag. 555) amh die Figwmaxe werden sich senken. 
Um auch hier die Arbeitsverhältnisse zu berücksichtigen, bemerken 
wir, dafs durch die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durch den"" Reibungswiderstand dauernd j' Arbeit verbraucht wird. 
Wahrscheinhch wird die letztere Arbeitsgröfse überwiegen, sodafs im 
Ganzen die lebendige Eraft und insbesondere der Eigenimpuls weiter 
abnimmt. Wir sahen oben, dafa hieraus eine Verkleinerung des Schwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Bahn des Stütz- 
punktes folgen würde. Andrerseits würde die zunehmende Neigung der 
Figurenaxe bei ungeäadert bleibender Schwerpunktsbahn eine Ver- 
gröfserung der Bahn des Stützpunktes bedingen. Welcher von beiden 
Umständen mehr Einflufs auf die Gröfse der Bahn des Stützpunktes 
haben wird, läfat sich allgemein nicht entacheiden. Thatsädüich be- 
obachtet man gegen Ende der Bewegung bei geschwächtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweiterung, zuweilen eine Verengerung der 
Bahn des Stützpunktes. 
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Als hauptsächliches Ergebnis dieser allerdings sehr unsicheren 
BetriMihtung ist zu betonen: Die Figurenaxe muß sich im Falle 3) 
senken. Hierbei kann es nicht ausbleiben, dafs der Kreisel BchlieMieh 
mit seinen oberen Partien die Unterlage berübrfc und nach einigen ua- 
regelmäfsigen Auslaufsbewegungen zur Ruhe koiamt. 

Hinsichtlich des GrenzfaUes 2) v — V wollen wir uns kurz fassen. 
Dieser kann sieh nur Torabergebend und, da wir die den Fall defi- 
nierende Gleichung als Bedingung sowohl für die GrÖfse wie für die 
Richtung der Geschwindigkeiten v und V auffassen wollten, nur unter 
besonderen Umständen einstellen. Da in diesem Grenzfalle der Stutz- 
punkt an der Unterlage Überhaupt nicht gleitet, so ist die eventuell 
vorhandene Reihung als eine Reibung der Ruhe (vgl. § 2) zu bezeichnen. 
Man hat alsdann nach Coulomb W^fi^Mg, wo jt^ den ReibuBgskoeffi- 
zienten der Ruhe bedeutet. Insbesondere ist es möglich, dafs die 
ruhende Reibung gleich Null wird, wenn nämlich der Schwerpunkt, 
dessen Beschleunigung auch jetzt naob Richtung und Gröfse, gleich 
WjM sein mufs, in Ruhe ist, wenn also der Sehwerpunktskreis sich 
auf einen Punkt zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denk- 
bar, dafs der Kreisel seine Präeession ausführt, genau so wie auf einer 
idealen glatten Ebene, die wir im Anhange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figurenaxe weder steigt noch fallt. Eine solche Be- 
wegung könnte sogar beliebig lange andauern, wenn nicht andere hier- 
bei aufser Betracht gelassene Einflüsse (rollende Reibung, Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) stören und den Übergang zu dem 
Fall 3) bedingen würden. 

Die Unterscheidung der vorangestellten drei Fälle V>v, V=v, V<iv 
haben wir einer Note von Ärchibald Smith*) entnommen, in welcher 
überdies namenthch der Einflufs der besonderen Form des Auflager- 
endea diskutiert wird. Um unsere früheren Reibungsbetrachtungen in 
diese Fallunterscheidung einzuordnen, bemerken wir, dafs beim Kreisel 
mi t festgehaltenem Punkte natürlich ii = ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingung des Falles 1). Dementsprechend 
fanden wir früher, dafs vermöge der gleitenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sich allemal aufrichten müsse. Eine 
Behandlung des vorliegenden Reibungsprohlems findet sich, soweit es 
die Drehung des Kreisels um seinen Schwerpunkt angeht, auch in dem 
! Buche von Jellett**), jedoch mit dem Unterschiede, dafs 



*) Note on fcbe tbeory of the Bpinning top. Cambridge Mathematical Journal 
Vol. 1 (1846) pag. 47, 

**) Theorie der Reibung, deutsch von Lürotb und Schepp. Leipzig 1890, 
Kapitel S, pag. 198. 
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hier die Kichtai^ dea Grleitens alleia nach der Geschwindigkeit "F" 
heurteUt und das Vorhandensein der Geschwindigkeit v übersehen wird. 
Indem also Jellet gewiasermafsen die Geschwindigkeit v gleich Null 
setzt, befindet er sich gleichfalls unter der Bedingui^ dea Falles 1) 
und zeigt dementsprechend durch Rechnungen, die xm serer obigen 
qualitativen Überlegung als Stütze dienen können, dafs die Figurenaxe 
sich aufrichten müsse. Nimmt man andrerseits an, dafs der Kreisel 
nach unten hin in eine absolut scharfe konische Spitze ausläuft, so 
wird der Stützpunkt ein Punkt der Figurenaxe, lÄmlich eben diese 
Spitze sein; alsdann ist bei reiner Rotation um die Figurenase F= 
und wir befinden uns stets im Falle 3). Infolgedessen würde bei 
absolut zugeschärfter Auflagestelle die Figurenaxe unter allen Um- 
ständen durch die Reibung gesenkt werden. 

Die hier gegebene Behandlung ist sowohl nach theoretischer wie 
nach experimenteller Seite hin reichlich unvollständig. So haben wir 
es nach theoretischer Seite überhaupt vermieden, die mit Reibungs- 
gliedem behafteten Differentialgleichungen der Bewegung aufzuschreiben, 
weil wir uns bei der Unsicherheit der physikalischen Grundlagen keinen 
der Mühe entsprechenden Nutzen für das Verständnis des wirklich Be- 
obachteten aus eingehenderen analytischen Ent Wickelungen versprachen. 
Nach experimenteller Seite haben wir ims mit der Aufzeichnung der 
Bahnkurve begnügt, welche der Unterstütaungspunkt auf der Unter- 
lage beschreibt, di^egen haben wir genauere Messungen über die zu 
jeder Bahnkurve gehörige Impulsgröfse, über die Abhängigkeit der 
Bewegung von den Anfangsbedingungen, von der Form der Äuflitge- 
fläche etc. unterlassen müssen. Das letztere Versäumnis scheint uns 
im vorliegenden Falle schwerer zu wiegen, wie das erstere; wie wir 
denn allgemein wiederholentlieh betonen möchten, dafs das Verständnis 
der wirklichen Bewegungs Vorgänge, sofern dabei Reibungseinflüsse 
vorherrschend sind, mindestens ebenso sehr durch 
durch Rechnung zu fördern ist. 
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Kapitel VUI. 

Anwendimgen der Rreiseltheorie. 

Abschnitt A. Astronomische Anwendnngen. 

§ 1. Die Präcession der Erdaxe, im AuBchlurs an eine Idee von 
Gaufa behandelt. 

Entspreehead der dominiereaden Stellung, welche die astrono- 
no mischen An Wendungen ia der älteren mathematischen Litter atuv 
einnehmen, ist das Problem der Rotation serscheiann gen des Erdkörpers 
von hervorragendem Eiuflufs auf die Entwictelung der Kreiseltheorie 
überhaupt gewesen, wie sich unter Anderem in der auch von uns über- 
nommenen Nomenelatur: reguläre Pracession, Nutation, Knotenlinie 
erweist. Fast die sämtlichen Namen der mathematischen Klassiker, 
allen voran Newton, dann Euler, d'Älembert, Laplace, Lagrange, 
Poisson, finden wir mit der Geschichte dieses Problems verknüpft 

Die Theorie der astronomischen Pracession ist sehr einfach, wenn 
man sich auf eine erste Auaähemng beschränkt, sehr kompliziert, wenn 
man eine ersohöpfeade Behandlang anstrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lehrbüchern der Astronomie*) eingenommen, auf den 
ersteren müssen wir uns im wesentliehen stellen. Lediglich um dem 
nicht-astroaomischen Leser einen Einblick in die mühsamen und be- 
wundernswert gründlichen Methoden der Astronomie zu verschaffen, 
wollen wir zum Schlufs dieses Abschnittes einige Resultate der ge- 
naueren Theorie hersetzen. 

Die Schwierigkeit wächst ganz auTserordentlich, wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamik verlassen und den Erdkörper nicht 
mehr als absolut starr ansehen. Die Diskussionen, die dann auftreten, 
sind heute noch keineswegs abgeschlossen. Wir werden diese Dinge 
för den folgenden Abschnitt aufsparen und zunächst an der Annahme 
der Starrheii festhalten. 



*) Wir beziehen tuib im Folgeitde» auf TiBBerand, Möcaniqne cöteste, t, n, 
Chap. 22 — 27. In g 194, p^, i42 berichtet Tiaserand über die Geschichte des 
Problems und den Anteil der oben genannten Klassiker an aeiuet Eiforschnng, 
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Die Methode, der wir uns bedienen werden, ist einem von G-aufs 
angegebenen Verfahren zur Bereebnung der säkularen Störungen der 
Planetenbahnen nachgebildet. Sie hat den Vorzug grofser Anschaulich- 
keit und liefert die einzelnen Bestandteile der Lösung schrittweise nach 
der Reihenfolge ihrer Wichtigkeit. Auf das vorliegende Problem scheint 
sie bisher nicht angewandt zu sein. Gaufs selbst leitet seine Methode 
durch die Bemerkung ein, dafs „die Säkuiarveränderungen einer Planeten- 
bahn durch die Störung ein^ anderen Planeten dieselben sind, der 
störende Planet mag seine elliptische Bahn nach Keplers Gesetzen 
wirklich beschreiben, oder seine Masse mag auf den Umfang der 
Ellipse in dem Mafse verteilt angenommen werden, dafs auf Stücke 
der Ellipse, die sonst in gleich grofaen Zeiten beschrieben werden, 
gleich grofse Anteile an der ganzen Masse kommen". 

Diesen Gedanken wollen wir uns zu eigen machen und erweitem: 
Wir woUen nicht nur die Masse des störenden, sondern später (§ 2) 
auch die des gestörten Körpers, wo dieses wünschenswert ist, längs 
seiner Bahn verteilen, die wir dann als starren Ring behandeln, und 
werden nicht nur die säkularen, sondern auch, bei Zugrundelegui^ einer 
anderen Massenverteilung, die periodischen Störungen (§ 3) zu finden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Methode auseinandergesetzt hat, dient sie zur 
gemmm Bestimmung der säkularen Störungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordnung). Indem wir auf die von Gaufs beabsichtigte Ge- 
nauigkeit verzichten, werden wir sie dadurch vereinfachen, dafs wir 
zunächst von der Excentrieität der Bahn, d. h. hier der Sonnen- und 
Mondbahn absehen, diese also als kreisförmig Toraus setzen. Damit 
fällt aber zugleich die in dem Gaufsiachen Citat vorgesehene Ungleich- 
förmigkeit der Massenverteilung fort, welche ja der ungleichförmigen 
Bewegung auf der EUipse entsprechen sollte, und macht einer gleich- 
förmigen Verteilung auf der Kreisperipherie Platz. 

Der wichtigste Teil der Rotationserscheinungen der Erde ist die 
Fräcessionsbewegimg. Die kinematischen Verhältnisse derselben sind 
uns im Groben schon von früher her (pag. 50) bekannt: Die Erdaxe 
bildet mit der Normalen zur Ekliptik einen Winkel von 23'/3'' (ge- 
nauer zur Zeit 23* 27' 7", welche Zahl aber selbst lai^sam veränderlich 
ist) und dreht sich unter diesem Winkel um die besagte Normale in 
ca. 26000 Jahren einmal herum. Zusammen mit der iäglichen Um- 
drehung der Erde stellt diese Asenbewegung eine reguläre Präeession 

*) Determinatio attractionia etc., Ges. W. Bd. 3, pag. 331 und 357. Es ist 
dies dieselbe Abhandlung, welche die einzige direkte Mitteilung von GauTs über 
seine Theorie der elliptischen Integrale enthält. 
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im früheren Sinne dar u. zw. eine retrograde: Befcraeliten wir nämlich 
den Vorgang TOn deijenigen Seite der Ekliptik aus, nach welcher der 
Nordpol der Erde hinweist, so findet 
die Drehung der Erde um ihre Figuren- 
ase entgegen dem Sinne des Uhrzeigera, 
die Drehung der Erdaxe um die Normale 
der Ekliptik im Sinne des Uhrzeigers 
statt (s. die nebenstehende Figur; die 
drei Pfeile, welche bez. der Figurenaxo 
der Erde F, der Normalen N und der 
Ebene E der Ekliptik beigegeben sind, 
deuten die Richtung der Erdrotation, der 
Präcession der Erdaxe und der schein- 
baren Sonnenbewegung an); der schmale 

Polhodiebegel, dessen Gröfse pag, 50 ermittelt wurde, roUfc im Innern des 
Herpolhodiekegels ab (vgl. Fig. 8 von pag. 52 sowie Fig. 100a), 

Diese Verhältnisse ebenso wie die Zahl 26000 sind der Beobachtung 
natürlich nicht direkt zugänglieb. Letztere bezieht sich vielmehr auf 
die Schnittpunkte der Ekliptik mit der Äquatorebene, welche be- 
kanntlich Frühlings- tmd Serbst- Äquinoktialpankte {Tag- und Nackt- 
glddimrPimkte) heilsen und deren Verbindnngsgerade die Knotenlinie K 
ist. Aus der Präcessionsbewegung der Erdaxe folgt nun, dafs sich 
auch diese Punkte im Sinne des Uhrzeigers, d, h. entgegen dem Sinne 
der scheinbaren Sonnenbewegung um die Normale der Ekliptik herum- 
hewegen und zwar, wie die Beobachtung zeigt, in jedem Jahre um den 
BetrE^ von ca. 50"- Hieraus berechnet sich rückwärts die angegebene 
angeföhre Periode von 26 000 Jahren. Es ist nämlich die Zeit eines 
vollen Umganges der Äquinoktialpunkte, also auch die Zeit, in der 
die Erdaxe die Normale der Ekliptik einmal umkreist, gleich 

^ = ea. 26 000 Jahren. 

Wir fragen nun, wie weit diese Erscheinung durch die bisherige 
Theorie des schweren symmetrischen Kreisels erklärt werden kann. 
DaTs es sich um nichts anderes, als eine Wirkui^ der allgemeinen 
Giravitation anf die am Äquator wulstförmig aufgetriebene, rotierende 
Erdmasse handelt, hat schon Newton*) erkannt und damit einen der 
wichtigsten und bewundernswertesten Belege seiner Theorie geschaffen. 

Da die ins Spiel kommenden Anziehungskräfte nur von der gegen- 
seitigen L^e der Himmelskörper abhängen, dürfen wir uns den Schwer- 

*) PhiloBophiae nfttnralis principia matheinatica. 1687. Tom. EI, Prop. 
XXI, Theor, XVn, 
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punkt der Erde als fest imd die ttbrigen Himmelskörper relativ gegen 
die Erde bewegt denken. Von diesen werden wir nur diejenigen Körper 
zu berüekaicbtigen brauchen, welche entweder darch ihre Überwiegende 
Gröfse oder durch ihre geringe Entfernung von der Erde ausgezeichnet 
sind, d. h. nur die Sonne und den Mond. Zur vollständigen Behandlung 
der Botationserscheinungen der Erde wäre es erforderlich, die wechselnde 
Gröfse der Anziehungskraft infolge der wechselnden Entfernung beider 
Körper von der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Portechreitens der Körper auf ihren Bahnen zu berücksichtigen. 
In dieser Allgemeinheit werden wir auf das Problem im dritten Para- 
gi-aphen zurückkommen. Wir werden uns dort das zeitlich veränder- 
liche Potential der Sonnen- und Mondanziehung V{t') in eine trigono- 
metrische Reihe nach der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
Perioden des Sonnenumlaufs, des Umlaufs der Mondknoten etc. ent- 
sprechenden periodischen Glieder für sieh betrachten. Das konstante 
Glied jener Reihe liefert im Besonderen die säkulare Einwwkwng von 
Sonne und Mond auf die Erde, welches als Folgeerseheinnng die 
uns zunächst interessierende Präcessionsbewegung der Erdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stelle auf jene allgemeinere Betrachtung nur hin- 
weisen, wollen wir uns nun des anschaulichen Gaufsisehen Verfahrens 
bedienen, welches gerade den in Frage kommenden säkularen Teil aus 
der gesamten AnziehungswLrkung aussondert. 



■ denken uns also di 
relativen Bahnen gegen 
förmig ausgebreitet. 



die M^se von Sonne und Mond auf ihren 
Erde ausgebreitet, und zwar gleich- 
diese Bahnen als Kreise voraussetzen 
wollten. Der Radius der Kreise entspricht dem mittleren Erd- 
abstand von Sonne und Mond. Wir haben auf diese Weise statt der 
wirklichen Sonnen- und Mondanziehung die Anziehung eines unendlich 
dünnen „Sonnen- und Mondringes" von gleichförmiger Dichte zu unter- 
suchen. Femer woUen wir fürs Erste von der Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, welche bekanntlich ungefähr 5" beträgt, absehen 
und uns den Mondring in die Ebene des Sonnenringes hineingedreht 
denken (b. Fig. 96, wo den fraglichen Ringen die in der Astronomie 
üblichen Zeichen für Sonne 0, Mond C und Erde J beig^eben 
sind). Auch über die Beschaffenheit der Erde wollen wir vereinfachende 
Annahmen machen. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
aufserdem als Rotationskörper um die Nord-Südpol-Axe von den Träg- 
heitsmomenten C und A voraus, wobei wegen der Aufbauchung am 
Äquator O J. ist. Pür die Berechnung sämtlicher Trägheitswirkungen 
kommt es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder andere Körper von denselben Trägheitsmomenten C, A, A &a die 
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Stelle der Erde gesetzt, würde sieh hinsichtlich aller Trägheitswirtuagen 
bei der Rotation genau so verhalten wie die Erde. Aher mehr als 
daß: Wir behaupten, dafs es auch bei der Berechnung der Äjiziehungs- 




wirkungen von Sonne und Mond ledigheh auf die Oröfse der Trägheits- 
momente ankommt, sofern wir uns mit einer gewissen Näherung 



Zum Beweise denken wir uns das Anziehungspotential der wirklichen 
Erde auf einen äufseren, hinreichend entfernten Punkt P, z. B. einen Punkt 
des Sonnen- oder Mondringes hingeschrieben. Df^selbe hat die Eorm 
^ — , wo m ein Masaeneleraent der Erde ist und die Summation 
sich auf die ganze Erdmasse erstreckt. Hier wird man Ijr nach Po- 
tenzen der Verhältnisse X/r^, ^/^of ^/»"o entwickeln, wobei unter 
XYZ die Koordinaten des Massenelementes m verstanden werden, als 
Koordinaten -Anfangspunkt der Mittelpunkt (Schwerpunkt) der Erde 
gedacht wird und r,, den Abstand des Punktes P vom Erdmittelpunkte 
bedeutet. Diese Keihe konvergiert sehr schnell, weil die genannten 
Verhältnisse in unserem Falle höchstens gleich dem Verhältnis Erd- 
radius durch HadiuB der Mondbahn sind. Man wird daher, wenn man 
keine grofse Genauigkeit anstrebt, die Reihe mit den Gliedera nied- 
rigster Ordnung abbrechen dürfen. Die Glieder erster Ordnung ver- 
schwinden bei der Summation über die Erde, falls man als Koordinaten- 
anfang den Schwerpunkt gewählt hat. Die Glieder zweiter Ordnung 
weisen nach Ausführung der Summation als Koeffizienten die Gröfsen 
2mJi?, SmXY, ..., d.h. die Trägheitsmomente und Trägheitsprodnkte 
(oder Centrifugalmomente) der Erde auf. LUfst man insbesondere die 
Koordinatenaxen mit den Hauptträgheitsasen zusammenfallen, so redu- 
ziert sich die Zahl der quadratischen Glieder auf drei xmA ihre Koeffi- 
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zienten werden die drei Hauptträgheitamomente. Daraus folgt aber, 
dafa in erster Ännälierung, d. h. "bei Beriicksiehtiguj^ lediglich der 
Glieder niedrigster Ordmmg, alle Körper von gleieber Lage der Haupt- 
asen und gleicher Qrörse der Hauptträgheitsniomente sich auch -hin- 
sichtlich der Gravitationswirkungen gleich verhalten möasen. Wir 
können also auch in di^er Hinsicht für die Erde einen beliebigen 
anderen Körper substituieren, falls nur das Trägheitsellipsoid desselben 
mit dem der Erde identisch ist. 

Für viele Zwecke ist es üblich und nützlich, sich die Erde durch 
ein ideales Rotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere Wahl vorzuziehen: wir denken uns eine vollkommene, 
homogene Kugel, welche am Äquator mit einem gleichförmig mit 
Masse belegten Gürtel versehen ist. Es sei a das Trägheitsmoment 
der Kugel für einen ihrer Durchmesser und m die anf unserem Gürtel, 
dem „Erdringe", ausgebreitete Masse. Wir haben es nun so einzurichten, 
dafa diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Hauptträgheits- 
momente C und A besitze, wie die wirkliche Erde, um in ihr einen 
für unsere Zwecke vollkommenen Ersatz der wirklichen Erde zu haben. 
Es ist aher das Trägheitsmoment des Ringes um die Nord-Süd-Ase 
gleich rnlt^, das um eine äquatoriale Aie gleich ^j^mB?, unter B. den 
Erdradius verstanden. Mithin haben wir zu bewirken, dafs 
mW + a = C, 
\mB? + a^A 
wird; wir haben also zu wählen: 
(1) w = - ^^^~^\ a^2A-C. 

Weiter ist aus Symmetrierücksicbten klar, dafs die Kugel vom 
Tr^heitsmomente a bei der Berechnung des Drehmomentes der an- 
ziehenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicht in Fr^e kommt, 
dafs wir vielmehr nur den Erdring zu berücksichtigen haben. Femer 
lehrt die mechanische Anschauung ohne Weiteres, dafs Sonnen- and 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sein werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik hineinzudrehen. Die betr. ' Drehkraft hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, von derjenigen Seite der Knotenlinie 
gesehen, welche den Frühlings -Tag- und Nachtgleichen- Punkt trägt, 
um diese Axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Stützpunkte liegt. Wir wünschen die Gröfse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 
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Sei «i, die Masse, r^ der Radina des Sonnenringes imd ^^ ein in 
der Ekliptik etwa von der Xnotenlinie aua gezählter Winkel, welcher 
die einzelnen Punkte des Sonnenringes unterscheidet (s. Fig. 96). Die 
analoge Bedeutung mögen m^, r^, 11^2 für den Mondring haben. Endlich 
sind di^elben GrÖfaen für den um den Erdäquator herunigelegten 
Erdring: m (s. oben), B (Erdradias) und ^ (ein in der Äquatorehene 
von der Knotenlinie ans gezählter Winkel). 

Der Winkel zwischen Erdring und Ekliptik heifse ■9- (= 2372* '^)- 
Wir legen rechtwinklige Koordinaten x, y, s zu Grunde, indem wir die 
s-Richtung mit der Normalen der Ekliptik, die »^-Richtung mit der 
Knot«nlinie zusammenfallen lassen; dann wird für den Sonnen- und 
Mondring: 

a^j = r^ cos]^-[, y^ = r^ sin^^, z^ =- 0, 
x^ = r^ eoB ^2 1 S's =" ''2 ^^^ ^a > ^2 = ö , 
während wir für den Erdring haben: 

x = IicoB^, y =^ B BUKp cos & , = E 3inq> sind-. 
um das Änziehungspotential des Sonnenringes auf den Erdring an 
bilden, berechnen wir 

i-{fe-l)'+(»,~y)"+(«,-^)'l"*-|','+S'-2J!r,8|-*, 

s = — ' p — ~ ^ cosT/f^ COS 9? -|- sin^i sin 9) cos*, 

und entwickeln — nach Potenzen der kleinen Gfröfse — ■, indem wir 
nur die Glieder bis zur zweiten Potenz incl. hinschreiben: 

^=^(i+f+l(f)'-l(|)"+-)- 

Dieser Ausdruck ist nEich ^^ und go, d. h. über den Sonnen- und Erd- 
ring zu integrieren. Dabei wird 



/• 



dip^ = 0, f s^d^j^ = it(coa^(p -f sin^^ü cos^©-), 



1 d<p j s^dti -=st^(l + C03^# 



Das gesuchte Potential lautet daher, unter f die Gravitationskonstante 
verstanden: 



TT- j- I rdm, dm j.m,m | , , / 1 j 



-/■^ (1 + 1^(1 + »»■'») - 
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Dasselbe hängt, wie wir sehen, nur von dem Winkel 9- ab; also wirkt 
die Anziehung nur auf eine Änderung des Winkels 9, d, h. auf eine 
Drehung um die Knotenlinie hin, wie wir schon oben erkannten. Die 
Gröfse dieser Drehkraft ist dabei in erster Ani^herung, d. h. bei der 
schon vorher genannten Vemach^ssigung der höheren Potenzen von — : 

(2) -^- ^ — -rf 3 sin 3- cos 9: 

Endlich drücken wir die Masse m des Erdringea durch die Trägheits- 
momente G und A des Erdkörpers aus (s. Gl. (1)) und erhalten: 

(2 ) -^ — f ^i^^^^ — -' sm# cos %. 

Ebenso ergiebt sich das vom Mondringe herrührende Drehmoment zu 



(2") 



dY^ ä m^ifi-A) 



Die genannte Drehkraft ist daher gleich der Summe dieser beiden 
Ausdrücke, d. h, gleich 

Pcosfl- sin ■9', 
wenn zur Abkürzung 
(3) ■P--|f(C-^){^ + ^) 

gesetzt wird. Wir haben somit im vorliegenden Falle für die änfsere 
Drehkraft einen ganz ähnlichen Wert (P sin a^ cos*, P<0) gefunden, 
wie früher beim schweren symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unterhalb des Stützpunktes lag (Psin^S', P<0). 

Wir machen uns nun klar, äafo umter dem Einflufs dieser Dreh- 
kraß die regiäme Präcession äkfdich wie früher eine mÖgUche Be- 
wegvmgsform darstellt. Gleichzeitig merken wir an, dafe sie ebenso- 
wenig wie früher, die allgemeinste mögliehe Bewegungsform giebt. 
(Die Frage, ob es sieh bei der Erde um die besondere reguläre Prä- 
cession oder um die allgemeine pseudoreguläre Präcession handelt, bildet 
den eigentlichen Gegenstand des folgenden geophysikalischen Abschnittes. 
Indem wii- den Leser auf diesen verweisen, werden wir im gegen- 
wärt^en Abschnitt die Bewegung der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes als reguläre Präcession behandeln.) Dabei stützen wir uns am 
einfechsten auf das d'Alembertsche Prinzip (Kap. Ill, § 4), nach 
welchem bei jeder möglichen oder „natürlichen" Bewegung des Kreisels 
die Trägheitswirkung der äufseren Drehkraft dauernd das Gleichgewicht 
hält. Die Trägheitswirkung des symmetrischen Kreisels bei der regu- 
lären Präcession wurde pag. 175 zu 
(4), K C^rsin*^ (C— j;)v^ sin* cos# 
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gefonden; dieses Moment hatte die Enotenliuie zur Axe, ebenso wie 
im TOrliegenden Falle die äufsere Drehkraft Psin.^'cos^. Das besagte 
Prinzip verlaogt also: 

(5) . K+ PsinS'cosd-^O. 

In Gleichung (4) bedeutet v die Präeessionageseliwindigkeit, d. b. 
die Winkelgescbwindigfceit, mit der sich die Erdaxe um die Normale 
der Ekliptik dreht; ^ ist die Winkelgeacbwindigbeit der Erde bei 
ihrer täglichen Umdrehung, gemessen von der Knotenlinie aus. Als 
Unbekannte haben wir die Gröfse v anzusehen. Unsere Gleichung 
liefert für dieselbe zwei Werte (wie früher bei der Präcesaionsbewegung 
des symmetrischen Kreisels, pag. 178); da P (s. n.) sehr klein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sehr klein, der andere von der Gröfsen- 
ordnung von jt. In unserem Falle kommt nur der erstere Wert für 
die PräcessioDsgeschwiudigkeit in- Betracht, da die Beobachtungen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erheblich kleiner als ft iat. Gleichzeitig be- 
rechtigt uns eben diese Kleinheit des Verhältnisses v : ji in Gleichung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vernachlässigen und Gleichung (5) 
einfacher folgendermafsen au schreiben: 
(ö") Ctiv = P cos 0-. 

Hieraus ergiebt sich als theoretischer Wert für v: 

(6) '-^r'-'-^T-o-K' + u-l'""- 

Die rechte Seite läTst sich für die numerische Rechnung bequemer 
gestalten, wenn wir sie mit Hülfe des dritten Keplerschen Gesetzes um- 
formen. Der präciseste Ausdruck desselben ist bekanntlich die Gleichung 

hier bedeuten m und m' die beiden Massen des Zweikörperproblems, 
a die halbe grofse Ase der Keplerschen Ellipse, T die Umlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizität absehen, wird a mit dem mittleren 
Abstände r identisch. Für die Bewegung der Erde um die Sonne er- 
giebt sich hieraus, da die Masse der Erde g^eu die der Sonne ohne 
Weiteres vernachlässigt werden darf: 

(') f^'-ar 

und für die Bewegung des Mondes um die Erde 

Gleichung (6) schreibt sich daraufhin folgendermafsen: 
(6-) „ _ _ 6,' <tl^ (i + yÄ_ ^) „, ». 

El ein- Sommerfeld, Kieiaelbewegung, 41 
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Aus dieser Formel wollen wir nun einige numerische Schlüsse ziehen. 
Zunächst Mst sich der von der Sonne herrührende Beatandteil der 
Priicession (vj) mit dem von dem Monde herrülirenden (vg) vergleichen. 
Wir haben nämlich ersichtlich 



:+o¥- 



Hier ist 2"^ : I\ das Verhältnis des (siderischen) Mondnmlaufs zum 
(aiderisehen) Jahre, d. h. ungefähr gleich 277^:36574, Für das Ver- 
hältnis der Erdmasse zur Mondmasae werden wir den Wert 82 zu Grunde 
legen. Info^e dessen ergiebt sich 

^ = 0,47 oder ^ ^ 2,13. 

Der Bmfy-ag des Mondes zur Präcessionserseheinmtff ist (dso wegen semer 
geringen Entfernung trotz semer geringen Masse mehr als d&j^elt so grofs, 
wie der der Sonne. 

Berechnen wir nun die beiden Bestandteile einzeln. Wir haben 

(8) v, = - 6är^ ^=^ ^ , V, = 2,13 ■ v,. 

Es ist aber ji, die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehnng, gleich 

— Sra dividiert durch die Länge des Stemtages*), also fiT^ gleich 

— 2re multipliziert mit der Anzahl der Sterntage, die auf ein Jahr 
kommen. Diese Anzahl ist bekannÜieh um 1 gröfser wie die Au'zahl 
der Sonnentage. Somit wird iiT^ = — 2^1 ■ 366%- (Das negative 
Zeichen rührt daher, dafs die Drehung der Erde entgegen dem Sinne 
des Uhrzeigers stattfindet.) Wir müssen femer den Wert von — ^ — 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels schuldig machen (s. § 4), 
wollen wir dafür den Wert --r^ aeceptieren. Nehmen wir als Zeit- 
einheit das Jahr an, so ergiebt sich schlieislich, in Bogeneekunden 
ausgedrückt: 



*) Diese Angabe ist nickt ganz genaa. Da nämlich die Winkelgeschwindig- 
keit (t eheiiBo wie der Eulersche Winkel <p, dessen zeitlicher DifPerentialciuotient 
sie ist, von der Knotenlinie aus zu messen ist «nd diese sich, eben wegen der 
Präcession, en%egen dem Sinne der Erdrotation verBehiebt, so wird p, in Wirk- 
lichkeit etwas gröfser ansfallen. IKe obige Angabe bezieht sich eigentlich auf 
die wahre Umdiehungagesohwindigkeit r, die dritte Eomponente des Drehungs- 
vektors (p, q, »■). Da aber r ^ tp' -|- cobS' ■ ijr, da ferner ip'=^ p,, ^' = v ist, so 
wird die Diffetena awiachen r und [i gleich j/cosö-, welche Grörse wegen der 
Kleinheit von v l'fli- unsere Zwecke nicht in Betracht kommt. 
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l)ie Knotenlime dreht mch also wegen der Sonnenanztehmg allein im 
Laufe eines Jahres um 16" vorwärts. 

Ferner ei^ebt sich nach Gl, (8) 
(9') v^ = 2,13 ■ 16" = 34". 

Weg<m der Mondanmehtmff alldn dreht sich also die Knotmlinie 
während eines Jahres um, 34", Der Gesamibeirag der Präcession ist 
mithin 
(10) v, + v^ = 50". 

Soviel über die Erklärang und die ui^efähre öröfsenbeatinunung 
der Präcession. Zimi Vei^leich mit Späterem wollen wir noeb die 
Bewegung der Erdaxe durch Angabe der Eulerschen Winkel ip und & 
beschreiben. Dem bisherigen Grade der Annäherung entspricht die 
folgende Darstellung: 

^ ' la- = 23«2T7"; 

die Gröfae ijig bleibt hierin unbestimmt; sie hängt dayon ab, von 

welchem Punkte der Ekliptik wir den Winkel f messen wollen. 



§ 2. Der Bückgang der Mondknoten. Erste Erweiterung der 
Caufsisohen Methode. 

Die Mondbahn fällt bekanntlich nicht genau mit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisher annahmen, sondern büdet mit ihr 
einen Winkel von ca. 5" (genauer gesagt einen Winkel, der zwischen 
Ö^O' und 5*" 18' schwankt). Ihre Schnittpunkte mit dieser Ebene sind 
die Mondknoten, die Verbindungslinie derselben heilst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Knotenlinie führt mm unter dem Einflufs der 
Somienauziehnng eine, im Sinne der Mondbewegung gerechnet, rück- 
läufige Bewegung aus; sie dreht sich um die Normale der Ekliptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne des Uhrzeigers, aber 
mit erhebhch gröfserer Geschwindigkeit, nämlich in ca. ISy^ Jahren 
einmal um. 

Wir können auch diese Knotenbewegung in Zusammenhang mit 
der Kreiseltheorie bringen und können ihren aahlenmäfsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings müssen wir dabei wesentliche Punkte 
aus der Theorie des Mondes sls bekannt voraussetzen. Wir müssen 
nämJich von vornherein wissen, dafs die von der Sonne hervorgerufene 
hauptsächhche Störung der Mondbahn in einer Bewegung ihrer Knoten 
bei Unveränderliehkeit ihrer Neigung gegen die Ekliptik besteht. Wir . 
müssen femer wissen, dafs die (bekanntlich ziemHch grofse) Exeeu- 
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trizität der Mondbalm, von der wir im Folgenden notgedrungen ab- 
sehen werden, die Gröfse der Enotenbewegimg nieht erheblich beein- 
flufst, so dafs die Knotenbewegnng einerseits und die Yon der Escen- 
trizität herrührenden Störungen der Mondbahn andrerseits für sich 
berechnet werden können. In unserer Betrachtung fehlt also, mathe- 
matisch gesprochen, der Existenzbeweis für die Mondknotenbewegung; 
was wir aus der Kreis eltheorie entnehmen können, ist lediglieh die Be- 
rechnung der Gröfse dieser Bewegung unter Voraussetzung ihrer Existenz. 

Wir halten im Folgenden an unserer früheren Vorstellung eines 
Sonnen- »nd Mondringes fest, die wir uns beide als starr und kreis- 
förmig denken. Der von uns konstruierte „Erdring*', dessen Anziehung 
wir nachträglich gleichfalls berücksichtigen werden, ist von zu geringer 
Masse, um für unsere jetzigen Zwecke merklieh in Betracht zu kommen, 
so dafs wir uns znnächst auf die anziehende Wirkung des Sonnenringes 
beschränken werden. Entsprechend der Bewegung des Mondes um die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der betr. Umlaufsgesehwindigkeit 
als starres Öanzes kontinuierlich m sieh verschoben. Wir haben dann 
das folgende einfache Problem der Kreiseltheorie vor uns: De»" in Mota- 
Uon iepndliche Mondring steht iMiier deni JEmfhtfs der Ansidmng des 
Somtewringes, die ihn in die Ebene der Ekliptik Mneinssusieken sucht; 
er beschreibt untm' dem Einßifs d^seJben um die Normale der Eklipt^ 
eine reguläre Präcession; welches ist seine Träcessionsgesi^windigkeit? 

Bei dieser Formulierung sind wir in der Anwendung der Gaufsischen 
Methode über Gaufe selbst einen Schritt hinausgegangen. Während 
nämlich Gaufs nur die Masse des störenden (des anziehenden) Körpers 
auf seiner Bahn verteilt, haben wir auch die Masse des gestörten (des 
angezogenen) Körpers durch eine auf dessen Bahn ausgebreitete kon- 
tinuierliche Massenbelegung ersetzt. Während es aber bei der anziehenden 
Masse, dem Sonnenringe, gleichgültig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegung oder in Ruhe denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentlich, dafs wir seine Bewegung (in Gestalt einer Ver- 
schiebung des Ringes iu sich) berücksichtigen. Denn diese Bewegung 
ist es gerade, die nach den Grundsätzen der Kreiseltheorie die Mond- 
bahn in den Stand setzt, ihre Neigung g^en die Ekliptik gegenüber 
dem von dem Sonnen ringe ausgeübten Drehmomente zu behaupten. 

Wir büden zimäehat das Anziehungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drehkraft ab. Sie lautet nach Gleichung (2) des 



gä^ =" ~ T ^ /s sin^g cosÖ^; 
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im der Thafc brauchen wir nur die auf deu Erdrii^ sich bezieheniieii 
Gröfsen m, & und It in der genannten Gleichung durch die auf den 
Mondi-ing bezüglichen %, ■^"a = 5" nnd r^ zu ersetzen. Sehreiben wir 
hierfür Pg sin^^-^ coS'&a, aowird mit Rücksicht auf Gl. (7) des vorigen 



(2) p,_---Y-i^---j.»,v(jr) --^c„ 

wo jetzt Oj^jMjrg^ das Trägbeiteraoment d^ Mondringes um seine 
Figurenaxe bezeichnet. 

Eine mögliche Präeessionsbewegung des Mondringes tou langer 
Periode wird wieder hinreichend genau durch die Gleichung (5') des 
vorigen Paragraphen definiert, welche wir, unter N die unbekannte 
Präcessionsgesehwindigkeit, unter M die Drehgeschwindigkeit des Mond- 
ringes verstanden, so zu schreiben haben: 

(3) CaMN^PaCOsS-sj 
sie ergiebt 

(4) N=^--^-r~cos*,. 

Nun bedeutet M die Winkelgeschwindigkeit des Mondringes in 
Bezug auf seine Knoten; sie ist gleich derjenigen Winkelgeschwindigkeit, 
mit welcher, von der Erde aus gesehen, der Mond in seiner Bahn gegen 
die Mondknoten fortschreitet. Die hetr. Umlaufszeit heilst die drako- 
nitische, sie ist gleich 27,2 Tagen*). Mithin wird 

Nehmen wir wieder als Zeiteinheit das Jahr, so wird in Gradmafs 
ausgedrückt 

(5) N = -I- 2% «'S 5" ■ 180» = 20,0». 

Dies wäre die Anzahl Grade, welche die Mondknoten in einem Jahre 
zurücklegen; die volle Umlaufszeit der Mondknoten würde daher 



Der oben angegebene Wert war ISy^ Jahre oder genauer 6793 T^e; 
dem entspricht als genauerer Wert von N der Betrag ISVs*' ^^^ 



*) Über die Beziehung dieser Winkelgeschwindigkeit zur wahren Oder dde- 
risehen Winkelgeschwindigkeit des Mondes ist dasselbe zu s^en , wie oben 
über die Beziehnng Ewischen p und r. Bezeichnen wir die sidetiacbe Winkel- 
geschwindigkeit (d. h. die Gröfse — 2jt dividiert dnrch den sideriachen Monat) 
mit S, so gilt wieder B = M -|- N cos 5°, 
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TJnterscliied kann uns bei der Rohheit unserer Voratellnng vom Mond- 
ringe, bei der wir von der Exeentrizität der Mondbahn absahen, nicht 
■wunder nehmen. 

Wir wollen noch er^nzungsweise den Einflufs der Erdanziehung 
auf die Bewegung der Mondlcnoten, wenigstens in grober Annäherung, 
bestimmen. Es ist klar, daTs die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbahn stören kann, als sie von der Kugelgestalt abweicht, daü 
also bei der im Yorigen Paragraphen besprochenen Zerlegung der Erde 
in eine „Erdkugel" und einen ,jErdring" nur der Erdrii^ von der 
Masse m (Gl. (1) daselbst) zu berücksichtigen ist. Dieser Erdring m 
sucht nun ebenso wie der Sonnenring den Mondring in seine Ebene 
hineinzudrehen, also hier in die Ebene des Erdäquatora. Wir schliefsen 
wie oben, dafs unter dem Einflufs dieses Drehmomentes und vermöge 
der eigenen Umdrehungsgeschwindigkeit des Mondringes die reguläre 
Präcesaion um die Normale der genannten Ebene, also hier um die 
Nord-Süd-Axe der Erde, eine mögliebe Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragraphen untersuchten 
Eigenbew^ung der Erdaxe absehen. Wir wollen die Präcessioosge- 
schwindigkeit und die Zeitdauer dieser Präceasion beatimmen. Indem wir 
finden, was aus der geringen Masse des Erdringea vorherauaehen war, 
dafs diese Präceaaionsgeschwindigkeit sehr klein, die Präeessionsdauer 
also sehr lang wird, verglichen mit der entsprechenden Geschwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne hervorgerufenen Mondknoten- 
bewegmig, zeigt sich, dafa durch die Einwirkui^ der Erde die Mond- 
knotenbewegung nur in geringer Weise and in säkularer Form ab- 
geändert wird und dafs wir bei der vorhergehenden Berechnung der- 
selben die Erdanziehung vemaeh^ssigen durften. Die Art dieser (sehr 
geringfligigen) Abänderung besteht dabei nicht in einer einfachen Be- 
schleunigung oder Verzögerung der durch die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung, sondern sie verändert auch die Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Prä- 
cesaion sbewegung um eine andere Axe erfolgt, wie die durch die Sonne 
bewirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring hängt von dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Aquatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel wechselt wegen der durch die Sonne bewirkten 
Ejiotenbewegung und schwankt in 187^ Jahren um ±^ 5"- Es ist am 
einfachsten land liegt am nächsten, jenen Neigungswinkel durch seinen 
Mittelwert hu ersetzen, d. h. durch den Winkel &■ = 23,5", unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die Ekliptik geneigt ist. Indem wir 
dieses thun, sehen wir also wie im ersten Paragraphen von der Neigung 
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der Mondbahn gegen die Ekliptik ab, denken uns vielmekr den Mond- 
ring in die Ekliptik bineingedrelit. 

Das Drehmoment der Erdanziehung auf den Mondring können 
wir nun direkt aus der GL (2") des vorigen Paragraphen entnehmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drehmoment, welches der in die 
Ekliptik hineingedrebte Mondring auf den Erdring ansübte. Gerade 
so grofe ist aber das jetzt in Fr^e stehende Drehmoment, Setzen 
wir dasselbe gleich P^' sin & cos d-, so wird nach der genannten 
Gleichung: 

p. 3 m,(0~A) 

Wir vergleichen das Produkt Pj'cos^ mit dem Prodnkte P^aosO'^, 
unter Pg den in Gl. (2) dieses Paragraphen angegebenen Wert ver- 
standen. Nach Gl. (3) dieses Pari^raphen verhalt sich nämlich die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit, mit der die Mondtnoten um die Nord- 
Sfid-Äxe der Erde infolge der Anziehung des Erdringes umlaufen 
würden, zu derjenigen Geschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
■ anziehung in der Ekhptik umlaufen, wie P/ cos ö' zu P^ cos ffg. 
Nennen wir die beiden Geschwindigkeiten N' bea., wie oben, N, so 
haben wir 

N' _ Pj'cobS- __ 2(0— ^)r/ coB* 
"FT ~ P, cos e, " ~rö7V~" r^' cosft, ■ 

Nach dem dritten Keplerschen Gesetz (GL (t) und (7') aus § 1) dürfen 
wir setzen 



uiid erhalten daher: 

Jl _ ^(G — ^) ^i' 008^' _ ^ G—A r/ cosfr 

"N" ~ (M+m^)Tt* Tj' cos», ~ {M + m,)r^' T^" cos ft, ' 

Hier werde noch im Zähler des Ausdrucks ein Näherungswert für C 
eingesetzt; sehen wir nämlieh die Erde vorübergehend als eine Kugel 
von gleichförmiger Dichte an, so dürfen wir nach einer bekannten 
Formel G = -^ MS} annehmen, so dafs sich schliefslich ergiebt: 

N ~ 5" G M+m, c,' r,'cos*,' 
Die sämtlichen Paktoren dieses Ausdrucks sind bekannte Zahlen. Es 
ist z. B. das Verhältnis B/r^ gleich ca. 1/60, wahrend das Verhältnis 
MjM + m^ hinreichend genau gleich 1 genommen werden kann. Mit 
Benutzung der schon früher angegebenen sonatigen Zahlenwerte er- 
giebt sich 

"4 - 4- i &)' ('S?)' °^'M'- - 1,2 ■ 10-'. 
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Die GeBdiwindigkeit N' ist also aufserordentlicli klein gegen die Ge- 
schwindigkeit N. Umgekehrt ist die zu N' gehörige Präcessionsdauer 
anfs er ordentlich grofa gegen die Periode der Mondknotenbewegung in 
der Ekliptik, welche IS^a Jahre beträgt. Jene Präcessionsdauer würde 
nämlich sein: 



6Va ■ 10' 



.156000 Jahren. 



Die Grölse dieser Zahl zeigt unmittelbar, dafa unserer Betrachtung 
nur die Bedeutung einer Ähsahätsung , nicht die einer guverlässtgen 
Berechnung zukommt. Denn einerseits ändern sieh während des ge- 
nannten Zeitraumes die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
nicht Torher zubestimmendem Mafse, während sie in unserer Rechnung 
als konstant angenommen wurden. Andrerseite und nanieutlich ändert 
sich in jenem Zeiträume die Lage des Erdnnges im Räume wegen 
der Knotenbewegung der Erde vöUig, während wir doch in unserer 
Rechnung die SteUong des Erdringes und das TOn ihm ausgeübte Dreh- 
moment als unveränderlich voraussetzen mufsten. Diese Voraussetzung 
ist nur für einen Zeitraum zulässig, der klein ist gegen die Präcessions- 
dauer (26000 Jahre) der Erdknoten, dagegen völlig unhaltbar fiir den 
hier gefundenen Zeitraum, der sich sogar gröfser als 26000 Jahre er- 
geben hat. 

Trotzdem wird durch die vorstehende Rechnung soviel bewiesen, 
als wir ergäuzun^weiae zu beweisen wünschten: dafs nämlich die von 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenhewegung zu vernachlässigen und 
dafs lediglich die Sonnenanziehung als mafsgebender Faktor hierbei zu 
berücksichtigen ist. 

§ 3. Die astronomische Nutation der Erdaxe. Yerallgemeineniag 
der GauTsisGlien Methode auf periodische Störungen. 

Indem wir uns zu der von Bradley 1747 entdeckten Nutation 
der Erdaxe wenden, betonen wir vorab, daTs diese „astronomische" 
Notation mit der früher als Nutation der Kreiselaxe bezeichneten Be- 
wegung in kinetischer Hinsicht nichts gemein hat. Die Notation der 
allgemeinen Ereiseltheorie (vgl. besonders Kap. V, | 2) rührt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicht genau 
auf die reguläre Pnicession abgepafst ist und dafs dementsprechend 
selbst beim Fehlen aller äufseren Kräfte die Figurenaxe im Räume im 
Allgemeinen einen Kegel beschreibt. Die astronomische Nutation dar 
gegen hat ihren Ursprung darin, dafs auf die sich drehende Erde 
periodisch veränderUche Kräfte einwirken, welche natüilich eine in 
gleichem Zeitmafs erfolgende periodische Bewegung der Erdaxe be- 
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dingen. Indem wir an eine in der gesamten Mechanik ebenso wichtige 
wie tefeannte TJnteraeheidung anknüpfen, können wir kurz so sagen: 
Die frühere Nutafion war eine freie, die jetzige ist eine er^immgene 
Schmngung. 

Die Ähnlichkeit beider Bewegungen, welche die gleiche Wahl der 
Bezeichnung rechtfertigen möge, ist vielmehr nur Mnematischer Natur. 
In heiden Fällen handelt es sich um eine gegen die Periode der Prä- 
ceesion sehr kurze Schwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie beträgt 2xÄ/N, die der Präcession 
2^N/P (s. z. B. pag. 305, Gl, (13) und (15)), daa VcrhiOtnis beider 
Perioden ist daher die oft genannte Gröfse AIP/N^ die wie in der 
Hegel als kleine Zahl (z. B. < 1/100) Yoraussetzen durften. Andrer- 
seits rührt die astronomische Nutation von der Bewegung der Mond- 
knoten her, hat daher wie diese die Periode von 187^ Jahren; die 
Periode der Präcession der Erdaxe wurde zu 26000 Jahren berechnet; 
das Verhältnis heider Perioden ist daher auch hier sehr klein, sogar 
< 1/1000. 

Um die Theorie der astronomischen Nutation an unsere bis- 
herigen Betrachtungen anschliefsen zu können, müssen wir zunächst 
unsere von Gaufs Üheraommene Methode abermals erweitern. In ihrer 
ursprünglichen Form dient diese Methode nur zur Berechnung der 
S(äMlaren Stönmgen. Wir werden aber sehen, dafs sie bei geringer 
Modifikation auch die periodischen liefern wird. 

Formulieren wir zunächst daa Problem der Erdrotation in ali- 
gemeinster Weise. Da haben wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der anderen Seite Sonne und Mond, die ihre als bekannt anzusehenden 
relativen Bahnen um die Erde beschreiben und dementsprechend wech- 
selnde Anziehungen ausüben. Die Gesamtheit der Änziehungswirkungen 
findet man am einfachsten aus dem Anziehv/ngspotenüal durch Ableitung 
desselben nach den Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei Störungsaufgaben, aus den relativen L^en der fraglichen Körper unter 
vorläuß-ger Absehtmg von den im Verlaufe der Redmwng selbst su findenden 
SSmmgen berechnet. Da die Störungen sich in der Regel im Verhältnis 
zur Hauptbewegung als klein ergeben, wird hierdurch nur ein kleiner 
Fehler entstehen. WoUte man dagegen die gestörte Bewegung seihst 
bei der Berechnung des Anziehungspotentials zu Grunde legen, so 
würde man neben den sog. Störungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden allein abzielen, zugleich auch die „Störungen zweiter Ord- 
nung" ermitteln. Auch wenn man die letzteren zu kennen wünschte, 
würde sich immer ein schrittweises Vorgehen und eine vorläufige Be- 
schränkung auf die Stönmgen erster Ordnung empfehlen. In unserem 
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Falle haben wir unter der vmgestöi-ten Bewegung der Erde üre gleich- 
mäfsige Rotation um die gegen die Ekliptik geneigte Figurenaxe zu 
verstehen. 

Dieses Potential V der Sonnen- und Mondanziehung auf die Erde 
wird man nun naturgemäfs in nicht -periodische und periodische Be- 
standteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sonnenanziebung 
Fj werden zur Periode das Jahr, die der Mondanziehung V^ teils den 
Monatj teüs den Umlauf der Enoten etc. haben. Die Jiarmomsdie 
Analyse liefert ein aHgemeines methodisches Mittel, um diese Bestand- 
teile von einander zu sondern. Bekanntlieh findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometriaehen Reibe in der Form bestimmter Inte- 
grale. So ist der unpetiodiscke Teü von V^ gleich y- / V-i{i)dt, 
erstreckt über die Zeit eines vollen Sonnennmlaufs. Diese Formel 
läfst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Masse 
belegten relativen Sonnenbahn. Es sei dm das Massenelement, welches 
wir auf dem mit der Geschwindigkeit -ri durchlaufenen Bahnelemente 
ds anbringen. Da das Potential V^(() der ganzen Sonnenmasse m^ 
entspricht, wird das Potential des genannten Massenelementes gleich 
— V,(i)' sein und das gesamte Potential der mit Masse versehenen 

"* 1 /■ 

Sonnenbahn — 1 Fj (<)(?»». Damit Übereinstimmung herrscht zwischen 
diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 
schen Entwickelung, mufs die Massenverteilung so eingerichtet werden, 
dafs auf jedes Element der Bahn das Massenelement 

(1) dm = ^r- 

kommt. Die gesamte auf der Bahn aufgetragene Masse ist hiemach 
genau die gesamte Sonnenmasse m^. Wir haben damit genau den 
ursprünglichen Gaufsischen Ansatz. Wird überdies die Bahn als 
kreisförmig, die Geschwindigkeit also als gleichförmig vorausgesetzt, 
80 ist die Massenverteilung eine gleichförmige. Dies war unser Stfflid- 
punkt bei der obigen Behandlung der PiBcession, welche in der That 
von dem konstanten oder durchschnittlichen Teile der Sonnen- und 
Mondauziehung herrührt. 

Betrachten wir nun die periodischen Teile. Indem wir wieder auf 
die Sonne argumentieren, sei I\/w die betr, Periode, unter n eine 
ganze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrischen Entwickelung sind: 



(2) |?jF,(i)cos2«^<i«, ~fr,{t)B 



rdt. 
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Wir fassen sie wieder auf aJe Anziehung der mit Masse bellen 
Sonnenbahn, wobei aber jetzt auf das Bahnelement ds die Masse 
^i-~f~ain^^~T~^^ kommt, unter i und dt die Zeit resp. das Zeit- 
intervall verstanden, zu der resp. in dem das Element ds von der 
Sonne durchlaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende Masse 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auch gleich viel „negative" Masse 
verwenden müssen. Die Dichte ist, selbst bei kreisförmiger Gestalt 
der Bahn, nicht gleichförmig sondern harmonisch variabel. Die nach- 
stehenden schematischen Figuren mögen diese Verhältnisse im Falle 
« = und n = 2 veranschauUchen. 




-c t > 



Die betr. auf den Erdkörper wirkenden periodischen Drehkräfte er- 
geben sieh aus den berechneten trigonometrischen Koeffizienten durch 
Ableitung nach den räumlichen Koordinaten und Multiplikation mit 
cos ~T — ^^® werden Störungen der Erdaxe von derselben Periode 
TJn hervorrufen. Auf die Berechnung dei-aelhen gehen wir hier nicht 
ein; sie kann nach dem Muster der weiter unten für die astronomische 
Nutation zu gebenden Entwiekelungen erfolgen. Praktisch kommt von 
aolchen Störungen nur diejenige in Betracht, welche die Periode T^/2 
hat, sowie die entsprechende von der Mondanziehung herrührende 
Störung von der Periode T^/2. Auch bei diesen Gliedern übei-ateigt die 
Amplitude der Schwankung nur an einer Stelle den Betrag 1" (s. die 
Formeln am Schlüsse des nächsten Paragraphen). Die Amphtuden der 
abrigen Glieder von den Perioden r,, TJ2, ■ ■ -, T^, TJS, ■ ■ ■ sind so 
klein, dafs sie selbst für die Bedürfnisse der astronomischen Genauig- 
keit vereehwindea. 

Anders diejenigen Störungen, welche die Periode des Umlaufs der 
Mondknoten besitzen. 

Sehen wir zunächst zu, wie sich bei ihnen unsere Methode 
gestaltet. 

So wie wir oben durch gleichzeitige Inbetrachtnahme sämtlicher 
von Sonne und Mond durchlaufeneu Orter ihrer Bahnen den Sonuen- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir ims die sämtlichen 
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Orter vorstellen, die er bei seiner Präcessionsbewegung einnimmt, eine 
„Mondringfläche" erhalten. Diese durch Rotation des Mondringes nm 
die Normale der Ekliptik entstehende Mondringfläehe ist ersichtlich 
eine doppelt überdeckte*) Kngelzone vom Radius r^ und der Höhe 
2r2 sin 5". Die beiden folgenden Figuren deuten die Massenverteilung 
in den Fällen « = und w = 1 an, mit der wir unsere Mondrir^- 
fläche auszustatten haben. Es möge dabei ausdrücklich hervorgehoben 
werden, da& die Absicht bei der Einführung unserer Mondringfläche 
und der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das Gaufsisehe Yerfabren übeo-haupt verfolgt: den Sinn der 
Rechnungen an einem geometrischen Substrat zu veranschaulichen; die 
Rechnungen selbst werden dadurch im Grunde nicht vereinfacht, sondern 
sind genau identisch mit denjenigen, die wir auch bei rein analytischem 
Vorgehen auszuführen haben würden. 




a) Im Falle » = (säkulaare Störung) ist die Massenverteilung 
80 zu wähleii, dafs auf jedes Element der Mondringfläehe eine Masse 
dp. kommt, die nach Analogie mit Gl, (1) gleich ist dem Produkt aus 
der Masse des dies Element überstreichenden Elementes der Mondring- 
fläche in das Verhältnis ätjT, d. h. in das Verhältnis der Dauer des 
TJberstreiehens zu der ganzen Periode der Mondknoten. Wir wollen 



*) Wir denken uns die KugelKone doppelt überdeckt^ d. h. aua ewei Schalen 
bestehend, die längs iiu-es oberen luid unteren Bandes zneanuneniiängen weil jede 
SteUe der Kugelzone von dem rotierenden Mondringe zweimal überstnclien wird 
einmal von dem in Fig. 99 gezeichneten vorderen, das andere Mal von dem m 
dieser Figur niott angedeuteten hinteren Halbbogen, Am einfachsten wird die 
Vorsteünng, wenn wir, der Kugelzone eine gewisse Eörperlichkeit zuschreibend 
die äufsere Oberfläclie derselben als die eine, die innere Oberfläcte als die andere 
Schale auffassen und feataetzen, dafs der Mondring in jeder semei Lagtn am 
oberen bea. unteren Rande der Kugelzone von der einen auf die andeie Schale 
übertritt. Damit stellt die Wahl unserer Koordinaten h, ß im Einklänge wenn 
wir im Tolgenden k und ß von bis 2« integrieren, so itbewtreiclien wir damit 
jede SteUe der Kngelzone doppelt, also jede der beiden Schalen einmal der 
einen Schale entsprechen dabei die Werte der Koordinaten — 3r/2 <; « < -|- jt/ J 
0<p<2rc, der anderen Schale die Werte -t-m/2<a< + 3w/2 , 0<|i<2n. 
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in der Ebene des Mondringes einen Winkel a messen, indem wir etwa 
die Knotenlinie des Mondes OM (vgl. Fig. 99) als a = reelinen; 
jeder Punkt P dos Mondringes ist dann durcli den Centriwinkel 
a = MOP charakterisiert. Andrerseits wollen wir den Winkel, den 
die Mondknotenlime OM gegen einen willkürlichen festen Änfaugs- 
strahl OA in der Ekliptik büdet, mit ß bezeichnen^ ^ sei der Winkel, 
den die Knotenlinie der Erde mit demselben Strahl OA bildet. Die 
Winkel a, ß stellen dann schiefwinklige sphärische Koordinaten auf 




me dar, durch welche die Lage eines jeden Punktes 
fixiert werden kann und durch welche die Kugel- 
Boiie in parallelogrammatiaehe Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse dfi ist nun gleichauaetzen der Masse 
des Mondringelementes, welches zu dem Winkel da gehört, nämlich 
m^da/2it, multipliziert in das oben genannte Verhältnis dt/T, welches 
hei gleichförmigem Umlauf der Mondknoten gleich ist dß/2jc; man 
hat also 
(3) d(i='-^dKdß. 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die sich aus d(t durch 
Integration nach a imd ß je zwischen und 2a ergiebt, ist natürlich 
gleich der Masse des Mondringes m^. 

Die Dichte der Verteilung, d. h. die Masse pro Flächeneinheit der 
Mondringfläehe (zusammen für beide Schalen gerechnet) ist, wie man 
aus der geneigten Lage des Mondringes leicht versteht, nicht gleich- 
förmig angeordnet, sondern häuft sieh an den Rändern der Mondring- 
fläche (für K = ± 3e/2) unendlich an. Längs der Breitenkreise ist da^ 
gegen die Dichte konstant. In Fig. 98 a wurde versucht, diese Ver- 
hältnisse durch die Stärke der Schraffierung anzudeuten. 

, b) Im Falle w = 1 (periodische Störung) ist die auf der Mondriog- 
fläche zu ßupponierende Massenverteilung auch längs der Breitenkreise 
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nicbt gleickförmig, Boiidem harmoniaeh varinbel Es tritt nätnlioh 
(Tgl. die Formeln (2) für die Koeffizienten der trigonometrisclien Reilie) 
zu der vorher bestiminten Masse der Faktor 2 cos ß bez. 2 siaß hinzu. 
Mitkin wird jetzt 

(4) di,~^Zß'>''^l>- 

Die gesamte zur Verbeüung kommende Masse, die wieder durch Inte- 
gration von dii nach « und ß zwischen und 2ro gewonnen wird, 
ist jetzt gleich Null. 

Auch jetzt häuft sich die Dichte, die wir als algebraische Summe 
der auf die Fiächeneinheit beider Schalen entfallenden Masse berechnen, 
nach den Rändern hin an und ist in benachbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleich. In Fig. 98 b wurden diese Verhältnisse 
teils durch die Starte der Schraffierung, teils durch Beifügung der 
Vorzeichen angedeutet. 

Nachdom somit die Figuren 98 erläutert sind, bilden wir uns 
aus den gefundenen Maasenbelegnngen die zugehörigen Potentiale; 
und zwar soll das der Belegung (3) entsprechende Potential ü, die 
den Belegungen (4) entsprechenden Potentiale w^ und w^ heilsen (tv^ zu 
cos/3, w^ zu sin^ gehörig). Diese Potentiale sind nichts anderes als 
die ersten Koeffizienten in der nach der Mondknotenperiode fortschrei- 
tenden Entwickeluag des vom Monde auf die Erde ausgeübten An- 
ziehuugspotentiales V^iit); letzteres drückt sich nämlich durch U,Wi,w^ 
sowie die Mondknotengeschwindigkeit N folgendennafsen aus: 

7^(0= ü + w^cosNt + w^8mHi+ ■ ■ ■, 
wofür wir auch abkürzend schreiben: 

V^(t)-- U+ W+---, W= w^ cosNt + w^ sinfit. 

Das konstante Glied ü gehört also zu dem Werte k =- des Stellen- 
zeigers der Entwickelung, das zeitlieh veränderliche Glied W fafet die 
beiden zu dem Werte w = 1 des Stellenzeigers gehörigen Terrae der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte von U können wir nichts wesentlich Neues er- 
fahren, vielmehr müssen wir auf den schon im ersten Paragraphen 
berechneten Anteil des Mondes an der Präeessionsbewegung der Erde 
zurückfallen. Wir führen diese E,edinuiig nur deshalb nochmals durch, 
um uns zn Überzeugen, dafs die früher vernachlässigte Neigung der 
Mondbahn gegen die Ekliptik die Präeessionserscheinung nur unwesent- 
lich beeinflufst. Aus dem Werte von W dagegen wird sich die Er- 
klärung und Vorausbereehnnng der astronomischen Nutation ergeben. 
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a) Der Fall « = 0. Das Potential eines Elementes du der Mond- 
ringfläclie auf ein Element am des Erdringea ist, unter / die Gravi- 
tationskonstante verstanden, fdfidm/r; daher wird das Potential der 
ganzen Mondringfläelie auf den Erdring; 

(5) U-fJJ'^- 

Sind X, y, z bez. ^r^, y^} •^a ^i^ Koordinaten eines Punktes des Erd- 
ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie frülier 

x = ^Qosfp, y — It sixL tp ßos & , ;s — Rsinip sind-. 
Fällt ferner die Mondtnotenlime gerade mit der Erdknotenlinie zu- 
sammen, 30 können wir, bezogen auf dt^ gleiche Koordinatensystem, 
sehreiben: 

x^ — r^ eosK, 2/2 = »"a sin« coaB", 0^ = r^ sin« sin 5". 
Diese Koordinaten entsprechen der besonderen Lage ß = ii! des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99). Bei beliebigem ß bleibt der Wert Ton 0^ der 
angegebene, die Koordinaten x^, y^ aber entstehen aus den vorstehenden 
nach der Regel der Koordinatentrat^formation , wobei als Drehwinkel 
der Winkel ß ~ ij) eingeht. Es wird i^mlich aUgemeingöltig; 

a^ = rj (cos K cos (^ — V) — sin 0: cos 5" sin {ß — ■^)) , 
Vi "" »*s(cosa sin(^ — i/j) -J- sin« cos 5* co8(/5 — ^)), 
g^ ^r^ama sin 5". 

Wir berechnen uns hiernach 

r^^{x-x^y + {y-y^f + {^-s^f = W^ -\- r^^ - 2Rr^s, 

worin s bedeutet: 



j-g-j J cos gj (cos « cos [ß — iji) — sin k cos 5" sjn(^ — i^)) 

I -|- sing) coS'9-{cofitt sin (^ — 1(1) -f sina cos 5** cos(^ — ^)) 
\ -{- sin ip sin %■ sin « sin 5". 
Durch Entwickelang nach Potenzen von r^ folgt 

Wir integrieren diesen Ausdruck nach d(i und dm, indem wir d^i 
aus (3) entnehmen und dm gleich — dip einsetzen. Zunächst wird 
Jsdip = 0\ femer liefern von den Gliedern auf der rechten Seite von 
(7) das erste und dritte Beiträge zu unserem Potential, die von den 
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die Lage des Erdringes bestimmenden Winkeln & und il> frei sind. 
Da wir später das Potential nacl, diesen Winkeln zu. differenzieren 
haben werden, fiiUen auch diese Glieder heraus. Wir achreiben dalier 
die ersten drei Glieder ebenso wie die höheren Glieder der I 
nicht hin und setzen: 



^ - ■ ■ + w^ j^-J ''"J ''fj •'f' + ■ ■ ■ ■ 

Man rechnet nun leicht aus, dafs 

Cdafdßfdtps^ = x^{(l + cos^*) (1 + cosä5<')^- 2 sin^ft sin^5*) . 

Mithin wird, wenn wir noch für die Masse des Erdringes ihren Wert 
aus Gl, (1) Ton § 1 eiufiihreu: 

ü'=4/''^^|(l + cos^*){l + eos^5") + 2sin^*sinä5'>}. 

Das zugehörige Drehmoment auf den Brdring wird nun durch Diffe- 
rentiation nach * gefunden und lautet: 



\--\f'i'^=^{l+cm'b'-2m 



= _^_£l__ — ^ 1— y sm^ö" 8m*cos#. 

Dieser Wert läfst sich unmittelbar mit dem im ersten Par^-aphen 
Gl. (2") für dieselbe Drehmoment abgeleiteten Werte vergleichen. Er 
unterscheidet sich von jenem, wie man sieht, nur durch Hinzutreten 
des Faktors 

l_Asin^50_i_ 0,012. 

För die numerisehe Rechnung spielt dieser Unterschied aber keine Rolle, 
sofern wir wie im ersten Paragraphen nur die ganzen Sekunden der 
jährlichen Präcession anzugeben wünschen. Deshalb würde die weitere 
Behandlung genau so wie dort zu erfolgen haben und wir können alle 
früheren Resultate aach mit Rücksicht auf die Neigung der Mondbahn 
als hinreichend genau bestätigen. 

b) Ber Fall w = 1. Auch hier gehen wir von der Formel (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter ä(i die durch (4) definierten Massenver- 
teüungen verstehen und die ihnen entsprechenden Potentiale, wie verab- 
redet, % und w^ nennen, dm ist wie oben gleich g— d^) föi" y ist die 
Entwickelung (7) einzutragen. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdrücken, die bei der Integration nach ^ oder bei der späteren 
Differentiation nach ©■ und Y' verschwinden, schreiben wir: 



-Ir'^^fZf^fß'ß' 



' + ■ 
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Führen wir zunäohet die Integration nach « und ijp aas, so erhalten 
wir .„» (6); 

j da I dtps^ ^ re^{cos^(/5 — (t) + co8^5° sin^(/5 — i/j) + coa^ö' sin^(|5 — ^) 
+ (cos & cos 5" cos (j3 — ^) + sin ö- sin 5**)^ } ; 
multiplizieren wir dieses mit cosjS oder sinjS und integrieren nach ß, 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welche nach Auflösung von 
8^ (^ ~ ''') ^°^ ungerader Dimension in ^?^ ß sind. Als einziger nieht- 
Terschwindender Term hleibt übrig 

2j[ä sin^ cos * ain 5» cos 5" / *^ /5 cos (/3 — ^) dß 

= 231» sin & cos & sin 5" cos 5" 1°^ ij> . 
Mithin wird: 

""' I ^ j- "'"'a £ Q. ßog^ sin 5" cos 5" tf^i>. 

Damit ist das Potential der Mondringääche filr die beiden durch 
Fig. 98 b achematisch dargestellten Maasenbelegungen oder, wie wir auch 
si^en können, diejenigen beiden Koeffizienten der trigonometrischen 
Entwickelung gefunden, welche zu GHedem tou der vollen Periode des 
Mondknoten-Umlaufs gehören. Die Summe dieser Glieder, welche nach 
"Verabredung W heifsen sollte, wird nun 

(8) TF=-J/'^^^'siii*cos*8in5«co95'>eo8(N^-it). 

Wir formen diesen Ausdruck ein wenig um, indem wir einerseits die 
Definition von m (Gl. (1) von § 1), andrerseits das dritte Keplersche 
Gesetz (Gl. (7') von § 1) berücksichtigen und erhalten: 

(C — Ä) sin & cos & sin 5" cos 5° cos (N ( — i/i) . 

Aus dem Potential W leiten wir nunmehr die Drehmomente ab, die 
auf den Erdring wirken. Da W sowohl von & wie von ^ abhängt, 
erhalten wir ein Drehmoment, welches um die Knotenlinie der Erde 
wirkt, durch Differentiation nach &, ein anderes, welches um die 
Honnale der Ekliptik wirkt, durch Differentiation nach ip. Ea ergieht 
sieh immlich 

Wir sehen uns nun vor das folgende Kreiselproblem gestellt: Die 
SrSe steht unter dem Einflufs der eben genannten Drehmomente; wdches 
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ist ihre Bewegung? Natürlich haben wir bei der weiteren Behandltmg 
dieses Problems nicht mehr, wie bei der Berechnuiig des Anziehungs- 
potentiales, von dem Erdring allein, sondern von dem gesamten Erd- 
körper zu handeln. 

Das hiermit definierte Kreieelproblem nnterscheidet sich TOn allen 
früheren Fragen in zweifacher Hinsieht: einei-seits ist zu dem Dreh- 
moment um die Knotenlinie, welches auch im Falle des gewöhnlichen 
schweren Kreisels Torlag, ein solches um die „Vertikale" (hier die 
Normale zur Ekliptik) hinzugetreten. Andrerseits sind beide Dreh- 
moment« nicht nur mit der Li^e des Kreisels sondern aach mit der 
Zeit veränderlich. Das Zeitmafs dieser Veränderliehteit bestimmt 
offenbar auch das Zeitmafs, in welchem die Erde jenen Drehmomenten 
folgt. Während also bei der in der allgemeinen Kreiseltheorie unter- 
suchten freien Nutation die Schwingungsperiode durch Massenverteilung 
und Eewegun^zustand des Kreisels selbst bedingt war, ist die Periode 
der jetzt zu besprechenden erzwungenen Nutation durch den Wechsel 
der äufseren Kräfte vorgeschrieben und stimmt in unserem Falle mit 
der Periode der Mondlmotenbewegung überein. 

Im Allgemeinen kann man sagen, dafs das Problem der erzwungenen 
Schwingungen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Eteso- 
nanz etc.') absieht, ein einfacheres ist wie das der freien Schwingungen, 
eben deshalb weil die Periode der Sehwingui^en nicht erst aus der 
Natur des schwingenden Systems erschlossen zu werden braucht, 
sondern von vornherein bekannt ist. Wenn das Problem in unserem 
Falle etwas kompliziert aussieht, so liegt dies nur an dem zusammen- 
gesetzten Charakter der wirkenden Kräfte. Übrigens ist der Weg, den 
wir einschiffen werden, vorbildlich für die Behandlang jeder Art er- 
zwungener Schwingungen, falls dieselben hinreichend klein ausfallen. 
Den erzwungenen Schwingungen können sich allemal noch freie 
Schwingtingen überlagern, wovon wir indessen im vorliegenden Falle 
absehen dürfen, da wir auf die Möglichkeit solcher freier Schwingungen 
im nächsten Abschnitt ausführlich zu sprechen kommen. 

Mathematisch gesprochen bedeutet das Zurückstellen der freien 
Schwingungen, dafs wir uns mit einem partSculären Integral des vor- 
gelegten Bewegungsproblems begnügen wollen, nämlich mit demjenigen 
Integral, welches rein periodisch im Zeitmals des Kraftwechsels rer- 
äuderlich ist und eben deshalb die ergwungene Schwingung heiüt. 
Das aÜgememe Integral entsteht hieraus durch Hiuzufiigong der all- 
gemeinsten freien .Schwingung, d. h. derjenigen allgemeinen Lösung, 
welche dem kräftefreien Falle entspricht, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durch lineare Differentialgleichungen fesi^el^t ist, mit 
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einem gewissen Grade der Annälieruiig, wenn, wie im vorliegenden 
Falle, die Differentialgleichungen des Problems unter Vernaclilässigung 
kleiner Gröfaen auf lineare Gleichungen znriickgeführt werden können. 
Bei der Bereehnimg der erzwungenen Schwingui^en des Erdkörpers 
werden wir uns der Lagrangeschen Gleichungen m den Koordinaten 
&f f, <p bedienen. Auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehen 
die Komponenten der äufseren Kraft nach jenen Koordinaten, d. h. in 
unserem Falle: 

8W dW dW^ Q 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft heifst bekanntlich 

und liefert: 

U = ^ sin* cos^^'ä- C(q>'+ cos**>') sinÄi/-', -|^ = -|^ = 0, 

U»[0] = ^ö-', U™ [HO = ^sin^*V'+ C cos »(y'+ cos *!/-'), 

1^ = [*] = C(<p' + cos »i^y 

Die Lf^rangeschen Gleichungen lauten nun: 

A&"— A sin* eoS'&^'^+ C(q)'+ coe Q-ip") sin&ilt'= -^, 

^ {A sin^^iZ-'-F (7coa«-C9'+ cos^i/'')) = ~, 

während die dritte Gleichung liefert: [*] = conat. Da [$] = Cr ist, 
wo r die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde um ihre Figurenaxe 
und 'iitjr die Dauer des Stemtages ist, so wird auch r konstant und 
mithin die Läi^e des Sternt^es durch die in Rede stehenden Mond- 
störungen nicht beeinflufst. 

Wir führen die Winkelgeschwindigkeit »• = y' -f- cos & ip' in die 
Torstehenden Gleichungen ein und schreiben dieselben einfacher: 



A&" — Aäm& cos &jp'^ + C sin d- r^' — 



d»' 



Jetzt bertlcksichtigen wir, dafs die Winkeländerungen ip' und #' er- 
fahrungsgemäfs aufserordentlich viel langsamer erfolgen und eine au&er- 
ordentheh viel kleinere Amplitude haben, wie die Umdrehung r, dafe 
daher r sehr grofs sein wird gegen gi' und &■'. Dementsprechend werden 
wir alle Glieder linkerhand, welche nicht r als Faktor besitzen, sia-eichen 
und die vorigen Gleichungen folgendermafsen vereinfachen: 
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- GBm&r&' = 



dW 



Setzen wir rechterliand die Werte aus (10) ein, so ergiebt sieh: 

*' — l«?^(lf)"^''°5"c.»6» CO.» »in{N«-*). 

Hier können wir abermals eine Vereinfadning eintreten lassen, indem 
wir auf der reebten Seite die in erster Näherung gefundeneu Werte 
für ip und » (s. GL (11) aus § 1), nämlich V = ^o + 50"i=^^o + vt, 
Q' ~ 2'd'' 2T 1" ^ d-f, eintragen. Die Integration nach t IMat sieh dann 
leicht ausfübren und liefert: 



(11) 



3 m, /ait\äC — ^ ainS" cob5" C0S2&. . ^.,, , ,. 



/« diese» Gleichungm ist die fkeoreUsche Darstellung der astronomischen 
Nidation gewonnen. Wie wir sehen ist sowohl der Winkel %■ wie der 
Winkel ^ einer harmonischen Schwankung unterworfen, deren Periode 
mit der der Mondknoten 2:ir/N zusammenfällt, (Wir können nämlich 
die Winkelgeschwindigkeit v der Erdknoten g^en die der Mondknoten 
N ohne Weiteres TemachMssigen.) Um die numerischen Werte der 
Amplituden zu finden, welche bez. a und & heifsen mögen, berechnen 
wir zniräehat: 

— = 2etg2#o = l,9. 

Femer wird, wegen der früher angegebenen Werte, wenn wir das Jahr 
als Zeiteinheit nehmen: 



) die Amplitude von %■, in Sekunden ausgedrückt: 
a = 



Jl (S66'/t)' 18% 0,087 - Ü,917 36Ü . 60 • 60 _ „„ 

' 83 ■ "aeev, ' (aT"/,)' 3Ö5 2^ — » ■ 

Hieraus folgt 

& = 1,9 . ß _ 17". 

Am Himmelsgewölbe beschreibt die Erdaxe hiemach eine kleine Ellipse, 
die nach ihrem Entdecker die Bradleyscbe Ellipse heifst. Die grofse 
Axe dersetbeu betrat a = 9"; sie ist nach dem Pole der Ekliptik 
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hingerichtet. Die kleine Axe wird, wie eine elementargeometrisehe 
Überlegung zeigt, h sin %■(, = 7". 

Wir wollen achliefslich die am Schlüsse des ersten Paragraphen 
gegebene DarsteUung der Erdaxenbewegung (Gl. (11) von pag, 643) 
durch HinzTifügung von Nutati onsgliedem Tervollständigen. Sie lautet 



if^% + 50" t+ 17" sin(N; - f„), 



§ 4. Scblufsbemerkungeu zum Problem der Fi^ession und Kutatiou. 
Die Bestimmung der Mondmaese und der Elliptizität der Erde. 

Mit den bisherigen Korrektionen iat aber die Sache noch lange 
nicht abgethan. ZunäcLat kann man den Einflufs der Mondknoten- 
bewegung weiter rerfolgen und Glieder von der Periode -^, — etc. 
berechnen. Die ersteren werden in der Praxis wirklich berücksichtigt, 
obgleich ihre Amplituden nur den zehnten bez. fünften Teil einer Sekunde 
betrj^en. Sodann aber wäre die Excentrizität der Sonnen- und nament- 
lich die der Mondbahn und deren Äpsidenbewegung zu berücksichtigen, 
durch welche nicht nur die periodischen Glieder, sondern auch der säku- 
lare Präcessionsterm beeinflufst wird. Die hieraus resultierende K^orrek- 
tioD der Präcessionsgeschwindigkeit beträgt abermals weniger als 1". 

Femer wollen wir hier nochmals auf die oben besprochenen aber 
nicht durchgerechneten Einflüsse hinweisen, welche von der wechselnden 
Stellung von Sonne und Mond in ihrer Bahn herrühren und welche 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondumlaufs haben. 

Endlich ist zu bedenken, dafa alle Elemente, welche in unsere 
Rechnungen eingehen, säkularen Änderungen unterworfen sind, so die 
Excentrizität der Sonnenbahn, die Lage der Ekliptik am Fixstem- 
himmel etc., Änderungen, welche man üblicher Weise in eine nach 
Potenzen von t fortschreitende Reihe entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere, dals auch die Pmcessionsgesch windigkeit nicht einfach der 
Zeit proportional ist, sondern ihrerseits durch eine Potenzreihe in ( 
dargestellt wird. Allerdings ist schon der Koeffizient von t^ in dieser 
Reihe äufserst klein, ca. 10~*-1"; trotzdem genügt sein Vorhandensein, 
um Resultate, welche sich auf eine längere Reihe von Jahren beziehen 
und nur aus dem ersten Gliede (vi) gezogen sind, wie z. B. die am 
Anfang dieses Abschnittes gegebene Berechnung der Periode von 
26 000 Jahren, einigermafsen illusorisch erscheinen zu lassen. 

Bei Berücksichtigung dieser verschiedenen Einflüsse werden die 
Formeln für die Bewegung der Erdase wesentlich komplizierter. Die 
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Präcession wird nicht mehr eine gleichförmige, sondern wegen der 
zuletzt genannten Verhältnisse eine etwas beschleunigte oder verzögerte 
sein. Aufserdem wird eich der bisher besprochenen haupt^chlichen 
Nutation eine Reihe sekundärer Nutationen, z. B. eine Mutation von 
der halben Periode der Mondknoten, von der halben Periode des 
Sonnen- nnd Mondumganges etc. überlagern. Um ein Bild von den 
so entstehenden Formeln zu geben, setzen wir als Gegenstück zu den 
Näherungsformeln vom Schlüsse des vorigen Paragraphen die folgende 
vollständigere Besehreibung der Erdaxenbewegung her. Dieselbe ist, 
mit Abäuderung der Bezeichnungen dem Werke von Tiaserand*) 
entnommen; der Ursprung und die Bedeutung der einzelnen Tenne 
wird nach dem Vorbeigehenden klar sein: 

V- = Ö0",37140 1 - 0",00010881 f 

- 17",251 sinN* + 0",207 sin2Ni 

- 1",269 sin -^ - 0",204 sin ~p- , 
& = 23« 27' 32",0 -f O",000O0719 f 

+ 9",223 cos N ( — 0",090 cos 2 N * 
+ 0",551 cos ^ + 0",089 cos ^ ■ 

Auch diese vollständigere Formel beansprucht nicht, exakt zu sein, 
und darf ebensowenig wie unsere frühere Darstellung auf beliebig 
lange Zeiträume ausgedehnt werden. Ihr Zweck ist vielmehr nur der, 
unter den heutzutage gültigen Werten der astronomischen Konstanten 
die Voransbestimmung der Lage der Erdaxe für einen den Bedürf- 
nissen des rechnenden Astronomen genügenden Zeitraum zu ermöglichen. 
Ändere Autoren**) geben noch längere Formeln an. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes haben wir noch einen gewissen 
Zirkelschlufs zu besprechen, den wir uns im Vorangehenden bei den 
numerischen Rechnui^en zu Schulden kommen lassen mufsten und 
auf den bereits pag. 642 hingewiesen wurde. Ea handelt sich um das 
Verhältnis Erdmasse gu Mondmasse Mjm^ und um die sog. EllipUHtfU 
der Erde (vgl. wegen der Benennung § 8 des vorigen Kap.), d. h. das 
Verhältnis (C—AJ/A. Während wir im Vorstehenden gewisse Zahlen- 
werte für diese Grofsen zu Grunde legten, um daraus die GröJäe der 



•) 1. e. tome 2, §193, Gl, (m) und (n). Übrigene haben wir zwei der 
TiBBerandechen Glieder unterdtlickt, welche im Voraiehenden keine Erklärung 
geftmdeii haben. 

**} Z. B. Tt. Oppolser, Bahnbestimmung der Kometen und Plajieteu, 
Leipzig 1870 und 1882, Bd. I, erster Teil. 
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Präceesionsgesch windigkeit und die Amplituden der Nutation zu be- 
rechnen, liegt in Wirklichkeit die Sache so, dafs die zuverlässigsten 
Zahlenwerte jener beiden Verhältnisse eben aus der Beobachtui^ von 
Präceaaion und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logischer 
Weise die Möglichkeit, die Präcession und Nutation vorauszuberechnen. 
Außerdem liegt auch noch die physikalische Yoraussetzui^ zu Grunde, 
dafs man die Erde fttr die hier berechneten Wirtungen als atarr an- 
sehen darf, worauf wir im folgenden Ahaebnitt zurückkommen. 

Wir sahen oben, dafs sowohl in den theoretischen Ausdruck der 
Fr äoessionsgesch windigkeit v (Gl. (6') von pag. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationaamplituden a und 6 (Gl. (11) von pag. 660) die 
beiden Gröisen {G — Ä)jC und Mjm^ eingehen. Entnehmen wir also 
den Beobachtungen zwei möglichst genaue Werte, beispielsweise von 
V und a, so haben wir zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten {C—Ä)/C und Mjm^. Man findet auf solche Weise 
als die heutzutage vertrauenswürdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 

Dem entsprechen die oben benutzten abgekürzten Zahlenwerte 1/305 
und 82. Für die sog. Elliptizität ergibt sich mit derselben Näherung 
(0-^)/^ = 1/304. 

Übrigens stimmen die auf anderen Wegen hierfür erhaltenen Zahlen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde, aus den Störungen der Mond- 
bahn durch die Erde und der Erdbahn durch den Mond) mit den an- 
gegebenen Zahlen soweit übereiu, als man es bei der gröiaeren Un- 
sicherheit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten kann. 



B. Geophysikalische Anwendungen. 

§ 5. Die EulerBGlie Periode der Foleohwankungeu, theoretiBOhe 
Beliandluug. 

Es ist uns von früher her wohlbekannt, dafs imter dem Einilols 
der Schwere die reine Präcessionsbewegung des Kreisels einen Aus- 
nahmefall darstellt, dafs diese Bewegung im Allgemeinen von perio- 
dischen Schwankungen der Kreiselaxe überlagert wird, welche aller- 

*) -Vgl. S. Newcoml), Fundamentnl Conatants of Äatronomy, WaBtington 



y Google 



664 Tin, Absclmitt B. Geophjsikalisete Anweadungea. 

dinga bei hmreictieitd starkem Eigenimpuls in der Regel unmerklieh 
klein werden. Diese Sehwankungen wurden Nutationen schlechtweg 
genannt; wir werden sie jetzt zum Unserschied von den im vorigen 
Absclinitt besprochenen Nutationen als fme Nutationen bezeichnen. 
Aus der Zusammensetzung dieser freien Nutationen mit der gleich- 
förmigen Präcession entstand unsere „pseudoreguJäre Frckession". 

Es drängt sich uns nun die Frage auf: Ist die im vorigen Ab- 
schnitt berechnete Präcession der Erdaxe von Schwankungen begleitet, 
welche nicht von den äufaeren Kräften erzwungen sind, sondern die 
freien Schwingungen des Systems darstellen? oder, kürzer gesagt: 
Jst die Rotationsbewegung der Eräe, wenn wir von allen erzwungenen 
Sehwankungen absehen, mie reguläre oder eine psmdoregtdare Präcession ? 

Die Beantwortung dieser Frage erfordert das Zusammenwirken 
von Theorie und Beobachtung. Wir gehen zuiwichst die Theorie. 

Das Wort Erdase ist zweideutig. Man bezeichnet damit einerseits 
die Figweaaxe der Erde, d. h. diejenige Hauptträgheitsaxe der Erde, 
welche ungefähr mit der Verbindungslinie von Nord- und Südpol zu- 
sammenMlt, also eine im Erdkörper feste Axe; andrerseits meint man 
damit die angetiblicläiche Sotationsaxe der Erddrehung, also eine Gerade, 
welche genau den instantanen Nord- und Südpol verbindet und daher 
instantan im Baume fest ist. Dafs beide Bedeutungen nicht zusammen- 
fallen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erörterungen, bei 
denen wir zwischen Figuren- und Rotationsaxe wohl zu unterscheiden 
haben. 

Die Bewegungen der Figurmaxe bei der pseudoregul'aren Präcession 
wurden pag, 291 erörtert. Sie wurden in den Winkeln %• und ^ durch 
die folgenden angeiüherten Gleichungen bestimmt (a. pag. 303, Gl. (11)): 

„ -i- o sm -&(, sm -j- E, 

(1) 



" N 



t + - 



wo a durch die pag. 296 definierte Größe n' sich folgendermaßen 
ausdrückte: 

(1') »-ysr»;-4f ■"*•■ 

Die ersten Glieder der rechten Seiten von (1) geben den Präcessions- 
bestandteil der Bewegung und kommen für das Folgende nicht in Betracht. 
Wir bemerken nur, dafs die öröfse P, die beim Kreisel gleich MgE 
war, im Falle der Erde durch Pcosö'o zu ersetzen ist, wo P durch den 
Ausdruck (3) von pag. 640 bestimmt ist. Die aweiten Glieder liefern 
die freie Nutation und interessieren uns hier ausschliefsHch. Sie be- 
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deuten eine lumsfönnige Schwingung (vgl. pag. 305) , d. b.. der Dm-cli- 
sclinitt der Figurenaxe mit dem Himmelsgewölbe beschreibt, wenn 
man von der Präcessionsbewegung und den im vorigen Paragraphen 
betrachteten erzwungenen Schwantuagen absieht, einen kleinen Kreis 
am Himmel. Die scheinbare Gxörse des Radius beträgt a und hängt 
von der Anfangsl^e des Impulses ab, auf welche sich die GrÖlsa n 
in Grl. (1') bezieht. ■S'^ bedeutet die mittlere Neigung der Figurenaxe 
gegen die Normale zur Ekliptik während dieser Kreissehwingung. Die 
Schwingui^speriode r, d. h. die Zeit, in der der Kreis einmal durch- 
laufen wird, ist durch die Gleichung bestimmt 



wo *•, die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehiu^, gleich 2ä divi- 
diert durch die Länge des Stemtages ist. Nehmen wir letzteren zur 
Zeiteinheit, so wird r = 23r und t = ä/C. Die Sdmingungsp&riode ist 
also, da C nur wenig gröfser ist als Ä, ein wenig Meiner als ein 



Dies Resultat war vorherzusehen. Wenn iwmlich die Figurenaxe 
mit der Rofcationsaxe nicht zusammenfällt, wird erstere um letztere 
auf einem Kreiskegel hei^imgeführi. Stände nun die Rotationsaxe 
völlig still, so würde die Periode genau einen Tag betr^en; wechselt 
sie langsam ihren Platz, so weicht die Periode nur wenig von einem 
Tage ab. 

Indessen läfst sich die somit als möglich nachgewiesene nahezu 
eintägige Schwankung der Fignrenase durch die Beobachtung nicht 
feststellen, weil sich die Beobachtung am Himmel notwendig auf den 
Wechsel der ßotationsaxe bezieht. Zu letzterer wenden wir uns jetzt. 

Dabei werden wir zu untei^cheiden haben zvrischen dem Wechsel 
der EoütUonse^e geg&i den Rcmm und ihrem Wechsd relativ gegen den 
JErdkÖrper. Eraterer wird bestimmt durch die Komponenten %, x, q, 
letzterer durch die Komponenten p, q, r des Drehungsvektors, welche 
beide durch die Gfl. (7) und (8) von pag. 45 mit den Eulerachen 
Winkeln (p, lit, & in Beziehung gesetzt sind. Die a, %, p sind die 
Koordinaten der Punkte der Herpolhodie, däe p, g^, r die der ToUwdie. 

Die Werte der K, x, p lauteten 









3t = 


.*' 


cos l^ + Ql' s 


iu* sini^, 






(2) 






9 - 




+ COB»?>'; 


nOcos*, 






de 


beziehen sich 


auf 


ein 


im 


Baume festes Koordioateasystem 


X, 


S, 
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dessen dritte Äxe in uaserem Falle mit der Normalen der Ekliptik 
zusammenfällt, (weil wir von dieser aus den Winkel $■ measen), und 
dessen erste Axe der in der Ekliptik gelegene Strahl ip = ist (nach 
allgemeiner Festsetzung über die Messung des Winkels 0). Es ist 
aber bequemer ein Koordinatensystem zu benutzen, dessen dritte Axe 
mit der mittleren Lage der Figurenaxe znsammenfälltj also gegen die 
Normale der Ekliptik um den Winkel ■ö',, geneigt ist. Die erste Axe 
des neuen Systems möge mit der ersten Axe des alten Systems über- 
einstimmen. Bezeichnen wir die Koordinaten des DrebungsTektors in 
diesem neuen System mit x^, %, p^, so wird ersichtlieb 

% = ff, 

Xj — X cos ö'o + p sin #5, 

p( = — ät sin ö'n -}• p eos ^u- 
Setzen wir aus (2) ein, so ergiebt sieb 

(3), I Xj = &'cosd-^simlf — tp'(smd'COBd-^cost~siad'f,(ioa9')-l-^'siii9f,, 

I pj ^= — &' aw.9-gsuiil> -\- rp'(3m&^(iia9'tiOüjp-\-coad-^co89)-^ il>' coa&if. 

Nun ist zu berücksichtigen, dafa nach (1) %■ — 9^) und ^, sowie 

die Differenfciftlquotienten *' und ■^' kleine Gröfaen sind; lassen wir 

anlserdem den uns hier nicht interessierenden Präcessionaterm Pt/N 

fort, so werden alle jene Gröfsen von der Ordnung der Nutations- 

amplitnde a. Wir können nämlich, indem wir cos* entwickeln, statt 

(1) schreiben; 

/ „ « ■/-'VA „., aN IN \ 

( ff — *„ =— asml-j- n, ö' = - — -r~ cos l-j-cl. 



(<) 



/N \ .„ ,, aN . fN .\ 



In den Gleichungen (3) sollen nur die Glieder niedrigster Ordnung 
der kleinen GrÖJsen beibehalten werden. Wir setzen daher cosi/i^- 1, 
Bmip = ij!, sin'&sini^ = sin^o ■ i/i, 9''sin)^ = etc. und erhalten: 

% = O' + 91' sin O'u ■ i/i, 

3t^=. — qf'(^ — &g) + i^'sina-o, 

Pi = ¥"'■+■ ^'coS'&o- 
Des Weiteren bemerken wir, dafs ^j'+cosS'^^' nach den Glei- 
chungen (7) von pag. 45 gleich der Winkelgeschwindigkeit r der Erd- 
umdrehung, also gleich 2ff ist, wenn wir wieder den Stemt^ als 
Zeiteinheit wählen. Die letzte Gleichung lautet daher p, = Ssr; in 
den beiden ersten Gleichungen dürfen wir direkt gi' = 2ä nehmen^ 
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weil hier gj' mit den kleinen Gröfeen ir irnd & — &f, multipliziert er- 
Boheint. Somit folgt: 

»1 = — 23r(* — *o) + j/i'sinO'o, 

Indem wir nun die Werte von i}!, ^' etc. aus (4) eintragen und 
benicksiclitigeii, dafe JV= Cr ^ 2xC ist, erlialten wir sehliefBlich die 
folgende Darstelhmg der HerpoOwdie: 



(6) 



- l%a — j — cos ZTC -r t, 

- 2xa — -. — sin 23t -r- 1, 



y ft = 2jr. 

Wir erkennen hieraus: Die MotaUomaxe beschreibt im E(Mime einen 
Kr^,äiegel um die Richtimg unserer dritten Koordinatenaxe p, d. h. tmi 
die miMere Lage der Figurenaxe. Die ZeUdauer, in der sie diesen 
KreisJeegel einnu^ dmehlimft, ist wieder t = ÄJC, also wenig kleiner 
wie ein Stemtag. 

Wir können anch sagen, daTs in der gleichen Zeit der Schnittpunkt 
der RotatJonsaxe mit dem Himmelsgewölbe einen Kreis dureh^uft. Der 
scheinbare Radius desselben, gemessen durch denjenigen Winkel, unter 
dem er von der Erde gesehen wird, betrat (bei Vertauschung der 
trigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 



e, Ä 

Dieser Radius ist erheblieh kleiner wie der scheinbare Radius a des- 
jenigen Kreises, den der Schnittpunkt der Figorenaxe mit dem Himmels- 
gewölbe beschreibt. Wir fanden nämlich (vgl. pag. 663) 

(6) ^-^ = 305, also ^4^ = 3'**- 

Die Schwanhmg der BofaMonsaxe im Btmme bePrägi also hmm den 
300'™ Teil derjenigen der Figwrenaxe. Da sich nun, wie wir sehen 
werden, aus den Beobachtungen ergieht, dafe die Winke^öfse a hart 
an der Grenze des Beobachtbaren liegt, so wird sich die Winkel- 
gröfse a — ^j— - = «/304 der Beobachtung völlig entziehen. Ma/n 
wird (üso für alle prakUschen Fraget amh^imen dürfen, dafs die Bota- 
Uonsaxe im Mamne vöUig stiUe steM. 

Natürlich ist die obige Darstellung der Herpolhodiekurve nicht 
völlig exakt, weü wir erstens höhere Glieder weggelassen und zweitens 
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die Präeeesionsterme vernachlässigt haben. Hätten wir letztere mit 
beriicksiehtigi;, so Mtten wir statt des Kreises am Himmelsgewölbe 
eine sehr eng verschlungene Cykloide bekommen. 

Interessanter ist das Studium der PoUtodie. Ihre Koordinaten 
P, q, r sind durch die Gleichungen (7) von pag. 45 gegeben: 

p= %•' coatp -\- ij/ sin d ain 9 , 

g =—&'' sinip 4- ir' Bhx d^ cos (p , 

r =^ (p' ~\- coB'9'^'. 
Die letzte Koordinate ist konstant, nämlich bei unserer Wahl der Zeit- 
einheit gleich 2x. In den beiden ersten Gleichungen setzen wir für 
9-' und ■$' die Werte aus (4) ein, schreiben, unter Yemachlässignng 
kleiner Gröraen höherer Ordnung, sinS- = sin^'^, (p = 2irt, N=2^C 
und erhalten: 

p^—2:!ta~r(cos2it-j-tcos27tt~\-sia2:x-j-tBm23ct\, 

q= 2Ka-j-(cos2a-j-isin2;ti— sin2K-j-^cos2«il, 
r = 2x 



Dies ist die gesuchte Darstellung der Folhodie. Sie zeigt uns, dafs 
die Rotationsaxe auch im Erdkörper dnen Kreiskegel heschreHt und swtw 
um die Figwrenaxe der Erde. Der Wif>kd an der Spitse desselben 
zwischen der Figurenaxe und den Erzeugenden des K^els ist (bei Ver- 
tauschung der trigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 

r A 

Dieser Winkel ist also C/(C— - J) = 305 mal gröfser wie der ent- 
sprechende Winkel des Herpolhodiekegels. Die Zeit, in der die Rota- 
tionsaxe den Polhodiekegd einmal dureMmft, beträgt dabei Ä/{C—-A)=B04 
Stemtage oder rund 10 Monate. Diese Zeit heifst die Bulersche Periode 
oder der Philerscke Cyhkts, weil bereits Euler*) die nötigen theore- 
tischen Vorarbeiten zur Berechnung dieser Periode geliefert hat. 

*) Meohanica sive motus seieatia. Petersburg 1736, dritter Teil, Kap. XVI, 
§ 839 ff. Theotia motus corporum solidorum seu rigidorum, Greifswald 1765, 
Kap, Xn, §§ 711, 717—732. Der niuneriBclie Wert 304 scheint allerdings bei E ul er 
noch nicht vozzukonunen. 
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Natürlich sind auch die Gleichungen (7) nickt ganz ToUständig, 
insofem wir bei ihrer Ableitung von den Pnücessionsgliedern abgesehen 
haben; wollten wir letztere mit berücksicht^enj so würden zu den 
obigen Werten der p und q noch gewisse leicht angebbare Glieder 
von sehr kleinem Betrage und von der Periode eines Stemtages hinzu- 
kommen. 

Übrigens lassen sich diö obigen Werte der p und g auch un- 
mittelbar aus den Eulerschen Gleichungen entnehmen, wenn man be- 
denkt, dafs die in Rede stehende Bewegung eine freie Nutation ist, 
und dementsprechend hei ihrer Berechnung von den äufseren Kräften 
(Sonnen- und Mondanziehung) abstrahiert. Die Eulerschen Gleichungen 
lauten dann (vgl. pag. 140) für J. = B und r = const. = 2z: 

und geben int^riert (vgl. pag. 151, Gl. (6')); 

p + iq^ce ^ . 

Man braucht schliefslich nur in einen reellen und imaginären Teil 
aufzulösen, um im Wesentlichen (nämlich bis auf die abgeänderte 
Bezeichnung der Integrationskonstanten) die Gleichungen (7) wieder- 
zufinden. 

Es ist nützlieh, diese Verhältnisse im Sinne Poinsots durch die 
Figur des Polhodie- und Herpolhodiekegele zu veranschaulichen und 
mit derjenigen Figur zu vei^eichen, welche in gleicher Weise die 
Verhältnisse bei der (durch Sonnen- und Mondanziehung erzwimgenen) 
Präcession der Erdaxe darstellt. Dies geschehe in den Fig. 100a und b. 

In Fig. 100 a (erzwungene Präcession) findet die Bewegung der 
Erdaxe um die Normale der Ekliptik (N) in dem mehrfach genannten 
ungefähren Zeitraum von 26000 Jahren statt. Der Winkel an der 
Spitze des Herpolhodiekegele (eigentlich Winkel zwischen der Normalen 
N und der B^taUonsaxe, wofür wir aber ohne ii^end einen Fehler auch 
den Winkel zwischen der Normalen if und der Figwenaxe nehmen 
können) beträgt 2^% "■ Die Öffnung des Polhodiekegels wurde pa^. 49 
berechnet und nach Gl. (2) daselbst gefunden zu sin 23y2*'/366-26000 
= ungefähr 0,01"; die Eleinheit des Polhodiekegels wurde a. a. 0. durch 
die Angabe veranschaulichtj dafs er auf der Erdoberfläche einen um 
den Nordpol beschriebenen Kreis von nur 27 cm Radius ausschneidet. 
Wir haben also einen ziemlich weiten Serpolhodiekegel und einen äufserst 
spitzen Polhodiekegel. In Fig. 100 a konnten wir natürlich nicht an- 
nähernd das wirkliche quantitative Verhältnis beider Kegel zum Aus- 
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druck bringen; vielmehr ist der Polhodiekegel verhältniBraäfsig fast 
10^ mal zu breit gezeichnet Wir haben uns TOrzustellen, daTs der in 
der Erde feste und an der Erdvimdrehung teünehmende PolHodiekegel 
sich in einem Tage, von F aus gesehen entgegen dem Uhrzeigersinne, 
einmal umdreht und dabei ohne zu gleiten im Innern des Herpol- 
hodiekegels abrollt. Wegen seiner aufserordenüichen Kleinheit dureh- 




mifst er den Mantel des Herpolhodiekegels erst in 26000 Jahren einmal. 
Der Sinn des Abrollens ergibt sich aus dem Uiudrehungssinne des 
Polhodiekegels und erfolgt in der Figur von rechts über vom nach 
links, also von N gesehen im Uhrzeigersinne. 

Wir betrachten nun Fig. 100 b (freie Nutation). Die Bevregung 
findet hier um die mittlere Lage der Figurenase statt (die in der 
Figur vertikal gezeichnete Gerade OjFJ,! ™ Gegensatz zu der äugen- 
blickliehen L^e der Figurenaxe OF). Der Winkel an der Spitze des 
Polhodiekegels beträgt nach Obigem «-r, der des Herpolhodiekegels 
a -—7 — ; das Verhältnis beider vrarde gleich 305 gefunden. JeM ist 
also der Serpolhodiek^d erheblich spitzer teie der Folhodiekegd ; auch hier 
konnte das zahlenmäfsige Verhältnis beider Kegel in der Figur nicht 
zum richtigen Ausdruck gebracht und mnfste der Herpolhodiekegel ver- 
hältnismäfsig viel zu stumpf gezeichnet werden. Nach unseren Formeln 
hängt die absolute Gröise der Kegelöffiiungen von der Öröfse a ab, 
über die nur die Beobachtungen Aufschlufs geben können. Wjx sind 
also einstweilen über die wirkliche Gestalt von PoUiodie- und Herpol- 
hodiekegel im Unklaren und haben daher in Fig. 100h dem Polhodie- 
kegel etwa diejenige Gröfse gegeben, wie sie dem Herpolhodiek^el in 
Fig. 100a zukommt. In WirkHchkeit wird, da die Beobachtm^fen 
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einen äufserat kleinen Wert von a ergeben, auch der ] 
äufeerst spitz und der Herpolhodiekegel dementsprechend noch 300 mal 
spitzer. Fig. 100 b kann daher nur eine gi-obe qualitative Veran- 
sehavdichung der Yerhältnisse geben. Wir müssen uns nun vorstellen, 
dafs der relativ weite Polhodiekegel, der den engen Herpolhodiekegel 
umfeifat, mit der Geschwindigkeit der Erduradrehimg rotiert und dabei 
ohne zu gleiten auf dem Herpolhodiekegel abrollt. Der Drehsinn des 
Polhodiekegels ist wieder, von F gesehen, dem Uhrzeigersinne ent- 
gegengesetst. Daraus folgt, dafs das Abrollen, von F^ aus gesehen, 
ebenfalls entgegen dem Uhrzeiger sinne erfolgt. Die Beriihrungslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsase sowohl im Räume 
wie in der Erde dar. Sie Imft int Saume in etwas weniger wie 
einem Sierntage um. Wenn nämlich die Beriihrungslinie nach ein- 
maliger DüTchmeasung des Herpolhodiekegels wieder in ihre ursprüng- 
liche L^e auf dem Herpolhodiekegel {OA der Figur) zurückgekehrt 
ist, befindet sie sich in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polhodiekegels, die wir erhalten, indem wir den auf dem Pol- 
hodiekegel gemessenen Bogen AB gleich dem Umfange des Herpol- 
hodiekegels im Abstände OA von machen. Der Strahl OA, als 
Erzeugende des Polhodiekegels betrachtet, ist infolgedessen noch nicht 
in seine Anfangslage zurückgekehrt; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsase auf dem Herpolhodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strahl des Polhodiekegels einmal umläuft, 
welche ihrerseits gleich einem Stemtt^ ist. Auf dem Polhodiekegel 
andrerseits läuß die JiotaUonsaxe erheiliek langsamer um. Da sie 
nämlich während eines Stemt^es um wenig mehr als das Stückchen 
AB auf dem Polhodiekegel im Sinne der Erddrehung vorgerückt ist, 
dauert es eine erhebliche Anzahl von Stemtagen, bis sie den ganzen 
Umfai^ des Polhodiekegels durchmessen hat. Diese Anzahl wurde 
oben als Eulersidier Cyklus bezeichnet und gleich 304 gefunden. 
Nach der Figur in Übereinstimmung mit unseren obigen Rechnungen 
wird das Verhältnis zwischen der Umlaufezeit der Rotationsaxe in der 
Erde und derjenigen im Räume gleich dem VerMltnis des Umfaages 
des Polhodiekegels zu demjenigen des Herpolhodiekegels, in gleichem 
Abstand von der Spitze der Kegel gemessen. 

In unseren Rechnungen sowohl wie in unseren Zeichnungen haben 
wir aus guten Gründen die Behandlung der erzwungenen Präcession 
von der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen Nuta- 
tionen überhaupt hei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
sehen Vorstellungen begleiten könnte). 

In Wirklichkeit findet natürlich eine Überl^erung dieser verschie- 
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denen Bewegungen und damit eine Überl^erung der Formeln und in ge- 
wissem Sinne eine Überlagerung der Figuren statt. Leider verliert die 
Poinsotsche Vorstellung der abrollenden Kegel für eine derartige zu- 
a ammenge setzte Bewegung ihren Hauptvorzug, den der unmittelbaren 
Änsebaulicbkeit. Wollten wir uns nämlieli Präcession und Nutation in 
emer Figur darstellen und durch ein Paar abrollender Kegel verwirk- 
lichen, so miiifiten wir den Herpolhodiekegel mit aufaer ordentlich 
kleinen und kurzen Wellungen versehen, in welche entsprechende 
Wellungen des Polhodiekegels eingreifen, Pür daa anschauliche Ver- 
ständnis des Vorganges wird hierdurch aher nichts gewonnen. 

Sehliefslich gehen wir im Interesse der folgenden Diskussionen 
von dem uns nunmehr bekannten Polhodiekegel bei der freien Nutation 
zu demjenigen Kreise ober, den der Polhodiekegel auf der Erdober- 
fläche aussehneidet. Wir unterscheiden den Durchschnitt der Rota- 
tionsaxe mit der Erdoberfläche, den „instantanen Erdpoi", von dem 
Durchschnitt der Eigurenase mit der Erdoberfläche, dem „geometrischen 
Erdpol". Unser Kreis ist der geometrische Ort des instantanen Pols, 
sein Mittelpunkt fällt mit dem geometrischen Pole zusammen. Nach 
der vorangehenden Theorie mäasen wir erwarten, dafs der instantane 
Pol den geometrischen Pol in der Periode des Eulerschen Cyklus, also 
etwa in 10 Monaten, einmal im Sinne der Erdrotation umkreist. Der 
vom Erdmittelpunkte aus gesehene Radius des Kreises beträgt nach 



Wir werden im folgenden Paragraphen darüber zu berichten haben, 
in welcher Weise sich eine derartige Bewegung des instantanen Pols 
in den Beobachtungen der Polschwankungen bemerldich macht, über- 
schlagen wir hier nur noch die Chancen der Beobachtungsmögliehkeit, 
so sehen wir, dafs diese jetzt viel günstiger liegen, wie vorher, wo 
es sich um den Nachweis der räumlichen Bewegui^ der Rotationsaxe 
handelte. Denn erstens ist die Periode der Bewegung des instantanen 
Pols und zweitens ist ihre GrÖfse ca. 300 mal so grofs, wie die Periode 
und GrÖfse derjenigen Bewt^ung, welche der Schnittpunkt der Rotations- 
axe am Himmelsgewölbe ausfuhrt. Obschon also, wie wir bemerkten, 
die frühere Bewegung unmerklich war, so braucht es darum nicht die 
jeiaige zu sein, 

§ 6. Der Sfachweis der Polschwankungen durch die Beobachtung; 
die Chaudlersohe Periode. 

In der Beobachtung werden sich die im vorigen Paragraphen als 
möghch nachgewiesenen Polschwanknngen durch eine Veränderlichkeit 
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der Breite des Beobaebtungsortes verraten. Ob man dabei die Breite 
als geographisebe (Komplement desjenigen Winkels, welcben die Lot- 
linie des Beobaebtimgßortes mit der Rotationsaxe der Erde bildet) oder 
als geoeentrisehe (Komplemeat des Wintels, den die Verbindungalime 
des Beobacbkmgsortea und des Erdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einscbliefst) definiert, ist gleicbgültig. In beiden Fällen bandelt ea 
sich um den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde variabeln Rotationsaxe. Je naebdem sich die letztere bei ihrer 
Bewegung dem Beobacbtun^orte nähert oder sich von ihm entfernt, 
wird die Breite des Ortes abnehmen oder ■wachsen. 

In der Tbat sind nun Breitenschwankungen, welche sich nicht 
durch Beobachtungsfehler erklären liefaen, schon irüher zu wiederholten 
Malen vermutet worden, so von Peters (1842) und Nyren (1871) 
an der Sternwarte Pulkowa, von Clerk Maxwell an den Greenwicher 
Beobachtungen aus dem Jahre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Schwankung hielt sich in den Zehnteln einer Sekunde, die Angaben 
über die Periode waren widersprechend. 2ur Sicherheit erhoben wurde 
das Vorhandensein von Breitenachwankungen aber erst durch die be- 
sonders genauen Beobachtungen von Küstner an der Berliner Stern- 
warte aus dem Jahre 1885. Auf die sehr ausführlichen Arbeiten, in 
denen Cbandler*) das gesamte vorliegende Beobachtungematerial einer 
eingebenden Diskussion unterzog, kommen wir unten zurück. 

Neues Licht wui-de auf die ganze Frage geworfen, als im Jahre 1891 
eine astronomische Expedition nach Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgeschickt wurde, 
welche mit gleichzeitigen Beobach- 
tungen in Berlin verglichen wur- SeHir, 
den. Honolulu liegt ungefähr auf 

dem eni^egenge setzten Meridian / 'i / \ Honolulit 

(171" westlich) von Berlin. Wenn 
nun die Breitenschwankungen wir k- 
Uch ihren Grund in dem Wechsel 
der Rotationsaxe der Erde haben, 
so müssen sie sieh an beiden Star 
tionen in entgegengesetztem Sinne 
äufsem (vgl. Fig. 101): dieBreite in 
Berlin mufs zunehmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin mufs mit einem Minimum in Honolulu zusammenfallen etc. 
Wie vollständig sieh diese Erwartung bestätigt hat, zeigen die beiden 

•) Astronomical Journal Vol. XI, XE, XV, XIX, XXI, XSII (1891 — 1902), 

Klein-Soramerfeld, SreiseUienegung. 43 
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folgenden Diagramme*) (Fig. 102); in itnen bedeutet die Äfoseisse die 
Zeit während der Jahre 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab- 
weichung der geographischen Breite von ihrem mittleren Werte an, 
in einem Mafsstabe, der aus den ai^eaehriebenen Zahlen ersichtlich ist. 
Die Amplitude der Schwankung ist, wie wir seben, für beide Stationen 
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Fig. IC 



ungefähr gleich; sie liegt zwischen 0",2 imd 0",3; vor allem aber 
aehen wir: die Phase ist für beide Staikmen genau entgegengesetzt. 
Durch letztere Thatsache ist aufe augenfälligste dai^than, dafs die 
BreHenschwanhwngen ihren Gnmd in Umlagerungen der Hotationsaxe 
hahen, dafs also diese Axe rdaUv g&jem. den Erdkörper gewisse Be- 
wegwngen ausführt. 

Offenbar geben zwei auf entgegeugesetaten Meridianen gelegene 
Stationen, wie Berlin und Honolulu, nur eine Komponente der Bewegung 
wieder, die Komponente nach der durch beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen werden zur vollständigen Kenntnis der Be- 
wegungen zwei Stationen genügen, deren Meridiane etwa einen rechten 
Winkel bilden. Wenn mehrere solche Stationen, insbesondere auch 



*) Wir entnehmen dieselben den Verhandlungen der 1895 h 
Itenen Konferenz der intemat, BridmesBnng, Berlin 1896, Tafel i 



Berlin ab- 
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auf eutgegengeaetzten Meridianen gelBgene, zur Verffigung stehen, so 
werden ihre ßeaultate sieh gegenseitig kontrollieren können, 

Fig. 103 stellt die Lage der Beobachtungsorte dar, auf welche 
sich die von der permanenten Kommission für internationale Erd- 
messuug angeregte Festlegung der Polschwanlomgen stützt. Die Mehr- 
zahl der europäischen Stationen liegt gegen die hauptsächlichen ameri- 
kanischen Stationen, vom Nordpol gesehen, ungefähr unter rechtem 
Winkel. Das gesamte Beohachtungsmaterial wird in Potsdam von 
Th. Albrecht verarbeitet und fortlaufend von dem Centralbureau der 
internationalen Erdmessung verÖfientliebt. Dem letzten Beriehte*) ent- 
nehmen wir die Figur 104, welche die Beobachtungsei^ebnisee von 
1890 bis 1900 zasammenfefst. 




Diese Figur stellt den Weg des Poles in dem genannten Zeit- 
räume dar u. zw. ist der Deutlichkeit der Zeichnung wegen der den 



*) Berlin ISOO. Frühere Mitteilungen in den Verhaadlnngen der genannten 
Kommission auf der Konferenz in Lausanne 1896, Vgl. auch für die Jahre nach 
1900 Astron. Nachr. Nr. 3808 
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ersten fünf Jahren entsprechendo Weg punktiert, der den letzten fünf 
Jahren enteprecliende ausgezeichnet. Die eingescliriebenen Zahlen be- 
deuten die Daten (Jahre und Jahreszekntel), auf welche die Beobach- 
tungen sämtlicher Stationen reduziert wurden. Der mittlere Fehler der 
einzelnen Koordinate des instantanen Poles wird zu 0,03" angegeben. 
Dieser verMltnismäTsig Meine mittlere Fehler wird aber nur dadurch 
erzielt dale zui Ableitung jeder toordinite eme giolse Zahl von 
EinzelbeohaL.htungPii herangezogen wurde die selbst einen viel gröfeeren 
mittleren leblei haben Der Ursprung des benutzten Kooidinaten- 
systems entspricht der mittleren Lage des mstantanen Poles Aer wie 
wir auch sagen können lern geometriS(.hen Pol 

Bewegung des Noidpoles dei Erdaxe 




Vergleichen wir nun diese Figur mit der vorangehenden Theorie 
der Polschwankungen. 
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Da fällt aonäcbst ins Äuge, dafs die Polbahn keinem einfachen 
mattematisclien Gesetze mit Genauigkeit genügt, dafa sie einen scheinbar 
zufälligen Charakter hat und vielfach gestört ist. Es sind bei der vor- 
liegenden Frage offenbar nicht mehr die einfachen Verhältnisse der 
Himmelsmechanik mafsgebend, sondern wir befinden uns hier bereits 
auf dem verschlungenen Gebiete der Geophysik. Nach der abstrakten 
Theorie des vorigen Paragraphen sollte die Bahnkurve ein Kreis sein; 
davon ist ia Wirklichkeit nicht die Rede; nur zu Beginn des Beobach- 
tungszeitraumes wird die Kreisgestalt einigenuafsen approximiert. In 
der That werden wir bald eine Reihe unberechenbarer Störungen kennen 
lernen, welche die Polbewegung beeinflussen und von ihrer theore- 
tischen Gesetzmäfsigkeit entfernen. 

Dagegen ist zu betonen, dafs der Sinn der PtAbewegwng durchweg 
mit dem von der Theorie geforderten Sinne der Erdumdrehung über- 
einstimmt, wenn wir eine vorübei^ehende ITnregelmäbigkeit ausnehmen, 
die von 95,0 bis 95,6 reicht. Hier hat entweder eine jener später zu 
besprechenden temporären Störungen atatt^funden, in einem solchen 
Grade, dafs durch dieselbe der Polweg in der Figur über den Koordi- 
natenursprung hinübergezogen ist, oder aber die Schleife als solche ist 
auf Eeobachtungsfeliler zurückzuführen, was ebenfalls keineswegs ansge- 
schlosseü ist, da schon eine Korrektion der Koordinaten um etwa den 
angegebenen mittleren Fehler genügt, um die ganze Unregelmäfsigkeit 
fortzuschaffen. 

Was nun die AmpUtwäe der PolschwanJmng, d. b. den Radius- 
vektor der Polbahn betrifft, so beträgt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa '//', im Mittel vielleicht y^". Die in den Formeln des 
vorigen Paragraphen unbestiramt gebliebene Gröfse a würde hiemach 
im Mittel etwa gleich Yg" zu setzen sein. Auf der Erdoberfläche er- 
giebt sich hieraus als mittlere Entfernung e des geometrischen und 
i Poles etwa: 

- 10' = circa 4 m. 

In den Jahren 1890 bis 1805 hat diese mittlere Entfernung durch- 
schnittlich abgenommen, von 1895 bis 1898 hat sie zugenommen, 
von da ab ist sie kleiner geworden, ist aber jelat (1902) bereits wieder 
in's Zunehmen übergegangen, wie aus der unsere Figur ergänzenden 
Publikation in den Ästron. Nachr. hervoi^eht (vgl. die vorige Anm.). 
Das Hauptinteresse konzentriert aich indessen auf die Frage nach der 
Periode der Polbewegung. Hier zeigt sich eine zunächst überraschende 
Abweichung von der Theorie, die um so bemerkenswerter ist, als sie 
durchaus gesetzmäfs^ zu sein scheint. Während rmmlich die Theorie 
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eine Periode von ungefähr 10 Monaten verlangt, ergiebt die Prüfung 
von Figur 104 eine Periode von etwa 14 Monaten. Wir verfakren, 
um dies einzusehen, ziemlich roh, aber für unsere Zwecke hLareiehemi 
genau wie folgt: Wir denken uns zunächst die offenbar unregelmafsige 
Schlinge von 95,0 bis 95,6 nach unten hin auaeinandergezogen, so dafs 
sie mit den anliegenden Kurvenstücken einen dem Uhrzeigersinne ent- 
gegengesetzten Umlauf des Koordinatenanlanges gleich den übrigen 
Umläufen ergiebt und zälilen darauf von 90,0 bis etwa 99,4 die Anzahl 
der Umläufe ab. Es sind dies gerade 8 Umläufe, welche vom Pole 
in 9,4 Jahren zurückgelegt sind. Mithin beträgt die Dauer eines Um- 
laufes oder die Periode der Polschwankung 

^ ■ 12 == 14,1 Monate. 

Während wir also die ^ulersche ^ehnmonaüicke Periode vorsußnden &t- 
warleten, werden wir durch die Beobacktimgen auf eine wesenüick Imgere 
Ferioäe Mngetoiesen. 

Das Verdienst, die liier heiTorgetretene längere Periode ent- 
deckt zu haben, gebührt dem amerikanischen Astronomen Chandler. 
Ohandler prüfte in den schon zitierten umfangreichen Arbeiten rein 
rechnerisch ohne theoretiscbe Voreii^enommenheit d^ gesamte Be- 
obachtungsmaterial der Breitenschwankungen von 1840 bis 1891 und 
wurde dabei, auf eine Periode von 427 Tagen — ca. 14 Monaten ge- 
führt, eine Periode, welche seitdem im Gegensatz zur Mderschen die 
Ckandlersche heifst. 

Ohne zunächst auf die theoretische Erklärung dieser Periode ein- 
zugehen, wünschen wir uns durch blofse Diskussion der in Pig. 104 
niedergelegten Beobachtungen ein Bild davon zu verschaffen, wieweit 
die Polach wankungen durch die Annahme einer 14 -monatlichen Periode 
dargestellt werden können. Wir werden dabei nicht das äufserst müh- 
same und gründüche rechnerische Verfahren von Chandler benutzen, 
sondern ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = w -{- iy der Vektor vom Xoordinatenursprung nach 
dem augenblicklichen Orte des instantanen Poles. Würde die Bewegung 
des Poles vollständig durch eine Periode r^ (z. B. = 14 Monate) er- 
schöpft, so könnten wir einfach schreiben 

(1) w = ae '' -|- ffl'e ''' ; 

wäre die Bewegung überdies eine reine Kreisbewegung, so würde von 
den beiden Konstanten a und a die eine (sagen wir a) verschwinden; 
gleichzeitig würde dann die andere a durch ihren absoluten Betrag 
den Radius des Kreises bestimmen, auf dem die Bewegung stattfindet. 
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Wir können aber sogleich, den Fall einer allgemeinen elliptisclieii Pol- 
sehwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie d als im allgemeinen 
nicht rerschwindende komplexe GrÖfsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit der Figur 104 zeigt unmittelbar, dafs diese 
Darstellung durch eine Periode nicht ausreicht. Wir Wachen daher 
den allgemeineren Ansatz 

(2) M) = ae '■ + d'e *< + ''^ "^ 4- &'e '' + ■■■? 

indem wir Tersuchen, die wirklich beobachtete Bewegung durch Über- 
lagerung zweier (oder mehrerer) Schwingungsbew^ungen darzustellen. 
Es ist sehr leicht, den Eestaudteil von der bereits bekannten 14-monat- 
lichen Periode aus der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dein Zwecke nach GL (2) 

-e ^) + ... 

-Ite"^"*^ +■■■ 
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WO c und c' ebenso wie vorher 6 und V unbekannte komplexe Kon- 
stante bedeuten. Wenn also in der Polbewegung aufser x^ noch 
eine weitere Periode %^ steckt, so mufs sich diese in der von der 
hauptsächlichen Periode rj befreiten Differenz w,^^ — 'W^ gerade so aus- 
prägen, wie die Periode r^ in w selbst. 

Am einfechsten bestimmt man die Differenz w^_^^ — w^ durch 
die folgende graphiscJie Konskuktion*') an der Polbahu Fig. 104. Es ist 
Tj -= 14 Monate = 1,17 Jahre. Man vei^leiche also z. B. den Ort des Poles 
für den Zeitpunkt 90,0 mit demjenigen für den Zeitpunkt 91,17. Die 
Verbindungslinie beider Orte giebt uns nach Gröfse, Richtung und Sinn 
den Vektor Wj^^ — w, für t = 90,0. Es ist also nur nötig, diese 
Strecke etwa durch Parallelenlineale aus Fig. 104 in eine neue Figur 
(105a) zu übertragen. Wir erhalten so einen vom Koordinatenursprung 
dieser neuen Figur auslaufenden Vektor, von dem nur der Endpunkt 
markiert und durch die Zahl 90,0 bezeichnet ist. In gleicher Weise 

*) Dieses graphische Verfahren dürfte neu und für manche ähnlichen Fälle 
nützlich sein. Vgl, auch, was die analytischen Eegdn sjur Auffindung „ver- 
steckter PeiiodiBit&ten" angeht, den Bericht von H. Bnrkhardt: Entwickeluugen 
nach oscillierenden Funktionen. Jahresliericlit der dentschen Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd. 10 (1901), pag. 312 — 332. Neuerdings hat A. Schuster eine all- 
gemeine Methode (Konstmktion eines sog. „Periodogtaphen") angegeben, durch 
welche die Frage entscheidend gefördert werden dürfte. Vgl. Nature, Bd. 66 
(1902), pag. 614— 61Ö. 
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ver&ilireii wir mit den beidea Orten 90,1 und 91,27 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105a einen Punkt, der der Differenz Wj^, — w, 
für (=90,1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbahn in Fig. 104 eine neue Polhahn ah, die von dem 
Hanptgliede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Polbahn wird, 
wie man sieht, noch viel verschlungener und unregelmäXsiger alß die 
ursprüngliche. Es mufste daher, sollte die Figur nicht zu undeutlich 
werden, die abgeleitete Polbahn in zwei Stücte getrennt werden: 
Fig. 105a giebt den Zeitraum von 90,0 bis 94,0, Fig. 105b den Zeit^ 
räum von 94^0 bis 98,0 wieder. Im Gaiaen sind somit bei der ab- 
1 Polbahn die Orte zwiaohen 90,0 und 99,17 verwandt worden. 
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Der Deutlichkeit wegen wurde in beiden Figuren die Hälfte der ab- 
geleiteten Polhahn punktiert, die andere Hälfte ausgezogen. 

Zunächst lehrt der Anblick der abgeleiteten Polhahnen, dafs ihre 
Abmrasungen kleiner sind, wie die der ursprünglichen Figur. Während 
die Aussehtöge in Fig. 104 bis nahezu an 0",30 heranreichen, über- 
schreiten die Ausschläge in den Fig. 105 nur an wenigen Stellen 0", 15, 
Dies B«gultat ist keineswegs selbstveMtändlieh, da sich ja bei der 
zwischen w^^^ und W; die Gröfse der Ausschläge 
1 wie vermindern konnte. 
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Wir scMiefsen hieraus, äafs m der Tkat eine Periode von 14 Mo- 
naten in den Fohckwcmhwigen ausgeprägt ist imd dafs etwa die Hälfte 
der im Gameen beobachteten Schwankmtgen <mf dne Bewegung von dieser 
Periode simtcksufUhren ist. 

Weiter aber achliefBen wir ans der schon erwähnten gröfseren 
Tersehlungehheit der neuen Figuren, dafs die Umstände, welche den 
nach Ähsug der 14-monatlichen Periode verbleibenden JResß)etrag der 
PolschwoMkungen bedingen, weniger gesetemäfsig und einfach sind, wie 
diejenigen, welche den Charakter und die Periode der Hdu^tbewegvng 
bestimmen. Betrachtet mau inabesondere z. B, den Zeitraum von 96,5 
bk 97,5 in Mg. 105b, so wird man den Eindruck gewinnen, als ob 
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das Zickzack dieses Bahnstttckea regellos verläuft, und wird den Ver- 
dacht hegen, dafs es möglicherweise ganz auf Beobachtungafehler 
znriickznführen ist. Es kommt hinzu, dafs der mittlere Fehler der 
abgeleiteten Polbahn bei unserer Konstruktion noch etwas gröfser aus- 
fällt, wie der der urspränglicbeu Bahn (0",03), daJs also bei der ab- 
geleiteten Polbabn die Lage der Punkte nur etwa auf 0",05 be- 
stimmt ist. 

Indessen läfst sich eine gewisse Geseizmäfsigkeit auch bei der 
abgeleiteten Poibahn nicht verkennen. Es fällt auf, dafe in beiden 
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Figuren 105 die mit gleichen Zahlen bezeichneten Punkte in der Regel 
ziemlich dicht bei einander liegen. So befinden sieh z. B. die rollen 
Jahreszahlen sämtlich in dem linken oberen Quadranten der Figuren 
oder in unmittelbarer Nähe desselben. Um dies noch deutlicher zu 
machen, könnte man sich in der Fig. 105 die verschiedenen Polygone 
der Jahreszehntel eintragen, indem man die mit gleichen Ziffern 1, 2, . . . 
bezeichneten Orte des Polea in den verschiedenen Jahren geradlinig ver- 
bindet. AUe diese Polygone würden verhältniBmäTsig klein anefallen. 
Nach Ablauf eines Jahres konmit also der „abgeleitete" Pol im Grofsen 
und Ganzen in seine frühere Lage zurück. In der abgdeiteien Polbahn 
schemt sich Memach die Periode eines vollen Jahres ausmprägen. 

Versuchen wir ebenso wie oben bei der 14 -monatlichen Periode 
durch Abzahlung der Umläufe das Vorhandensein der jährlichen Periode 
wahrscheinlich zu machen, so müssen wir in erhöhtem Mafse von der 
schon dort angewandten Willkür Gebrauch machen, einzelne Schleifen 
über den Koordinafcenursprung herüberzuziehen, um dadurch die Kurve 
abzuglätten. Betrachten wir z. B. den ausgezogenen Teil beider Figuren 
von 92,0 bis 96,0, der die verhältnismäfsig deutlichsten Elongationen 
aufweist. Wir denken uns den Zug von 92,0 bis 92,4 nach links 
hin über den Mittelpunkt der Figur herübergezogen. Dieser Zug er- 
giebt dann zusammen mit dem Stücke 92,4 bis 92,8 einen ersten 
Umlauf des K oordinaten Ursprungs ; einen zweiten ziemlich regelmäfsigen 
Umlauf haben wir in der Bahn von 92,8 bis 93,8. Indem wir auf 
die andere Figur Übergehen, denken wir uns die Schlinge von 94,0 
bis 94,5 nach unten links herabgezogen; alsdann können wir bis 94,9 
einen dritten Umlauf zählen. Einen vierten vollen Umlauf liefert die 
die Zeit von 94, 9 bis 96, 0. Im ganzen haben wir also, wenn wir 
die vorgenommenen wülkürHchen Verschiebungen der Bahn gelten 
lassen, in vier Jahren gerade vier Umläufe, also eine jährliche Perio- 
dizität der abgeleiteten Bahn. 

Dieses Ergebnis ist ebenfalls bereits von Chandler auf Grund 
seiner rechnerischen Reduktion der Beobachtungen ausgesprochen worden. 
Auf ährdicher Grundlage hat später van de Sande Bakhuyzen*) 
den jährlichen Bestandteil der Polbewegung formehmifsig darzustellen 
gesucht. Er findet dabei nach Abzug der 14 -monatlichen Polschwanknng 
als mittlere jährliche Polbaha eine Ellipse, deren grofse Axe gleich 0",104 
ist und gegen den 19""' Meridian östlieh von Greenwich gerichtet ist 
und deren kleine Axe 0",044 betrat. Dieselbe wird, wie auch aus den 

*) Atademie von Wetensctappen, Amsterdam, Äugaat 1900. 
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L 105 zu ersehen ist, in der Richtung von Westen nacli Osten 
durchlaufen; den 19*™ Meridiaai passiert der Pol Anfang Oktober, 

Es liegt nahe, unser Verfahren zu ■wiederholen und aus den 
Figuren 105 dm-oii Elimination der jährlichen Periode eine neue Figur 
abzuleiten. Bedeutet also jetzt w den in Fig. 105 dargestellten Vektor 
und Tj die Periode eines Jahres, so bilden wir uns auf graphischem 
Wege wie oben w,_|_j — w, und tragen das Resultat in einer neuen 
Figur ein. Es wurden dabei nur die ausgezogenen Teile der Figuren 
105 (tou 92,0 bis 96,0) der weiteren Behandlung zu Grunde gelegt, 
so dafs die neu entstehende Figur 106 von den Marken 92,0 bis 95,0 
reicht, wobei wieder die Hälfte der Figur (von 92,0 bis 93,5) aus- 
die andere Hälfte {von 93,5 bis 95,0) punktiert wurde. 



Wäre eine weitere Periode aufser i 
halten, so müfste diese in unserer 
Fig. 106 zur Anschauung kommen. 
Es scheint aber nicht, dafs dem 
so ist; vidmehr maiM Fig. 100 
äen IHndmck, als oh es steh hier 
um einsdne Stimmgen handelt, 
die entsprechende einmalige Vor- 
stöfse der Bahn bedingen, und 
die von einem Zurückweichen in 
die Rvhdage gefolgt sind. Einen 
solchen Vorstofs haben wir in 
der Figur bei 92,1, einen zweiten 
bei 93,2 u. s. w. Wie der Ver- 
gleich der Figuren 105 und 106 
zeigt, ist eine wesentliche Ver- 
kleinerung der Dimensionen durch 
unser zweites Verfahren nicht 
mehr eingetreten. Die Realität 
der 12 -monatlichen Periode wird 
also durch die Grölse unserer 
Figuren nicht in dem Sinne ver- pig. loe. 

deutlicht, wie vorher die Realität 

der 14- monatlichen Periode, Wir müssen daraus scMiefsen, dafs die 
Störtmgen, welche in Mg. 106 mr Änscho/tmng Tiommen, etwa von der- 
selben Gröfsenordnv/tig sind, um die Einflüsse, welche den vora/asgesetden 
jährlichen Umlauf des Poles bedingen. Jedenfalls bleibt in der Pol- 
bewegung ein erheblicher Restbetrs^ ührig, welcher weder durch 
eine 14-monatliche noch durch eine 12-monatiiche Schwankung et- 
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klärt wird. Von der lO-raonatlichen Eulerechen Schwaiikimg ist 
überhaupt niclita zu bemerken. 

Es ist nicht unmöghch, dafs die hier auf graphisehera Wege ge- 
zogenen Schlüsse teilweise voreilig sind und dafs sie beim Bekannt- 
werden weiterer Beobachtungen über Polschwankungen zu modifiaieren 
sein werden. Namentlich muTs die letzte Figur wegen der bei der Wieder- 
holung unseres graphischen Verfahrens sich häufenden Unsicherheiten 
als ziemlich problematisch gelten. Auch liegt in unserem Ableitungs- 
yerfehren eine gewisse Willkür, insofern als wir nicht notwendig die 
Vektoren w^ und w^^^ zu vergleichen brauchten, sondern ebensogut 
die Differenz zwischen Wj^.3^ oder iß^^^^ . . . und w, hätten nehmen 
können. Die abgeleiteten Figuren würden dann andere geworden sein. 
Indessen stimmen unsere Ergebnisse mit den rechnerischen Resultaten 
von Chandler u. A. überein; jedenfalls scheint unser Verfahren für 
die hier beabsichtigte mehr orientierende wie abschliel'sende Diskussion 
bei der heutigen Genauigkeit der fi-E^lichen Beobachtungen auszu- 
reichen. Bei einer abschließenden Beiirteilung des Gegenstandes werden 
namentlich auch Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen darüber, ob eine 
aufgefundene Periodizität als wirklich oder zufällig anzusehen ist, im 
. Sinne von A. Schuster (vgl. die Anm. auf pag. 679) herfuigezogen 
werden müssen. 

Was insbesondere das Hauptergebnis dieser Betrachtungen, die 
14-monatliche Chandlerscbe Periode betriSt, so scheint diese auch 
noch eine gewisse Stütze durch die Erscheinungen der Ebbe und Flut 
zu finden. Es ist klar, dafs eine Umlagerung der Botationsaxe wegen 
der veränderten Centrifugalverhaltnisse der Erde die Bewegung der 
Oceane beeinflussen mufs und dafs eine periodische Umlagerung der 
Rotationsaxe eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus von der- 
selben Periode zur Folge haben müfste, vorausgesetzt, dafs der Einflufs 
auf letztere genügend stark ist. Die Herren van de Sande Bak- 
huyzen*) und Christie**) glauben diese Voraussetzung bejahen und 
in den holländischen bez. amerikanischen Plutbeobachtungen eiae 14- 
monatliche Variabilität von einigen cm. nachweisen zu können. 

Zusammenfassend schliefsen wir also aus den mitgeteüten Beobach- 
tungen namentlich zweierlei: erstens dafs Polschwankungen zweifellos 
konstatiert sind, dafs also der Erdpol nicht mehr als „der ruhende 
Pol in der Ei^cheinungen Flucht" angesehen werden kann, zweitens, 
dafs die Polschwankungen nicht diejenige einfache Gesetzunifsigkeit 



*) Astronom. Nachr. Nr. 3261. 
**) Bulletin of the Phil. Soe. of Washington 1895, vol. XU, p. 103. 
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und namentlicli nicM diejenige Periode haben, die wir nach den 
ErÖrtenmgen des vor^en Paragraphen erwartet haben würdeH. 

§ 7. Die Erklärung der Chaudlersolieii vierzehnmonatliclieii Periode 
und die Elastizität der Erde. 

Bekanntlieh darf die alte Streitfrage, ob das Erdinnere feuerfliissig 
oder fest sei, heutzutage als in dem Sinne entschieden gelten, dafs 
sich das Erdinnere, im grofsen und ganzen genommen, wie ein fester 
Körper verhält. Man wird dabei, damit es sich nicht um einen blofeen 
Streit um Worte handelt, die Benennungen flüssig und fest zu defi- 
nieren haben und wird sagen: flüssig soll ein Mittel heifsen, in dessen 
Innerem unter gegebenen Umständen relative Verschiebungen der Teile 
in merkhchem Mafse vorkommen können, fest ein Mittel, in dem 
solche Verschiebungen unmöglich sind. Man kann es dahingestellt 
sein lassen, ob im letzteren Falle die Verschiebbar keit der Teile durch 
eine Art elastischen Zusammenhaltes, (durch Festigkeit im gewöhn- 
lichen Sinne), oder durch einen besonders hohen Grad von Viseosität 
hervorgerufen wird: auch eine Flüssigkeit von hinreichender Viscosifäfc 
(z. B. Asphalt) verhält sich gegen äufsere Einwirlnmgen von nicht zu 
langer Dauer merklieh wie ein fester Körper und zeigt keine be- 
deutenden. Verschiebungen ihrer Teile gegeneinander. Wir können im 
Anschlufs an eine in der englischen Litteratur gebräuchliche Aus- 
drucksweise von effeUwer Festigkeit sprechen, um damit ein Verhalten 
zu bezeichnen, welches unter gegebenen Umständen dem eines festen 
Körpers von bestimmtem Elastizitäts grade analog ist. 

Dagegen soU mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, nichts über 
seinen sonstigen physikalischen Zustand ausgesagt werden. Dieser dürfte 
bei den aufserordenÜichen Temperaturen und Drucken, die im Innern der 
Erde herrschen, von allem abweichen, was wir sonst von flüssiger oder 
fester Konstitution wissen. Schon in Laboratoriumsversnchen lassen sich 
gewisse kritische Zustände schaffen, bei denen die Aggregatzuatände 
stetig ineinander übergehen; der Zustand des Erdinneren liegt aber 
weit jenseits jener kritischen Grenzen. Der richtige Standpunkt wird 
offenbar der sein, den Zustand des Erdinneren nicht nach gewagten 
Analogien und Extrapolationen aus Lab Oratoriums versuchen voraus- 
zusagen, sondern aus dem thatsäehliehen Verhalten der Erde, wie es 
sich z. B. bei den Polschwankungen zeigt, auf den durchschnittlichen 
oder effektiven Zustand zurückzueehliefsen. 

Auch soll mit der Berechnung euies bestimmten Elastizitätsmoduls 
nicht behauptet werden, dafs die Erde durch und durch die Beschaffen- 
heit eines Körpers von der betr. Elastizität habe. Vielmehr kann man 
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- aJs die heutzut^e wahrscheinliclistG nnd herrachende Ansieht diejenige 
bezeichnen, wonach die Erde inhomogen konstituiert ist, nämlich aus 
einem dichteren und festeren Kern (Eisenkern) nnd einer weniger dichten 
und naehgiehigeren Schale (Gesteinamantel) besteht, welche beide durch 
eine nicht sehr ausgedehnte Schicht eines zähflüssigen Magmas von 
einander getrennt werden (vgl. die unten zu nennende Theorie von 
E. Wiechert). Auch die Möglichkeit einer solchen Inhomogenität 
wünschen wir durch das Wort „effektive" Elastizität oder Festigkeit 
einzuschließen. Der zu berechnende Elastizitätsmodul bedeutet alsdann 
den Wert desselben für einen homogenen elastischen Körper^ welcher 
sich hinsichtlich der hier in Frage kommenden elastischen Wirkungen 
ebenso verhält wie die wahrscheinlieh inhomogene Erde. 

Wir beabsichtigen nicht, auf die Diskussionen über das Erdinnere 
näher einzugehen, sondern heben nur einige Punkte aus der historischen 
Entwickelung heivor*) Im Interesse der Theorie des Vulkanismus 
haben die Geologen seit altersher für das feu er flüssige Erdinnere 
plaidiert. Dei eiste, der sich mit wissenschaftlichen Gründen dagegen 
ausgesprochen hat, seheint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersuehfce die Pracession und Nutation, die eine mit Flüssigkeit ge- 
füllte Kugelschale zeigen würde, und fand, dafs eine solche sich er- 
heblich anders als die Erde verhalten würde. Die späteren und tiefer 
gehenden Untersuchungen Lord Kelvins***) ergaben, dafs die Beweis- 
führung von Hopkins mangelhaft war und dafs auch seine Resultate 
in wesentlichen Punkten zu berichtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kugelschale eine abgeplattete eUipsoidisehe Schale betrachtet, zeigt er, 
dafs sieh hd völlig starrer Schale in den schnelleren Nutationen (der 
halbjährigen und namentlich der halbmonatlichen vgl. pag. 651), nicht 
aber in der Präerasion und in der 18%-jahrigen Nutation eine Differenz 
zwischen Beobachtung und Rechnung ergeben würdef ), dafs dagegen bei 



*) Wegen näherer Angahen vgl. die Daratellimg in Kap. 15 des vorzöglichen 
popiLÜlr-wisBeiiBehaftliohen Werkes von G, H. Darwin, The Tides, London 1898, 
deutsche Ausgabe von A. Pockels, Leipzig 1902, oder die jüngst erschienene 
Kosmische Physik von Sw. Arrhenius, Leijraig 1903. 

**) Eesearches in physical geology, Phüosophical Transactiona London E, 
Soc. 1839, 1840, 1842. 

•**) Mathematieal and Phjsical Papers, Bd. 3, art. 45 vgl. inshesondere §§ 21 — 38, 
znaammengefafst in Populär Lectures, Bd. 3, pag. 238. 

t) Hiennit hängt eine Bemerkung Lord Kelvins anaaninien, die wir an 
Modellen der Göttinger mathematischen Sammlung bestätigt haben; Bin Kreisel, 
dessen Schwungmasse durch, ein mit Flüssigkeit gefülltes abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid ersetzt ist, verhält sich, in Umdrehung um seine Axe versetzt, anf 
horizontaler Unterlage stabit und führt seine Präceaaionahewegung aus, ähnlich 
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einer migermafsen nachgiebigen Schale alle jene ErscheimmgeH so Ter- 
laofen könnten, wie es der Wirklichkeit entspricht. Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Annahme: flüssiges Erdinnere in 
starrer Schalej eine Annahme, die ja auch aus physikalischen Gründen 
unhaltbar ist, da wir kein Material kennen, das als dünne Schale aus- 
gebildet völlig unnachgiebig wäre, Andrerseits aber wird die Annahme: 
flüssiges Erdinnere in nachgiebiger Schale, durch die Erscheinungen 
der Ebbe und Flut widerlegt. Eine dünne Erdkruste von der elasti- 
schen Nachgiebigkeit der uns bekannten Materialien würde nämlich 
dem deformierenden Einflufa der Gezeitenkräfte fast ebenso willig folgen 
wie das Wasser der Meere. Dann aber gäbe es unter dem Einflufs 
jener Kräfte keine relative Bewegung des Wassers gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Auf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sich der unmittelbaren Wahrnehmung entziehen würde. 
Somit bleibt nur die Änaabme einer im Durchschnitt effektiv -festen 
Erde übrig (fest im Sinne der vorausgeschickten Erklämi^). Mit 
di^er Annahme ist das Vorhandensein peripherischer Hohlräume, die 
mit einer Art Flüssigkeitamagma ausgefüEt sind, oder auch das Vor- 
handensein einer ringsum ausgebildeten flüssigen Schicht durchaus ver- 
träglich, falls dieselben nur im Verhältnis zu dem effektiv -festen Erd- 
kerne und der festen Erdkruste wenig ausgedehnt sind, wodurch nicht nur 
den Bedürfniesen der geologiaehen Theorien, sondern namenthch auch 
den wichtigen Ergebnissen der Pendelbeobachtungen Rechnung getragen 
werden kann. (Vgl. auch hierzu die Wiecherfcsche Theorie des Erdinnem.) 
Dafs die Erde zugleich effektiv starr sei, soll damit nicht behauptet 
werden. Schon Lord Kelvin*) hat versucht, den Grad der elastischen 
Nachgiebigkeit des Erdtörpera auf Grund der thatsäehlichen Höhe der 
Fluten abzuschätzen. Während, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Hauptsache flüssigen, also völlig nachgiebigen Erde die Fluthöhe sich auf 
Null reduzieren müfste, wird bei jedem endlichen Grade von elastischer 
Nachgiebigkeit die Fluthöhe einen gewissen Brnchteil derjenigen Höhe 
betragen, die sieh auf einer völlig starren Erde ausbilden müfste. 

wie ein Eieisel ans festem Stoff; (über den Verlauf der kürzeren Nutationen geben 
die Beobachtungen an unserem Modell keinen deutlichen Aufsehlnfa). Dagegen 
erweist sich ein Kreisel, dessen ScliwungmaBae aus einem mit Flüssigkeit gefüllten 
tterlängerten Ellipsoid besteht, unter denselben Terhältniaaen als gänzlich labil. 
Da die Erde ein abgeplattetes Eotationaellipsoid ist, so verstellt man, dal'a sie in 
ihren Präoessionsbewegungen von denen eines durohaua festen Körpers auch dann 
nicht wesentlich abweichen würde, wenn sie mit Flüssigkeit gefüllt wäre, voraus- 
gesetzt, daü die Erdkruste, so wie wir es okne merklichen Fekler v 
Modell voraussetzeu dürfen, absolut starr wäre. 

*) Thomson und Tait, Natural Phüosophj 11, art, 843. 
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Kelvin schätzt von hier ans diö Nachgiebigkeit der Erde kleiner als 
diejenige des Glases und etwa gleich derjenigen des Stahles, Einen 
sehr viel schärferen Anhalt für eine derartige Schätzung werden wir 
im Folgenden kennen lernen, wo wir uns zur ErkMrung der Chandier- 
achen Periode wenden. 

Ea ist das Verdienst von S. Newcomb*), erkannt zu haben, dafs 
die Periode der freien Nutationen mit dem Grade der Nachgiebigkeit 
des Erdkörpers zusammenhängt. Die Eulerache Periode von 10 Monaten 
entspricht der Annahme völliger Starrheit; zu jedem endlichen Elasti- 
zitätsgrade dagegen berechnet sich eine davon verschiedene und zwar 
längere Periode. Umgekehrt läfst sich der Chandlersehen Periode ein 
bestimmter Elaatizitatsgrad zuordnen, hei welcher die Periode der freien 
Nutationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten annehmen 
würde. 

In der, Litteratur sind diese Verhältnisse am gründlichaten in einer 
Arbeit von S. S. Hough**) untersucht, der von den elastischen Diffe- 
rentialgleichungen eines rotierenden Sphäroids ausgeht. Wir werden 
die Resultate von Hough auf sehr viel einfacherem Wege gewinnen, 
indem wir an einen Satz aus Kap. VII, § 8 (p^. 607) anknüpfen. 
Dort wurde bereits die Dauer der freien Nutation oder, was dasselbe 
bedeutet, die Periode der kräftefreien Präcession für einen deformir- 
haren sphäroidischen Kreisel berechnet, unter der Annahme, dafs lediglieh 
die elastischen Widerstände den durch die Cenfcrifngalwirkung der Um- 
drehung verursachten Formänderungen entgegenwirken. Diese An- 
nahme trifft bei einem Körper von den Dimensionen der Erde nicht 
zu, weil hier auch die gegenseitigen Gravitationswirkungen der Teilehen 
wesentlich zu berücksichtigen sind. 

Wir müssen daher Einiges über diese Gravitationswirkungen und 
über die Art, wie sie sieh mit der Wirkung der elastischen Kräfte 
zusammensetzen, vorausschicken. Wir ordnen die folgenden Erörte- 
rungen in eine Reihe von Einzelproblemen. 

Erstes Frohlem. Eine homogene, incompressible Flüssigkeits- 
masae steht unter dem Einflufs der gegenseitigen Gravitation ihrer Teile 
und würde im Euhezustande eine Kugel vom Radius R bilden; sie wird 
in Rotation am eine feste Axe versetzt; die Winkelg^chwindigkeit 

*) On the dynamicB of the Earth's rotation with tespect to the periodic 
vatiations of Latitiide. MontUy Noticea Äatr. Soe, London (1892), Bd. 52, pag. 336 
nnd Eemacks on Mr. Chandlers Law of Variation of Terrestrial Latitnde. Astro- 
nomical Journal Bd. 11, 12, 19. 

**) On the Rotation of an elaetic Spheroid, Philos. Transactions ß. Soc. 
London (1896) Bd. 187, pag. 319. 
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sei 03. Eine mögliclie Gleichgewichtsform der Flüssigkeit ist dann ein 
abgeplattetes Umdrehimgsellipsoid, welches die Rotationsaxe zur Sym- 
metrieaxe hat (Mae Laurinsches EUipsoid). Die MUptigüM desselben 
wird, unter der Annahme, daß dieselbe Mein amfäUt, du^ch die Formel 
gegeben 

K J 1 4 g ' 

wo g die Gravitationsbeschlennigung an der Oberfläche unserer Flüssig- 
keit bedeutet. 

Den Verhältnissen der Erde entsprechen die folgenden in Metern 
und Sekunden ansgedrüekfcen Zahlenwerte: 

(^^-."-ii^' S-Il»'. 9-9.81. -f-ii, ..-^- 

Bei der Ableitung der Gl. (1) können wir, wenn wir uns nicht 
auf die (übrigens sehr bekannten) Formeln für das Potential eiaes 
EEipsoides berufen wollen, mit Vorteil an tmsere frühere Vorstellung 
des j^rdringes" anknüpfen. Ebenso wie früher die feste Erde ersetzen 
wir jetzt unsere eUipsoidisehe Flüssigkeit durch eine Eugel (Radius 
R, Masse M) und einen in der Äquatorebene des EUipsoides gelegenen 
Ring (Radius B, Masse m). Wie wir in § 1 dieses Kapitels sahen, 
wird das Gravitationspotential der Kombination Kugel + Ring in einem 
äufseren Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnung einschliefslich 
gleich dem Potential irgend einer anderen Massen Verteilung von den 
gleichen Hauptträgheitsmomenten. Die Trägheitsmomente unserer Elüssig- 
keitsmasse um die Rotationsaxe (?-Ax;e) bez. um zwei dazu senkrechte 
Axen (^- und a^-Axe) seien C, Ä, A. Unter der Elliptizität verstehen 
wir wie früher das Verhältnis*) 



Die Masse m des Ringes ist nach Gl. (1) von § 1 folgendermafsen s 

wählen: 

/o^ 2(0 -A) 2A 4 „ 



*) Neben dieser Definition kommt in der Litteratur die folgende vor; 
^ a — b 

wo a die gcofge, 6 die kleine Axe des EUipsoides bedeutet. Man übemeugt aicli 
leicit mit Rücksielit auf p^. 600, dafs für eine homogene Masaenverteilung dieae 
Definition bis auf höhere Potenzen von e mit der nnarigen übereinstimmt. 
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wobei wir für A den Näherungswert -4 = -r- MJt^ eingeführt haben, 
der daa Trägheitsmoment einer Kugel vom Radius M bedeutet. 

Ist r der Abstand eines beliebigen äufseren Punktes P vom Mittel- 
punkte der Flössigkeitamasse, so wird das Potential von Kugel und 
Ring in P 

die Integration erstreckt über den Umfang des Ringes. Dabei be- 
deutet s "ahnlicb wie pag. 639 die Abkürzung 

^ rB ' 

wo Xj y, s die Koordinaten von P, x', y', / die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die a^x-Ebene durch den Punkt P und die a^jz-Ebene 
durch den Ring, und nennen den Winkel zwischen OF und OX, 
so wird 

a;=rcos0, !/ = 0, s=rsin9, 

x' = Itc<iS<p, 4/'= B.s\a.(p, /= 0, 
und daher 

s = COS0 cosg^. 

Die Potenzentwictelung der Quadratwurzel liefert ähnlich wie pag. 639: 
und die Ausführung der Integration 



(4) 



= i+i(f)Ve-l)+- 



Daher wird daa Potential der Anziehung, wenn wir für m den Wert 
(3) eintragen: 

''-^j^(t+It+I*#'H«-I) +■■■)• 

Wir suchen den Wert von V für die Oberfläche der Flüssig] 
deren Cfleiehung wir schreiben dürfen: 



(5) r=E(l + E(coB^Q-~)), 

wo wir fü 

irt E nehm 

g(i-'(» 



(vgl. Gl. (2) von pag. 601, wo wir für den dort definierten mittleren 
Radius m den Näherungswert P nehmen). Wegen der Kleinheit von e 
können wir 
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BchreibeE. Diesen Wert tragen wir in das erste Glied des Aasdtueks 
für V ein; ferner dürfen wir im den folgenden mit £ behafteten und 
daher als klein zu behandelnden Gliedern des Potentials direkt r =' B 
setzen. Ea ergibt sich so: 

(6) F=f(i + i-.-.(i-|)He-|-) + ...). 

Die Oberfläche der rotierenden Flüssigkeit mufs eine Fläche kon- 
stanten Druckes sein, Darans folgt nach den Grundsätzen der Hydro- 
dynamik, dafs aneh die potentielle Enei^e der auf die Masseneinbeit 
der Müasigkeit wirkenden Kräfte längs der Oberfläche konstant sein 
mufs. Diese Kräfte sind die Gravitation einerseits und die Centrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist, für die 
Maesejieinheit berechnet, in einem beliebigen Punkte des rotierenden 
EUipsoides : 

also insbesondere in der Oberfläche des EUipsoides, wo näherungsweise 
r =- Ji ist, mit einer kleinen formalen AbändeTung: 

(7) U^ y oy'E^^^ey'B^ (cos^G - ~) ■ 

Damit die Summe V-\-U auf der Oberfläche der Flüssigkeit einen 
konstanten^ d. h. von unabhängigen Wert erhält, ist es notwendig, 
dals die Faktoren von Icos^O — -^| in (6) und (7) entgegengesetzt 
gleich sind. Dies liefert die Gleichung: 

woraus sich ergiebt: 

6 m'JJ' 
* ■" 4 fM' ' 
Führen wir noch die Gravitationsbesehleunignng g an der Obei^fläche 
unserer Flüasigkeifcsmasee ein, nämlich g = fM/R^ (näherungs weise), 
so erhalten wir direkt den oben angegebenen Wert e, aus Gl. (1). 

Gl. (1) ist von Clairaut gegeben und bildet eine Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt voraus, dafs die Dichte 
der Flüssigkeit konstant ist und dafs die Centrifugalwirfcung lediglieh 
durch die Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird. 

Bekanntlich bezeichnet man diejenigen Funktionen von 0, die in 
GL (4) als Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von Mjr bei der 
Entwickeluug des reziproken Abstandes zweier Punkte auftreten, als 
KugelfuiikUoneK*'). Eine solche Funktion und zwar eine „Kugelfunktion 

•) Genauer gesagt als Kugelflaehenfa/Mionem.. Unter einer räuwliclmi Kugelr 
fwiÜion versteht man jeden Ausdruck, der homogen in den ceclitwinkligeii Koordi- 
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zweiter Ordnung" ist der obige Ausdruck cos' — 2/3. Die vor- 
stehend berechnete Reihe (6) für V stellt, können wir sagen, die Ent- 
wickelung des Potentials nach Kugelfunbtionen dar. Femer haben wir 
in Gl. (7) auch den Ausdruck von U nach Kugelfunktionen geordnet. 
In der Gleichgewichte bedingung (8) endlich haben wir die beiden Terme 
von V und ü, welche unsere Kugelfunktion zweiter Ordnung enthalten, 
mit einander verglichen und gelangten dadurch zur Berechnung der 
Elliptizität. Wir können diese Gleich gewichtsbedingung schematisch 
folgendermafsen schreiben, wenn wir mit U^ und Fg den betr. Term 
in der Entwickelung von U und V bezeichnen, wobei wir V^ für die 
EUiptizität 1 berechnen und bei der Berechnung von ü^, mit Rücksicht 
darauf, dafs die Centrifugalkraft eine störende Ursache von kleinem 
BetrE^ darstellt, von der Elliptiziiät überhaupt absehen: 

(9) sV,= V„ n=4^(coß^Ö-|)- 

Wegen näherer Ausführung der Theorie, insbesondere bei beträcht- 
lichen Werten der Elliptizität, müssen wir auf die Litteratur*) verweisen. 

Zweites Problem. Eiae homogene elastisch- feste Kugel vom 
Radius R und der Dichte p wird mit der Winkelgeschwindigkeit m um 
einen ihrer Durchmesser gedreht. Sie geht dabei in ein abgeplattetes 
Umdrebungsellipsoid über, welches die Rotationsaxe zur Symmetrieaxe 
hat. Das elastische Verhalten des Materials sei dadurch bestimmt, dafs 
wir den Elastizitätsmodul (E) geben und annehmen, dafs das Material 
ineompressibel sei, dafs also das Poiesonsche Verhältnis von Quer- 
tontraktion zu Längsdebnung den speziellen Wert 1/2 habe. Die 
letztere Annahme vereinfacht die Rechnungen und hat auf dae Resultat 
keinen erheblichen Einflufs. 

Dw Ellvptizität des so entstehenden Mlli/psoides wird alsdcmn 

Um auch hier zunächst ein Zahlenboispiel zu geben, weiches sich 
den Verbältnisaen der Erde auschliefst, wählen wir in CGS-Einheiten 



naten x, y, s ist und der Potentialgleichung k— i + ^— § + -^-1 = genügt. Aus 

einer räumlichen Eugelfunktion entsteht eine Kngelflächenfonktion, wenn man in 
dem Ausdruck der etsteren 3;' -|- y* -J- s* ^=^ conat, setat. 

*) H.Lamh, Hydro djnamiea, Camhridge 1895, Kap. Xu, pag, 580. W.Wien, 
Hydrodynamik, Leipzig 1900, Kap. VIU, pag. SOS. Thomson und Tait, Natural 
PhiloKophj H, Cambridge 1996, art. 771, 793 fP. Ausftüu-hohe Litteraturaugahe 
hei A. E. H. Love, Encykl, d, matt. Wissensch. Bd. IV, Art. 16, Mr. i. 
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und nehmen £ gleich dem Ekstizitötsmodul von Stahl, d. h. rund 
gleioh 2,2-106 (kg Gewiclit/em^ = 2,2-981-10» CGS-Ebheiten. Es 
wird dann 
*• -' E 184' S 465 

Bei der Ableitnng der Gl. (10) müssen wir auf die Grundlagen 
der Elastizitätstheorie zurückgehen. 

Sind M, V, w die Verrückungea eines Punktes im Innern der 
Kugel nach den Koordinatenaxen , welche letztere ebenso wie unter 1) 
gewählt werden, so gilt zunächst wegen der vorausgesetzten Incom- 
pressibilität: du ^ d. dw ^ 

(12) ai + s^ + ei - '^■ 

Die elastischen Differentialgleichungen nehmen für ein incompressibles, 
dnreh Centrifugalwirkungen beanspruchtes Material die Form an: 



(13) 



-Au + ^ + Q-g^-O, 
T'^ + Wi + OW-"' 



A bedeutet wie (Iblich die Abkürzung für den zweiten Differential- 
parameter,- p ist ein von Ort zu Ort wechselnder allseitiger Druck, 
welcher so zu bestimmen ist, dafs der Bedingung (12) Geniige geleistet 
wird. U2 bedeutet den oben definierten mit variabehi Teil des Po- 
tentials der Centrifugalkraft (s. Gl. (7)): 
(7-) U^ = iß.ä^'^^eoa^e " y) = t('p'+ /- 2s^)' 

Wie man sieht ist TJ^ (vgl. die Änm. zu pag. 691) eine räumliche 
Kugelfunktion zweiter Ordnung. Von dem in (7) zu U^ hinzutretenden 
Terme -5- to^r^ sehen wir im Folgenden ab, da dieser nur die Gröfse, 
nicht die Gestalt der Kugel abändern kann und bei einem incom- 
pressibelü Material Überhaupt ohne Einflufs ist. 

Die Dififerentiaigleichungen (12) und (13) sind noch zu ergänzen 
durch die Bedingungen dafür, dafs die Kugelfläehe eine kräftefreie 
Oberfläche ist. Sie besagen, dafs die auf jedes Oberfläehenelement 
wirkenden Spannungen nach allen drei Koordinatenrichtungen ver- 
schwinden müssen. In den Verrüekungen u, v, iv geschrieben lautet 
die Bedingung für die a;-Kichtung: 

? /du , dw\ / X ^ 
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da für die Kugel <ioB(n,x) : <iOB(n,y) ■.coa(n, e) = x -.y : s, fcormen wir 
hierfür schreiben: 

(14) ^ä^ + 3/ej^ + ^g7 + ^ 0^ + 2/8^ + ^3^ = - E^- 

Die auf die y- und ^-Richtung bezügliehen Bedingungen folgen aus 

(14) durch eyklisclie Vertauschung von (xyz), (uvw). 

Wir behaupten nun, dafs den Gleichui^en (12) bis (14) bei ge- 
eigneter Wahl der Konstanten a, ß, y durch den folgenden Ansatz 
genügt wird: 



(15) 






•8, T^l" 8, 



äSj.«,.ä3_ 



welcher somit die vollständige Lösung des gestellten Problems enthält. 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des Öfteren von den 

nachstehenden Begeln Gebrauch zu machen haben, welche unmittelbar 

aus der Definition der Kugelfonktionen und ihrer Homogenität folgen: 

At7,-0, (x|; + !,|^ + sA)K,-2t4, A(r'!7J_14(7„ 

Wir tragen den ÄJisatz (15) zunächst in die Gleichung (12) ein 
und erhalten: 

hiemach ist 

(16) ?--\y 

ZU wählen. Indem wir auf die erste der Gleichungen (13) übergehen, 
berechnen wir nach (15) und (16): 

A«_(I0/9 + 14rt|§--21r|S. 
Es mufs also nach (13) sein: 
8j) _ 
8ic " 
entsprechend ergiebt sich 

Wir schliefsen hieraus, indem wir von der HinzufSgung ■ 
grationakonstanten absehen: 

(17) $={^Ey-q)JJ^. 
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Schliefslieli haben wir die Oberflächenbedingung (14) zu betrachten. 
Wir bilden ztmaehst aus (15) 

Gl. (14) verlangt also mit Rücksicht auf (17): 

Wir tr^en für ß den Wert aus (16) ein tmd schreiben, indem wir 
die auf die y- und s-Richtung bezüglichen Gleichungen hinzufügen: 

{2--><n')'^ + (wr-%!iu,-o, 

(2«-8,.f")^ + (19).--|) 1.P,- 0. 

Wird nunmehr der Ausdruck (7') für U^ eingeführt, so werden die 
beiden ersten Gleichungen nach Porthebung je eiues gemeinsamen 
Faktors unter sich identisch. Unser Gleichungstrip el reduziert sieh 
daher auf das folgende Gleichungspaar: 

-4(2«-8,.r>) + (19,-5) (i«' + 9'-2«>) - 0, 

welches in allen Punkten der Kugeloberfläche r = E erfüllt sein soll. 

Es ist dieses nur möglich, wenn 

(18) 2a - SyR' = 0, Wy ~ ^ = 0. 

Durch diese Gleichungen zusammen mit Gl. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffizienten a, ß, y bestimmt; sie lauten: 

Gleichzeitig ist durch diese Bestimmung der Beweis für die Richtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracht. 

Es ist nun leicht, die Elliptizität des durch die Deformation ent- 
stehenden Ellipsoides zu berechnen. Wir bilden au dem Zwecke den 
Ausdruck für die radiale Verrückung eines Punktes an der Oberfläche 
der Kugel, nämlich 

dB = -5(Mfl' i-vy + WS), 
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Nacii (15) wird: 

also wegen (19): 

(20) M=g-|ÜD, 

Andrerseits wird diese selbe Verrüekung, wenn wir sie aus der EUipsoid- 
gleicliung (5) bereclinen: 

(21) dB^r-B-^Es (cos^ - |-) ■ 

Durch Vergleich toq (20) und (21) folgt, wenn wir den Oberflächen- 
wert von U^ aus Gl. (7') entnehmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Wert B = E^. 

Wir wollen noch das Resultat der Vergleichung von (20) und (21) 
in der folgenden Form darstellen, die uns demnäehet von Nutzen 
sein wird: 

(22) bW, = U„ TT, = g -^ (cos^ ^ " 1) " 

TFa bedeutet eine KugelilächenfunMion, durch welche das elastische 
Verhalten unserer Kugel charakterisiert wird. Gl. (22) kann ähnlich 
wie Gl. (9) als Gleichgewichtsbediagung angesprochen werden, da sie 
uns angiebt, bei welcher Abplattung die Centrifugalki-äfte durch die 
elastischen Kräfte an der Oberfläche gerade aufgehoben werden. 

Die vorstehenden Resultate sind unter allgemeineren Voraus- 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be- 
trachtet statt eines incompressibehi einen idiebigen elastischen Körper 
und statt der besonderen Kugelfunktion U^ eine Störun^ftinktion f^„ 
von der Ordnung n; auch berücksichtigt er die bei der Erde nach- 
weisbare Zunahme der Dichte nach dem Erdmittelpunkte hin. Durch 
Voranstellen der einfachsten Annahmen gelang es uns, die Kelviaschen 
Rechnungen bedeutend zu kürzen. 

■Drittes Pro&Zem. Wir betrachten abermals eine Kugel aus elastisch- 
festem Material, die in der Umdrehung m begriffen ist, berücksichtigen 
aber anfaer dem elastischen den von der gegenseitigen Gravitation ihrer 
TeÜe herrührenden Widerstand gegen Formänderungen. Bei gleichem 
elastischen Verhalten wie im vorhergehenden Falle mufs die EUiptizität 
jetzt kleiner ausfaUen, weil der Widerstand gegen die Abänderung der 
Kugelgestalt vergröfsert ist Wir hehmt^ten, dafs sich nunmehr die 
EUiptizität am der Formel herecknet**): 

*) Thomson und Tait, Natuial PMLoaophy, Part 11, namentlich art. 834. 
SirW.Thomson.Mathem. andPhys.PaperB,"Vol.in,art.45. Vgl.anchA.E.H.LoTe, 
Elasticity, Cambridge 1892, Chap. S. 

**) Thomson und Tait, Ifatuial Philosophy, art. 840. 
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wo £j und fj dureli Gl. (1) und (10) bestimmt sind. 

Der Beweis ist in den Grl. (9) und (22) enthalten. Wenn allein 
die Gravitation oder allein die Elastiziiät den Centrifugalkräften ent- 
gegenwirkt, fanden wir: 

(24) i,r, = U^ bez. e^W^ = U,. 

Wenn beide Widerstände zusammen das Gleichgewicht gegeaiöber den 
Centrifugalkräften herstellen, lautet die Gleichgewiehtsbedingung, unter 
£3 die nunmehrige Elliptizität verstanden: 

^y^ + h'^s^ ^a- 

Dividieren wir diese Gleichung durch e^ U^ und drücken wir die 
Verhältnisse V^/U^, TTa/C^ nach (24) durch s^ und s^ aus, so ergiebt 
aich genau die zu beweisende Gfleichung (23). 

Für eine Versuchskugel von mäfsigen Dimensionen ist e^ auTser- 
ordentlich grofs gegen s^. Aus (1) und (10) ergiebt sich nämlich 

iL .._ 19 E 
I, ~ 6 QÜg' 

Die Gröfse g, welche die auf der Oberfläche unserer Versuchskugel 
statthabende, durch deren Gravitation bewirkte Fallbeschleunigung be- 
deutet, ist um so viel kleiner als die Fallbeschleunigung auf der Erde, 
wie der Eadius der Kugel kleiner ist als der Erdradius, (gleiche mittlere 
Dichte von Kugel und Erde vorausgesetzt). Aus dieser Kleinheit von 
g sowie aus der GrÖfee von E folgt, dafs s^ gegen Sj, also 1/% gegen 
l/cg vernachlässigt werden kann. Gl. (23) besagt in diesem Falle 
ig = £g, d. h. unter Lab Oratorium everhältniasen könnte man bei der 
fraglichen centrifugalen Deformation von dem Einflufs der Gravitation 
kurzweg absehen. Mit Vergröfserung der Dimensionen der Kugel nimmt 
aber %/£g quadratisch ab; bei einer Kugel von der Gröfse der Erde 
und der Elastizität des Stahles ist dementsprechend l/e^ = 231 gegen 
l/i^ = 465 nicht mehr zu vernachlässigen. Die Elliptizität eiaer 
solchen Kugel wäre daher nach (23) zu berechnen und würde rund 
1/700 betragen, also wesentheh kleiner sein, wie wenn die Elastizität 
aJIehi der Centrifugalwirkui^ entgegenarbeiten würde, 

Man mufs aber nicht glauben, dais die beobachtbare Ellipti- 
zität der Erde in dem hier erörterten Sinne durch die gemeinsame 
Wirkung von Gravitation und Elastizität bestimmt würde, so dafs 
ihre Berechnung unter Zugrundelegung eines geeigneten Elastizitäts- 
grades -E nach der Formel (23) zu erfolgen hätte. Wir müssen uns 
vielmehr vorstellen, dafs die Erde einst, so wie die Sonne jetzt, in 
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feurig -fläsaigem Zuatande waa-. In diesem Zustande konnte nur die 
Gravitation der Centrifagalwirkung daa Gleichgewicht halten. Die 
EUiptizität mufste also e^ = öto^R/ig betr^en. Bei allmäUicher 
Abkühlung der Erdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nach der 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durch 
einen Terhältnißmäfsig raschen Prozefs. Die EUiptizität der nunmehr 
festen Erdform stimmte dabei, darf man annehmen, im Wesentlichen 
mit der der früheren Flüsaigkeitsform libereiti. In dieser Form ist die 
Erde, bei gleichbleibender Rotation ra, sp(mmtngsfrei. Die Erde be- 
findet sich ia dieser abgeplatteten Form in ihrem natürlichen Zustande; 
elastische Kräfte treten nur auf, sofern durch Abänderung der Rotations- 
verhältniBse oder durch anderweitige Kräfte eine Abänderung dieser 
nrsprüi^lichen Form ai^esfcrebt wird, wobei die elastischen Kräfte in 
dem Sinne wirken werden, dafs sie jene spannungsfreie Form wieder- 
herzustellen suchen. 

Es folgt hieraus, dafs man aus der heutzutage beobachtbaren 
EUiptizität über die el^tischen Eigenschaften des Brdkörpers un- 
mittelbar nichts entnehmen kann. Die Sache liegt hier anders wie 
bei der oben erwähnten Versuchskugel, deren natürlicher Zustand bei 
nicht vorhandener Rotation die Kugelform sein sollte, bei der also 
elastische Widerstände auftreten, wenn durch die Centriftigalwirkung 
diese Kugelform abgeändert wird. Infolgedessen wird sich in der 
Gestalt der rotierenden Versuchskugel der Ein Hufs der elastischen 
Kräfte und zwar bei mäfsigen Dimensionen, wie wir sahen, in vor- 
herrschender Weise ausprägen; dagegen legt die thatsachhche Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgesehwindigkeit <o nur von der Gra- 
vitationswirkung Zev^is ab. 

Viertes Problem. Indem wir uns den bei der Erde vorliegen- 
den Verhältnissen um einen weiteren Schritt nähern, gehen wir jetet 
von einem in der Umdrehung tn begriffenen abgeplatteten Ellipsoid von 
der EUiptizität e^ aus, welches aus gravitierendem, elastischen Material 
besteht und sich in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleichgewicht befindet. Wir fi-agen, welche EUiptizität s es annehmen 
würde, wenn die MotaHon aufkört. Diese EUiptizität wird jedenfaUs 
kleiner sein als e^; dabei wird die Gravitation die Verkleinerung der 
EUiptizität begünstigen, die Elastizität Uir widerstehen. 

Wir hehawpten, dafs sich die gesuchte ElUpUzUat s mittels der 
früher (Gl. (1) und (9)) berechneten MH^tigitöien e^ und s^ folgenäer- 
mafsen a/asdrüclct: 



(26) 



l + «, 
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Daneben merken wir DOch den Untei^ehied der Elliptizitäten in dem 
spannungs freien Zustande bei der Rotation a» und dem Znstande nach 
Aufliören der Rotation au. Dieser Unterschied heifse t'; er beträgt 
nach (25) 
(26) ,'=,^_, = _A^. 

Den Beweis führen wir auf doppelte Art; 

a) In dem natürliclien Zustande des Ellipsoides (Rotation to, Ellipti- 
zität £^) herrscht Gleichgewicht zwischen Centrifugalkräften und Gravi- 
tation. Nach (9) gilt daher für diesen Zustand: 

E^Fj = U^. 
In dem defonnierten Zustande (Rotation 0, Elliptiaität s) haben wir 
dagegen GleichgewicM zwischen Gravitation und Elastizität. Da die 
elaatiaehen Kräfte nach dem spajinungsfreien Zustande (Blliptizität e^) 
hinstreben, ist die elastische Wirkung jetzt zu messen durch den 
Unterschied s' der EUiptizifäten und wird gegeben durch e'W^. Das 
Gleichgewicht zwischen Gravitation und Elastizität erfordert 

sV^^b'W, oder sV^ ^ {£,-i)Ws. 
Wir dividieren diese Gleichung durch U^ und setzen nach (9) und (22) 
rjü^ = 1/e,, WJUs = 1/e^. Dann ergiebt sich 

(^^) ^& + i)-t' 

was mit Gl. (25) übereinstimmt. 

Indem wir direkt au die. oben gefundene Lösung unseres dritten 
Problems anknüpfen, können wir auch folgendermafsen sehliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande s^ d^ rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugaikräfte gegen die Gravitationswirkungen 
gestrichen. Um zu dem rotationslosen Zustand £ überzugehen, haben 
wir die Centrifugaikräfte im umgekehrten Sinne (also centripetal), 
sowie den Unterschied der Gravitationskräfte gegen jenen früheren 
Zustand im umgekehrten Sinne (oder centrifugal) an unserem EUipsoide 
anzubrii^en. In dem gleichen (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
schen Kräfte, die ja den Zustand Ej herzustellen streben. Mithin 
wirken bei dem Überlange von dem Zustande % zum Zustande s, d. h. 
bei der ElliptizitätsMiderm^ e', die elastischen KJ^fte und die Unter- 
schiede der Gravitationskräfte zusammengenommen den dem Sinne 
nach umgekehrten Centrifugalkräften entgegen. Die so entstehende 
Änderung e' der Elliptizität kann daher unmittelbar nach Gl. (23) 
berechnet werden; wir erhalten: 
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(28) 7-i + i' 

' was mit (26) ab er einstimmt. ^ 

Nach Erledigung dieser vier TOrbereitenden Probleme gehen wir 
nun auf den eigentlichen ß-egeiistand dieses §, die Erklcming der 
Ckandlerscken Periode, ein. Dabei erinnern wir uns der Resultate aus 
Eap. VII, § 8, betreffend die Nutationsperiode*) eines Kreisels von 
deformierbarem Material und nahezu knigelförmiger Gestalt. Wir sahen 
pag. 607, dafs diese sieh aus der „ursprünglichen" Elliptiziiat e, die 
der Kreisel im ßnhezustande bei der Eotation Null haben würde, und 
nicht aus derjenigen EUiptiziiät berechnet, die das in Rotation begriffene 
Sphäroid aufweist und die wir E = s + s' nannten. Die Formel lautete 
(vgL GL (12) von pag. 607): 
/aa\ Nutationaperiode __ i 

*■ ' Umdteliungsdauer b 

Im Falle der Erde ist die Umdrehungsdauer gleich einem Tage, s be- 
deutet diejenige fiUiptizität, die die Erde bei der Rotation Null an- 
nehmen würde, ist also nach Gl. (25) zu berechnen. Die Elliptizität 
E des rotierenden Kreisels ist im Falle der Erde mit % zu identi- 
fizieren; die Differenz beider Elüptizitäten wurde im Vorstehenden 
sowohl wie früher mit e bezeichnet. Dabei besteht der Unterschied, 
dafs wir uns früher diese zusätzliche Elliptizität / allein durch die 
elastischen Eigenschaften des Kreisels bedingt dachten, während sie 
bei der Erde im Sinne der Gleichung (28) aus den elastischen und 
Gravitationswirkungen zusammen hervorgeht. Die Anwendbarkeit unserer 
früheren Überlegungen wird dadurch nicht beeinträchtigt; denn es 
wurde bei jenen lediglieb das Vorhandensein einer Deformation über- 
haupt, nicht die Umstände, unter denen dieselbe zustande kam, m 
Rechnung gesetzt. Ebensowenig macht es für die mechanische Be- 
trachtung etwstö aus, dafs wir früher den Kreisel im rotationslosen 
Zustande a als spannungsfrei, im Zustande e -\- / dagegen als elastisch 
beansprucht ansahen, während umgekehrt die Erde im Zustande 
£j = £ + e' spannungsfrei ist und in dem daraus abgeleiteten, gedachten, 
rotationsloaen Zustand s von elastischen Spannungen ergriffen ist, in 
solchem Mafse,..daJ's sie vielleicht unter dem Einflufs dieser Spannungen 
zerbersten würde. Denn es kann uns für die Bestimmung der Be- 
wegung eines Körpers gleichgültig sein, ob an dem Körper ein Kraft- 
system hinzugefügt oder fortgenommen wird, vorausgesetzt, dafs sich 
dasselbe am Körper das Gleichgewicht hält. 

*) Wegen der Benennnng (freie Nutation = kräftefreie PrÜeession) vgl. den 
Anfang von g 8, p. 599 unten. 
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Nacli Gleiehiu^ (29) vnd (25) wird axm die Periode der freien 
Nutation der Erde, in Tagen ausgedrückt, gleich 

(30) ^-i(l+f)- 

Wäre das Material der Erde absolut starr (ihr Elastizitätsmodul un- 
endlich grols, also s^ = 0), so wäre die Nutationsperiode aua der 
EUiptizität der rotierenden Erde zu berechnen und gleich 1/e^. Ist 
aber die Erde elastisch nachgiebig (Elastizitätsmodul endlich, e^ > 0), 
80 kommt es auf die EUiptizität der rotationslos gedachten Erde an 
und es tritt zu l/s, ein Zusatzglied hinzu. Die elastische Nachgiehiglceii 
der Erde verlängert also die Periode der freien Nutation, und zwar in dem 
Verhältnis 1 + f^/e^ : 1, Legen wir beispi eis weise der Erde den Elasti- 
zitätsmodul des Stahles bei, so ergiebt sich für dieses Vergrölsemngs- 
verhälfcnis: 

i + S-iA 

Setzen wir die Nutati onsperio de der absolut starren Erde (Eulersohe 
Penodej glfiph 10 Monaten, so folgt als Nutati onsperio de einer Erde 
Ton der Elastizität des Stahles die Zeitdauer tou 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobachtung eine Nutationsperiode von 14 Monaten 
(Chandlersche Peiiode), also gegenüber der Enlerschen ein Vergrörserongs- 
verhdltnis von 1,4 eigeben hat, so sehliefsen wir, dafs für d^ Material 
dei Eide 

1 + ^ = 1,4 

gelte. Hieraus können wir den effektiven Elastizitätsgrad der Erde 
entnehmen. Es ergiebt sieh 

■ .=04.,=M = J_. 

Nach Gl. (10) ist die GrÖfse e^ dem Elastizitätsmodul des hetr. 
Materials umgekehrt proportional und nach Gl, (11) gilt für Stahl 
Ej = 1/465. Mithin berechnet sich der Elastizitätsmodul der Erde 
gleich dem 57 8/465 -fachen, d. h. gleich dem 1,24-fachen des Elasti- 
zitätsmoduls von Stahl. Ww brauchen also der Erde mar einen sehr 
germgm Grad von elastischer Nachgiebigkeit sumschr&^en, wm die Ver- 
längermig der Etderschen in die QhamM&rsehe Periode wuf diesem Wege 
eu erklären: Die Erde fmifs ihrem durchschnittUdten elastischen Ver- 
halten nach noch etwas we/rdger nachging sein als Stahl, oder einen 
noch etwas höheren ElasHdtätsmodul besUsen wie dieser. 

Bei dieser Schluisweise bedarf noch ein Punkt der Erläuterung. 
Der angegebene Wert (30) für die Nutationsdauer der Erdf 
unter der Annahme der Stai-rheit (£3 = 0) die Periode l/«i = 231 '] 
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Diese Periode ist von der Eulerschen verechieden und beträgt noch 
nicht 8 Monate. Der Gnmd dieser Verscliiedenheit liegt natürlich 
darin, dafs die wirkliche EUiptizität der Erde von derjenigen ver- 
schieden istj die wir unter der Annahme homogener Massenverteilung 
auf hydrodynamischem Wege berechnet haben. Im Vorstehenden haben 
wir uns offenbar eine gewisse Inbonaequenz zu Schulden kommen lassen, 
indem wir daa VergröfsGi-ungsverhältnis 1 + £3/% aus der fheoreUschm, 
Formel (30) bestimmten, dagegen die Nutationsperiode bei starrem 
Verhalten der Erde gleich der Eulerschen Periode setzten, welche 
mittelbar aus den astronoraisehen Seobaehtungm über die Pr'äcession der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz ^st sieh nachträglieh 
folgendermafsen rechtfertigen. 

Der theoretische Wert £j= 1/231 nimmt auf die ITngleiehfÖrmigkeit 
der Massenverteilung im Innern der Erde keine Ettcksicht und stellt 
nur eine obere Orense für die EUiptizität der Erde dar, deren mittlere 
Dichte erfahr ungsgemäfs viel grÖfeer ist als ihre Oberflächendiehte. 
Thatsächlich ist denn auch die wirkliehe EUiptizität der Erde {1/304 
nach den astronomischen Beobachtungen, vgl. pag. 663) oder die wirk- 
liehe Abplattung (1/298 nach den geodätischen Messungen) kleiner als 
der für homogene Massen Verteilung berechnete Wert 1/231. Auch ist 
es klar, dafs bei inhomogener Massenverteilung der Begriü' der EUipti- 
zität selbst insofern unbestimmt wird, als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann zu verschiedenen Zahlen werten führen müssen. 
Die eine im Text gegebene Definition konnten wir als Massen -EUipti- 
zität, die andere in der Anmerkung gegebene zum Unterschiede davon als 
Abplattung oder als OberßächenrEüipUdtät bezeichnen. Zahlreiche Unter- 
suchungen von Radau, Callandreau, Poincare und älteren Forsehern 
beschäftigen sich mit der Frage, wie das (als stetig vorausgesetzte) Gesetz 
der Dichtigkeitazu nähme nach dem Erdinnem beschaffen sein mufs, damit 
es mit der erfahrungsmäfsigen Massen- und Oberfiächenelliptizität, sowie 
mit der erfahrungsmäfsigen mittleren Erddichte verträglich wird. Wir ver- 
weisen dieserhalb auf die zusammenfassende DarsteUung von Tisserand*), 
dessen Bericht indessen hinzuzufügen ist, dafs neuerdings E.Wiechert**) 
die sämtUchen einschlägigen astronomischen, geo^tischen und physika- 
lischen Daten zu einer bemerkenswerten Theorie des Erdinneren zu- 

*) TiBserand, Mecanique Celeste, t. 2, chap. XIV, inabeBOndere art. 110—112, 
**) E. Wieehert, Die MasBenvetteilung im Innern der Erde, Göttinger 
Nafllirichten 1897, pag. 321. Vgl ancli G. H. Darwin, Montüly Notices of the 
E. Astr. Soc. London- Vol. 60 (1899) Nr. 2. Die Ergebnisse von Wieehert und 
Darwin werden verglichen von P. R. Helmert, SitzungHberichte der AiademJe 
d. Wiss. Berlin 1901, p. 328. 
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SEunmengearbeitet hat, auf welche bereiis wiederholt Bezug genommen 
wurde. In dieser Theorie wird die Erddichte als sprungweise veränderlich 
angesetzt, die Erde nämHch als aus einem dichteren Metallkem und einem 
weniger dichten G-esteinamantei bestehend angenommen, welche von 
einander durch eine zähflüssige Zwischenschicht getrennt werden. 
Die GrSfsen- und Massenverhältnisse von Kern und Mantel lassen sich 
dabei so bestimmen, dafs sowohl die Massen- wie die Oberflächen- 
elliptizität richtig herauskommen und daTs die Oberfläche des Mantels 
genau und die Oberfläche des Kernes nahezu dem spannungsfreien hydro- 
dynamischen Gleichgewicht entspricht. Wir erwähnen diese Arbeiten 
hier, um begreiflich zu machen, dafs durch geeignete Annahmen aber 
die Massenverteilung der theoretische Grenzwert 1/231 thatsächlieh 
in den beobachteten Wert der MassenelHptizität 1/304 sowie in den 
beobachteten Wert dor Abplattung übergeführt werden femn, dafs sich also 
insbesondere die MassenelHptizität wegen der Inhomogenität der Erde im 
Verhältnis 231/304 verkleinert. In dem umgekehrten Verhältnis mufs sich 
dann die der starren Konstitution entsprechende Nutafeionsperiode, die ja 
der MassenelHptizität umgekehrt proportional war, vergröfsem und es liegt 
nahe anzunehmen, dafs sich in eben diesem Verhältnis auch die der wirk- 
Hchen elastischen Konstitution entsprechende Nutationsperiode gegen- 
über demjenigen Wert, den sie bei homogener Massenverteüung theo- 
retisch haben würde, ver^öfeerfc. Diese Annahme 1^ unserer obigen 
Erklärung der Chandlerschen Periode stiUschweigend zu Grunde, bei 
der wir nicht von der für homogene Massenverteilung gültigen Nuta- 
tionsperiode 1/£^ = 231, sondern von der wegen der Inhomogenität 
grÖfseren Eulerschen Periode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
dann wegen der Elastizität der Erde mit dem aus den theoretischen 
Werten von e^ und b^ berechneten Vergrö&erungsverhälfcnis l + Sg/*! 
multiplizierten. Auch in der oben zitierten Arbeit von Hoogh 
wird mai^els anderweitiger sicherer Unterlt^en die gleiche Annahme 
gemacht. 

Dabei soll nicht geleugnet werden, dab unsere Resultate sich 
ursprüngKch auf ein homogenes ElUpsoid bezogen und dafs ihre 
Übertragung auf die inhomogene Erde notwendig mit einiger Un- 
sicherheit verbunden ist. 

Diese Unsicherheit betrifft aber nur die quantitativen Angaben, 
nicht die qualitativen. Es ist wohl mogHch, dafe man bei Berück- 
sichtigung der inhomogenen Dichtigbeitsrerteilung im Erdinnem für 
den durchschnittlichen Elastizitätsmodul der Erde einen etwas anderen 
Zahlenwert finden möchte, als den oben angegebenen. D^egen bleibt 
das allgemeine Resultat, dafs die Periode der freien Nutation durch 
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die Elastizität der Erde verlängert wird iiiid dafs für einen gewissen 
Grad der Nachgiebigkeit die Eulerselie in die Chandlei^ehe Periode 
übergeht, bei einem beliebigen Gesetz der Massen Verteilung und bei 
beliebiger Struktur des Erdinneren zuversichtlieh bestehen. 

Zum voUen Verständnis der Polaehwankungen (oder genauer ge- 
s^t, des 14 -monatlichen Beatandteils derselben) wird es beitragen, 
wenn wir schliefslich noch die im vorigen Kapitel, § 8, gegebene »11- 
gemeine Schilderung der Bewegung einea deformierbaren Kreisels auf 
die Verhältnisae der Erde übertragen. 

Bei normaler L^e der Botationsaxe , wo dieselbe mil der polaren 
Hauptträgheitsase zusammenfällt, rotiert die Erde gleichförmig um 
diese Äse mit der Abplattung 1/2Ö8. Der Unterschied des äquatorialen 
und des polaren Erdradius beträgt dabei ü/298, wo R den mittleren 
Erdradius bedeutet, oder rund 21 kra. Jetzt werde die Hotationsaxe 
durch irgend welche Umstände abgelenkt. Die Elliptizität der Erde 
bleibt dabei dieselbe (vgl. pag. 603), nicht aber die Lage der Haupt- 
trägheitsaxen (vgl. Fig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weicht näm- 
lich bei festgehaltener Form des ErdeUipsoides nach der Seite der 
abgelenkten Rotationsaxe hin aus. Dabei stellt sie sich aber nicht 
symmetrisch um die Rotationsaxe selbst ein, sondern um eine Ax:e, 
die augenblickliche Haupttragheitflase, die zwischen der ursprüngUchen 
Hauptträgheitsase und der augenblicklichen Rotationsaxe liegt. Und 
zwar teilt diese Axe den Winkel (^ in Fig. 90) zwischen der ursprüng- 
lichen Hauptträgheitsase und der augenblicklichen Rotatioi^axe nach 
Gl. (6) von pag. 603 im Verhältnis B'/(e+e"). Da s'^^e^-e war, 
kann das genannte Verhältnis auch geschrieben werden: 1 ~ */*!■ Nun 
bestimmte 1/s die Dauer der Chandlej^chen, 1/cj die der Eulersehen 
Periode. Mithin wird 

s 10 , . t 2 

V = ü ^** ^-i;-Y- 

Ist e die Ablenkung des augenbiiekUchen Rotationspoles auf der Erd- 
oberfläche, so ist die Ablenkung des augenblicklichen Trägheitspoles 
2ej7. Ans den Beobachtungen entnahmen wir pag. 677, dafs e im 
Mittel 4 m beträgt; die Ablenkung des Hauptträgheitspoles wird daher 
nur 1,1 m. Würde der augenblickliche ßotationspol einfach einen 
Kreis vom Radius 4 m in 14 Monaten um den uraprünglichen Haupt- 
trägheitspol, den geometrischen Pol, beschreiben, so müfste der augen- 
bhckhche Trägheitspol in derselben Zeit und im gleichen Umlaufsainne 
einen Kreis vom Radius 1,1 m um denselben Mittelpunkt durchlaufen. 
Die Verrückung, die ein Punkt der Erdoberfläche hierbei erfährt, 
und die zum Teil in einer Hebung zum Teil in einer Senkung bestehen 
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wird, ist äufaerst gering. Wir können sie aue Gl. (3) und (5) von pj^. 601 
und 602 unmittelbar entnehmen. ' In Gfl. (3) bedeutet r denjenigen 
Abstand, den ein Punkt auf der Oberfläche des SpMroides vom Mittel- 
punkte desselben bei der normalen Umdrehung ta um die ursprünglicte 
Hauptträgheitsaxe hat; Gl. (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Rotationsaxe. Die Differenz beider stellt die Verrückung des Punktes 
infolge der Deformation des Sphäroides dar; aie beträgt, -wenn wir 
den früher mit m beaeiclmeten Radius durch den mittleren Erdradius 
ersetzen und die Wiukelablenkung 3 als kleine Gröfse behandeln; 

(3) _ (5) == Me(eoB^Q - cos^(0 + d)) - i^£'.*siii20. 
In Fig. 90, p^. 602 wird diese Gröfse durch die Dicke desjenigen Streifens 
dargestellt, welchen die Umrifsellipse in der deformierten, um & verdrehten 
Lage von der ursprünglichen Umrifsellipse abschneidet. Die gröfste 
Verrüeknng flndet nach Fig. 90 und der vorangehenden Formel für 
= 45" statt, wo sin20 = l wird. Für diese Breite können wir, 
indem wir noch Rd, die auf der Erdoberfläche gemessene Ablenkung 
des Botationspols, mit e bezeichnen, die Verrückung darstellen durch 
,'.-(.,-.). _^(l-^)._ilj(l-g)e<..10-.. 

Da e nur 4 m betrug, so wird die grÖfste Verrüeknng eines Punktes 
an der -Erdoberfläche kleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verrückung hängt auch die Geringfügig- 
keit der Lotschwankung zusammen, die durch die Deformation der Erde 
hervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits nach Gl. (3), andrer- 
seite nach GL (5) von pag. 601 und 602 den Winkel, welchen die Nor- 
male an das ErdeUipsoid mit der Verbindungslinie des fraglichen Ortes 
nach dem Mittelpunkte der Erdflgur hin büdet. Dieser Winkel ist (bei 
; von Winkel und Tangente): 



r de 
und wird in erster Näherung 

nach (3) ■ • ■ -(s + s')sm2e, 

nach (5) -Esin2e-£'aitt2(G + d). 

Der Unterschied beider Winkel, welcher gleich der Riehtungsänderung 

der Lotlinie ist, ergiebt sich daher zu 

t'(8in2(0-|-d) - ain2e) = 2ed cos20. 

Die gröfste Lotschwankung findet hiernach in Übereinstimmung mit 

Fig. 90 für = und 3t/2, d. h. an den Polen und am Äquator statt 

und beträgt 

±2£'^. 
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Da soeben £'< 10~^ gefunden ■wurde, so wird die gröfate Lotschwankning 
kleiner als der 500'* Teil der Ablenkung der Itotationsaxe. Da letztere 
nach Fig. 104 von pag. 676 kleiner ala 0",3 war, so wird die Lot- 
ablenknng jedenfalls kleiner ak 0",0006, eine GrÖfse, die der Beobach- 
timg unter keinen Umständen zugänglicb sein dürfte. — 

Endlich möge noch auf den Einflnfa hingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeane auf die Länge der Nutationsdauer mÖgliclier- 
weise ausüben kann. Wäre die Erdoberfläche völlig mit Wasser be- 
deckt, ao würde sieb dieses, da es dem Einflufs der Centrifagalkräfte 
frei zu folgen vermag, ajmmetriscb ringa um die augenblickliche 
Rotationsaxe einstellen. Wir hätten dann im Anschlufs an Fig. 90 zu 
unterscheiden: die Oberfläche der Flüssigkeit, welche bei einer Ab- 
lenkung der Rotationsaxe um den vollen Winkel S gegen ihre uraprüng- 
liche Lage verdreht wird, und die Oberfläche des festen Erdkemea, 
welche nur um den pag. 603 bestimmten Bruchteü von d nach der 
Seite der Rotationsaxe verschoben wird. Die ausgiebigere Ablenkung 
der Plüssigkeitsoberfläche würde die Dauer der freien Nutation ihrer- 
seits verengern; es würde daher ein Teil der Abweichung zwischen 
der Chaudleraehen und der Eulerschen Periode durch das Verhalten 
der Flüseigkeitsbedecknng erklärt werden müssen und nur der Rest 
auf die Elastizität der Erde kommen. Die Nachgiebigkeit der Erde 
würde sich auf diese Weise noch kleiner oder ihr durchschnittlicher 
Elastiziiätsmodul noch gröfser ergeben, als er oben gefunden wurde, 
wo wir jene ganze Abweichung auf Rechnung der Elastizität der Erde 
setzten In Wirklichkeit wird nun aber die Erdoberfläche nicht voll- 
ständig, sondern nur etwa zu ^/g von Wasaer bedeckt und die Beweg- 
lichkeit des Wassers wird ia komplizierter Weise durch die Form der 
Kontinente beschrankt. Deshalb dürfte ea kaum thunlich sein, den 
Einflufs der Ozeane auf die Nutationsperiode der Erdaxe a priori ein- 
wandsfrei abzuschätzen. Vielmehr wird man abwarten müssen, bis ein 
reichheheres Beobachtungsmaterial Über die den Polschwankungen ent- 
sprechenden Waaserbewegungen vorliegt. Bereits auf pag. 684 wurde 
auf die Flutwellen von 14-monatUcher Periode hingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sicher festgestellt und ihre Gröfse ungefähr be- 
stimmt ist, wird die Aufgabe entstehen, auch den Einflufs dieser Fluten 
auf das Problem der freien Nutationen der Erdaxe anzugeben. 

§ 8. Die Polsdiwankungen. von jährlicher Periode, Masaentransporte 
und Plutreibung. 

Mit der Erklärung der Chandlerschen Periode ist nur eine Seite 
des Problems der Polschwankungen erledigt. Es wäre weiter zu he- 
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gründen, warum neben jener eine jährliche Periode, die wir aus den 
Fig. 105 a und h von p^. 680, 681 herauslasen, auftritt und warum 
auch nach Abzug der Schwankungen dieser Periode ein ßestbetrE^ 
übrig bleibt (Fig. 106 von ps^. 683) von scheinbai' geaetalosen, zufälligen 
Störungen. Überhaupt verdient die Frage alle Beachtung, weshalb die 
freien Nutationen der Erdaxe so kompliziert und teilweise regellos aus- 
feilen, während doch die erzwungenen Nutationen (vgL § 3 dieses 
Kapitels) sich streng gültigen mathematischen Gesetzen fügen. 

Der Grund hiervon scheint darin au liegen, dafs die Erde im Sinne 
dra vorigen § zwar effektiv fest, aber nicht wi/rMich fest ist, dafs sich 
vielmehr ihre Teile fais zu einem gewissen Grade gegeneinander ver- 
schieben können. Insbesondere legt das Vorbandensein der jährlichen 
Periode die Annahme nahe, dafs solche Verschiebungen oder „Massen- 
traneporte" durch die Sonnenwärme bedingt werden, also meteoro- 
logischen Ursprungs sein mögen. Man hat verschiedene meteoro- 
logische Einflüsse zur Erklärung der jährlichen Polschwankun gen 
herangezogen, so den jährlichen Wechsel in den Schnee- und Eis- 
ablagerungen, Meeresströmungen von jährlicher Periode und dadurch 
bedingte Wassertransporte, sowie Schwankungen in dem Niveau des 
Luftmeeres. Die letzteren scheinen sich auf Grund der für den gröfsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ehesten quantitativ be- 
stimmen zu lassen und liefern Massenumlagerungen von überraschend 
hohem Betrage. 

Wir entnehmen die folgenden Angaben einer Untersuchung von 
R. Spitaler*). Bekannterraafsen ist der Luftdruck im Winter im 
Mittel höber als im Sommer. Daher wird die Luftdruckdifferenz 
zwischen Januar und Juli auf der nördlichen Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der südlichen negativ sein. Die Verteilung der Druckdifferenzen 
ist dabei natürlich keine gleichförmige, sondern wesentlich verschieden, 
je nachdem die betr. Gegend Festland oder Ozean ist, und zwar in 
dem Sinne verschieden, dafs die Wasaerbedeckung die Luftdrucksehwan- 
kungen merklich ausgleicht. In Übereinstimmung mit dieser Überlegung 
zeigen die Isobarenkarten, dafs sich der Drucküb er schuf s zwischen Januar 
und Juli auf der nordlichen Halbkugel über dem asiatischen Festlande 
konzentriert, während sich der Drucküberschufs zwischen, Juli und 
Januar auf der südlichen Halbkugel inselförmig über die drei Gebiete: 
Südafrika, Südamerika, Australien gruppiert Über die Polargegenden 
ist naturgemäfs nichts Sicheres bekannt. Hinsichtlieh der Gröfse der 



*) Die periodiseiien LuftmasHeiiTerBchiebungen uud ihr Einflufe auf die Lagen- 
änderungen der Erdachse. Petermanns MitteUungen, Ergänairngshefl Nr. 137 (1901). 
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Druckdifferenzen lehrt die Äasmessung der Isobarenkarten Folgeades: 
Es lagert anf der nördlielieii Halbkugel zwiaelien 0" und 80" nördliclier 
Breite im Januar ein Luftmas senüb er schuls gegenüber Juli gleich 
192,5 Kubikkilometer Quecksilber, auf der südlichen Halbkugel zwischen 
0" und 50" südlicher Breite im Juli ein Massenübereehufs gegenüber 
Januar von 402,2 Kubikkilometer Quecksilber! Da ein Kubikkilometer 
Quecksilber die Masse 13,6 ■ 10^^ kg aufweist, so haben wir es hier 
mit Massenunter schieden zu thun, die mit der gesamten Erdmasse 
(gleich mittlerer Dichte mal ixM^jB = rund 6 ■ 10" kg) schon einiger- 
mafsen vergleichbar sind*). 

Hinsichtlich der durch Meeresströmungen Ternreaehten Maasen- 
transporte verweisen wir auf eine Abschätzung von J. Lamp**). 

Aufser durch meteorologische Einflüsse finden Massentransporte 
von kurzer Periode infolge von Ebbe und Flut und unperiodisehe 
Massenverschiebungen wenn auch von geringem Betrage durch Erd- 
beben, vulkanische Ausbrüche, Ablagerungen der Flüsse und durch 
die säkularen Hebui^en und Senkungen der Erdkruste statt***). 

Wir haben uns nun zu fragen, wie solche Massentransporte die 
Bewegung der übrigen Erde beeinflussen. Wir können dabei einen 
indirekten und einen direkten Emfhifs unterscheiden, einen indirekten, 
durch die veränderte Massenverteiluug vermittelten Einflofs, indem durch 
einen Massentraneport die Hauptträgheiteaxen der Erde verlegt werden 
und somit die Lage der Eotationsaxe in der Erde beeinflulät wird, einen 
direkten Eiuflufs, insofern die Hervorbringung der Massentransporte 
einen Teil d«s zur Verfügung stehenden Gesamtimpula^ verbraucht 
und dadurch den für die Erdrotation Übrig bleibenden Impuls nach 
Gröfse und Richtung modifiziert. 

Wir geben zunächst eine allgemeine Schilderur^ der fraglichen 
Verhältnisse. 

Um den ittd^ekten Emfiufs eines Maaaentranaportes zu bestimmen, 

*) Die entspreolieiiden LniMrackdüferenzen sind keineswegs gtol's. Denken 
wir uns z, B. die Gesamtmasse von 192,5 km' Quecksilber auf die Kngekone 
zwischen 0° und 80° nördliclier Breite gleichmäfBig verteilt, bo ergiebt sich, eine 
Bedeckung yon nur 0,78 mm Höhe. Dem genannten MaBsenüberschnfB auf der 
nördJiclien Kugelzone entsprioM daher ein im Januar um 0,78 mm liöherer Baro- 
meteratand als im JuK. Ebenso entspricht dem MassenüberBchnfs von 402,2 km' 
Quecksilber auf der genannten Bildlichen Eugelzone ein im Juli um 2,08 mjn 
hökerer mittlerer Barometerstand als im Jannai. 

•*) Über Mveauschwankungen der Ozeane als eine mögliche UrBache der 
Veränderlichkeit der Poliöhe. Astron. Nachrichten 126 (1891), Nr. 3014. 

'**) NähereB hierüber vgl. Helmert, Die mathem. und physikalischen Theorien 
der höheren Geodäsie, II, Kap. 5, Leipzig 1884. 
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verfahre man so: Man berechne aus der als bekannt anzusehenden 
Lage der bewegten Masse gegen den Erdkörper in jedem Momente 
die Lage der Hauptträgbeitaaxen in der Erde und insbesondere die 
Lage des Tr^heitspoles. Wenn letzterer vor dem Massen transp ort 
anfälliger Weise mit dem instautanen Rotationspol zusammenfiel, wird 
er während desselben und nach demselben von diesem verschieden 
sein. Gestattet man sich, was mit grofser Annäherung zulässig ist, 
die Erde nach wie vor als symmetrischen Kreisel (mit gleichen äquato- 
rialen Trägheitsmomenten) zu behandeln, so besteht die Bewegung des 
Rotationspoles auch nach dem Mass enfcransp ort ans einer Umkreisung 
des Trt^heitspoles. Die Periode dieser Bewegung ist — unter Voraus- 
setzung der früher berechneten Elastizität — die vierzehnmonatliehe. 
Der Radius des Kreises hängt dabei in erster Linie von der Ver- 
rüclning des Trägheitspoles, in zweiter Linie von der Geschwindigkeit 
des Maesentransportes ab; er bleibt theoretisch solange erbalteuj bis 
er durch neue Mass entran Sporte abgeändert wird. 

Bei der Besprechung des direkten Emf/usses der Massentransporte 
auf den Impuls wollen wir annehmen, dafs unser Massentransport durch 
innere Kräfte hervorgerufen sei, also durch Kräfte, die innerhalb des 
Massensystems der Erde dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung genügen. Dann gilt unser fundamentaler Impulssatz von 
pag. 113 fttr die nichtfeste Erde ebenso unumschränkt wie für einen 
starren Körper (vgl. eine Bemerkung auf pag. 111). Dieser Satz besagt, 
dafs der Gesamtimpuls des Massensystems der Erde nach Richtung und 
Grö&e im Räume konstant bleibt. Der Gesamtimpuls zerlegt sieh aber 
hier in den Impuls des Massenferaneportes und den der Erdrehnng. Ist 
der erstere veränderlich, so mufs es auch der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrehung ändert sich im Allgemeinen auch die Rotations- 
axe der Erde und die Lage des instantanen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometrischen Pol zusammen, 
so wird er während desselben von ihm entfernt; bewegte er sich 
ursprünglich in einem Kreise um den geometrischen Pol, so wird der 
Radius dieses Kreises durch den Massentransport vergröfsert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytische Ausführungen hierzu, wobei 
wir die beiden unterschiedenen Einflüsse zunächst noch getrennt behandeln 
tind den Stoff in eine Reihe von Einzelproblemen auseinanderlegen. 

Erstes Problem: Eine Masse oder der Schw^pumkt eirees nicht 0u 
ausgedehnten Massens^stetns m w^de von der Stelle X^ Yg Z^ der Erde 
nach der Stdle X YZ verlagert. Wie ändert sich dabei die polare Raupt- 
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Bei der ursprüngliclien Lage von m seien die Koordinatenaxen 
Hauptträglieitaaxen. Die Haupttrs^heitemomente heifeeiL A, B = A, C; 
die Trägheitsprodukte {vgl. pag. 98) sind Null. Bei der abgeänderten 
Lage von m setzen wir die Träglieitsmomente und -Produkte um die 
Koordinatenasen in folgender Form aji; 

A=A + a, B^A + l, C = C-\-c, 
E= e, ¥=- f, Ö^= g. 

Die GrÖfseu »,..., e, . . . haben die Bedeutung 

^^ \e=m{YZ- Y^Z^, ... 

und sind im Verhältnis zu A und ö als kleine Gröfsen zu behandeln. 
Bei der Bestimmung der abgeänderten Li^e der Hauptträgheitsasen 
knüpfen wir nach pag. 100 an die folgende Fläche zweiten Grades an: 

[A + a] 1^ + (A + J})7]' + {C+c)i' - 2er}t-2fa ~ 2gi^ = 1. 
Die Hauptaxen derselben, welche zugleich die gesuchten Hauptträgheita- 
axen sind, werden dnrch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

{A + a~l)^-gn~n = 0, 

-g%^{A^-l~X)7i-e1i=Q, 

-ri-e^ + (O+c-A)£=0. 
Hierin ist Z so zii wählen, dafs die drei Gleichungen miteinander ver- 
tr^lich werden. Ist dieses geschehen, so bestimmen die Verhältnisse 
^ : j; : 5 die Lage je einer der drei Hauptaxen. Es ist für das Folgende 
bequem, die |, vj, t, als die Bichtungskosinus der ftaglichen Hauptaxe 
anfznfasseu, ihre absolute Gröfse also so zu wählen, dafs %^ -\- if -\- i^ = 1 
wird. 

Wir interessieren uns speziell für die polare Hauptträgheitsaxe 
und dürfen annehmen, dafs diese nur wenig von ihrer ursprünglichen 
Eichtung, der 2-Axe abweicht. (Für die äquatorialen Hauptträgheits- 
axen wäre die entsprechende Annahme unzulässig, weit ihre Lage in 
der Äquatorebene ursprünglich unbestimmt ist und daher durch einen 
kleinen Mass entransp ort bedeutend abgeändert werden kann.) . Wir 
werden also | und t} als kleia voraussetzen und % gleich 1 nehmen. 
Gröfsen wie fl, ai sind dann zu streichen; unsere dritte ( 
ergiebt daher einfach il = (7 + c und unsere beiden ersten Glcic 
werden 

(2) (A-0)i-f, (A-Ü)n-<=. 

Die Eiichtun^änderung der fraglichen Hauptaxe ist hiernach auf Grund 
der in (1) angegebenen Werte von f und e bekannt. Die %, tj können 
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zugleich als die durch ilie zugehörigen geocentrischen Winkel ge- 
messenen X und y-Koorditiaten des Trägheitspoles angesehen werden. 
Multiplizieren wir | und tj mit dem Erdradius M, ao erhalten wir 
, direkt die Verschiebung des Trägheitspoles auf der Erdoberfläche, 

Um ein Zahlenbeispiel za geben, woUeii wir annehmen, die Masse 
m werde auf einem Meridian, den wir zur XZ-'Ehens nehmen können, 
aus der Breite Qf, in die Breite Q verschoben. Es ist dann 

e = 0, /'=^\ein2e-8in2eo), ij = 0. 

Den Ausdruck (2) für | können wir so umschreiben: 

I- 

Die Gröfse Ä würde bei homogener MassenTerteUung durch 2MIt^/ö 
zu berechnen sein, unter M die Masse der Erde verstanden; der wirk- 
lichen Massenverteilung entspricht aber besser der Ansatz A — MIt^/3*). 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwertes von AI(G—A) folgt 
daraufhin 

^ = - 456;|.(sin20 - sinSO,,). 

Um eine Ablenkung der Hauptträgheitsaxe um 1" hervorzubringen, 
ist hiemaeh, wenn z. B. 0„ = — 45", = -|- 45'' genommen wird, die 
folgende Masse erforderlich: 



A f 
' Ä- CA ■ 



180- 60- 60- 912 

Natürlich schlägt der Pol in demselben Sinne aus wie die Massen- 
verachiebung erfolgte. 

Zweites Prohlem: Es finde eine Massewverschiäivmg statt, deren 
Impuls nach GrÖfse und Lage im Erdkörper dwch einen et>. verä/näer- 
lichen Vektor Xfiv für jede Zeit gegeben ist. Es wird angenommen, dafs 
die Hatiptträgheitsawen durch diese Massrnversehiehung nkM abgemderi 
. werden (s. imten). "Wichen Emßufs hat die Massenverschiebung auf die 



Sehen wir von äufseren Kräften ab und nehmen wir an, dafs der 
MassentcauBport lediglich durch innere Kräfte hervorgebracht wird, so 
bleibt der (Jesamtimpuls im Räume konstant. Dieser hat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten £ + A, Jlf-f/i, N+v, wenn LMN 
den Impuls der Erddrehung bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Euierscheu Gleichui^en in der folgenden Form: 



*) Vgl. Helmert 1. e. II, 
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dt 
Wir sclireibeii dafür 



q(L+X) -p{M+[i). 
■ dL 



(3) 



rM~qN + A, 



-- qL -pM-\-N, 



indem wir setzen 

■ dl , ., du, . , .. (ir , , 

'^ --«- + '■''-«•■' M--äf-'-i+J>«', N-^^ + sJ-w. 

Die Gröfsen l, ji, v sind Meine Gröfsen; wir können daher in den 
vorstehenden Definitionsgleiehungen die p, q, r durch ihre Käherungs- 
werte ersetzen, die sie bei nngeatörter Erddrehung haben würden, 
d, h. durch die Werte p = 0, $=-0, r=(o. Dadurch Tereinfechen 
sich diese Gleichungen wie folgt: 

(4) A = -f + „„ M = -^-.., n^^%. 

Die A, M, N sind hiemach ebenso wie die X, fi, v bekannte Funli- 
tionen der Zeit und die Gleichungen (3) lassen die folgende Deutung 
zu: Unser Maasentransport vom Impulse X {lv beeinflufst die Erd- 
drebung in solcher Weise, als ob eine als Funktion der Zeit gegebene 
Drehkraft A M N an dem Erdkörper angriffa 

Da wir annehmen, dafs die L^e der Hauptaxen durch den Maasen- 
transport nicht beeinflufst wird, diese also im Erdkörper festliegen, 
können wir in (3) L = Ap, M^^Aq, N = Cr setzen; aufserdem 
können wir in Gliedern, die mit den kleinen Faktoren p oder q be- 
haftet sind, r mit seinem Näherungswert m vertauschen. Die beiden 
ersten Gleichungen (3) lauten dann: 

p) r 

Die dritte Gleichung kommt für das Folgende nicht in Betracht. 

Wir fassen die Gl. (5) durch Multiplikation mit 1 und i zu einer 
komplexen Gleichung 
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zusammen und nehmen von dem Massentransporl an, dafa er ein 
periodischer aei, daTs alao X, n, v und daher auch A, M, N periodische 
Funktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir nach Viel- 
fachen der Periode in eine Fouriersche Reihe entwickehi und ein 
einzelnes Reihenglied für sieh hetraehten. Für A + iM können wir 
dann ganz allgemein den Ansatz machen: 

f\ + iM = a^'"+a'e-''". 
Dem entspricht als allgemeines Integral von (6): 
(7) p + iq^b^-'+b'e-'-' + ce'^', 

wo c die Integrationston atante ist und wo zur Ahkürzung gesetzt 
wurde: 



(8) 



icÄ — iwiC—A) A ß- 
6' = 



' —iaÄ — ia(G—A} A ß + ß' 
c ist ebenso wie vorher a und a' im Allgemeinen komplex. Die beiden 
ersten GUeder der rechten Seite von (7) stellen die durch den Massen- 
transport erzwungene Schwingung, das letzte Glied die freie Schwingung 
der ßotationsaxe dar. Erstere erfolgt natürlich im Zeitmafs des Masaen- 
transportes, letztere in der durch den Wert von ß angezeigten Periode 
von Ä/(C—Ä) Tt^en. Setzen wir letztei-e nicht gleich der Eulerschen, 
sondern gleich der Chandlerschen Periode, so berücksichtigen wir damit 
in einfachster Weise im Sinne des vorigen Pari^raphen die elastische 
Nachgiebigkeit der Erde, die sich natürlich auch an dieaer Stelle geltend 
machen wird. 

Wie überall bei Schwingungsfragen stofsen wir hier auf ein ge- 
wisses Resonanzphänomen, d. h. auf eine Versiärkung der Ausschläge 
im Falle der Koincidenz zwischen der Periode der freien und er- 
zwungenen Schwingung. Diese Koincidenz tritt ein, wenn in unseren 
Bezeichnungen rt — + ß wird, in welchem Falle entweder h oder b' 
unendlich grofs wird. Wir messen die für eine gewisse Frequenz ein- 
tretende Verstärkung am besten durch den Vergleich mit einer sehr 
lan^amen Schwingung (a = 0). Nach (8) ergiebt sich für den Koeffi- 
zienten 6 hei sehr geringer Frequenz bez. für das Verhältnis dieses 
Koeffizienten bei beliebiger und bei gerii^er Frequenz: 

und " 
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(Dieselbe Formel gilt für den Koeffizienten V , wenn wir + ß mit — a 
vertausehcn; die folgenden Bemerkungen, die wir an den Wert von & 
anknüpfen, ergeben sich ebensowobl aus der entsprechenden Formel 
für V, wenn wir negative Frequenzen r betrachten, also dem Massen- 
transporfc den umgekehrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Massentrajisport die Periode eines Jahres und nehmen 
wir als Periode der freien Schwingung, wie verabredet, die Chandlersche, 
so wird ß/^ = 14/12 und (vom Vorzeichen abgesehen) ^Jh^ = 6. Der 
Vms^nd also, dafs die jahiiche Feriode «icAi sehr weit von der naiär- 
lichen Periode der Fölschw<mlm/ngen enifemi ist, Jtat sw Folge, dafs 
dn Massen^misport von jährlicher Feriode dne sechsmal stärkere Ab- 
lenhmg hervorbringt, als ein Vorgang, der dieselbe Brekkraft, aber in 
unentUich verUmgsamter Zeitfolge auf die Erde überträgt. Hat der 
Massentransport andrerseits eine sehr kurze Periode, (k sehr grofs), so 
wird KJß grofs und &„/&(, klein. Z. B. wollen wir uns auf den an 
sich bedeutenden Massentransport beziehen, der relativ zur rotierenden 
Erde mit halbtägiger Periode in der Erscheinung der Ebbe und Flut 
auftritt*). Hierbei ist ei/ß rund gleich 840 und bjia rund gleich 1/840. 
Mn Massentransport von so Mrser Feriode Tyringt also bei gleidi^r Gröfse 
der übertragenen Drehhraft gegenüber dnem zeiMch unendlich verlangsamten 
Transporte nur eine versdiwindend Idei/ne Wirkung auf die Motationsaxe 
hervor. Das Massensjstem der Erde ist eben zu träge, um den Ein- 
wirkungen von ganz kurzer Dauer fo^en zu können; es folgt einer 
Störung um so williger und ergiebiger, je naher die Störungsperiode 
der natürlichen Periode der Polschwankungen liegt. 

Übrigens tritt dasselbe Resonanzphänomen auch auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses § lediglich die indirekte Wirkung des 
Massentransportes, d. h. seinen Einflufs auf die Massenverteilung in 
Rechnung setzen, indem durch einen periodischen Massenti-ansport auch 
der Trägheitspol der Erde in periodischer Weise verlagert wird und 
hieraus eine um so stärkere Schwankung des Itotationspoles entsteht, 
je näher die Periode des Massenti-ansporfces der natürlichen Periode 
der Polschwankungen liegt. Wir werden unten in einem dritten Problem 
hierauf zurückzukommen ß-elegenheit haben. 

Durch den geringen Unterschied zwischen der jährlichen Periode 
der meteorologischen Maesentransporte und der freien Schwingungs- 
periode des Poles ist jedenfalls die Möglichkeit gegeben, dafs ein ver- 
bal tnismäfaig schwacher meteorologischer Massentransport eine yer- 

*) Allerdings hamielt ea sich hierbei um einen durch äufaere Kräfte (Mond- 
anziehimg) bewirkten MMsentransport, für welchen die gegenwajrtige Auaeinander- 
Betzung nicht uniaittelbar gilt. 
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Mltnismäfsig starke Polschwaiikung zur Folge haben kann, eine Mög- 
lichkeit, die bei dem Studium der Polschwankungen von jäbrliclier 
Periode im Äuge zu heiialten ist. 

Es giebt eine Klasse von Massentransporten, hei denen die hier 
für sich behandelte Wirkung auf den Impuls thatsächlich gesondert auf- 
tritt und die "Wirkung auf die Massenverteilm^ in Fortfall kommt. 
Wir sprechen von „cyMischen Massen transp orten", wenn die verschobene 
Masse sofort von neuer Masse derselben Dichtigkeit ersetzt wird. Ersicht- 
lich giebt ein cyklischer Massentransporfc zu einer Umlagerung der Haupt- 
trägheitaaxen keinen Änlafs, während er andrerseits den Impuls der Erd- 
drebung nach Mafsgabe seiner Geschwindigkeit und Ei^iebigkeit heein- 
flufet. Diese FäUe lassen eine sehr el^ante Behandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Massentransportes in Bezug auf den 
Erdkörper konstaut bleibt; sie sind von V. Volterra*) in einer Eeihe 
von Abbandlimgen untersucht worden. 

Bisher ist es indessen nicht gelungen, reale cyfclisehe Massen- 
transporte von hinreichender Intensität oder hinreichender Dauer nach- 
zuweisen, die einen merklichen Einflufs auf die Pol Schwankungen haben 
könnten. Namentlich scheint der Versuch nicht aus sichts voll, mit Vol- 
terra auch die Polschwankungen der Chandlerschen Periode aus diesem 
Erklärungsgrunde abzuleiten. Die cyklischen Bewegungen, welche Vol- 
terra pöstuKeren mufs, um zur Chandlerschen Periode zu gelangen, sind 
rein hypothetischer Natur und werden durch die geophysikaUschen Er- 
fahrungen nicht wahraeheinlich gemacht. Überdies werden wir im Fol- 
genden sehen, dafs die direkte Wirkung eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirkung auf die Hauptträgheitsaxen 
im Allgemeinen aurttcktritt, dafs also ein nicht -cyklischer Massen- 
transporfc die Erddrehung im AUgemeinen mehr beeinüufsfc, wie ein 
cyklischer von gleicher Stärke. Deshalb scheinen die Volfcerra'schen 
Untersuchungen mehr ein allgemeines mathematisches wie ein unmittel- 
bares geophysikalisches Interesse zu haben. 

Rein theoretisch, ohne Rücksicht auf geophysikalische Fragen, 
war die Bewegung eines Ejreisels, in dessen Innerem eine cyklisehe Be- 
wegung vor sich geht, schon frSher von A. Wanger in**) behandelt worden. 

*) Aataronora. ITadir. Bd. 138 (1895), p^. 33; Atti d. K, Accademia di Torino, 
Bd. 30 nud 31 (1895), In derselben Eichtung liegen die Erläuterungen von G. 
Peano, ibid. Volterra, fafat seine UnterflncliuDgen zusammen in Acta Mathe- 
maüca Bd. 22 (1898). 

**) Haue 1899, XJniveirBitäteBchrift. Das Problem ist in raaÜeroatiBch verall- 
gemeinerter Form aufgenommen von Y. Volterra, Rend. d. R. Accademia dei 
Inncei (B) Bd. i (1895) nnd, von E. Jahnke, LiouviUes Journal (5) Bd. 6 (1899), 
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Indem wir jetzt noch die bei unserem ersten nnd zweiten Problem 
gegebenen Entwiekelungen zusammenfassen, berücksichtigen wir nun 
zugleich die direkte Wirkang auf den Impuls und die indirekte Wir- 
kung eines Massentransportes auf die Massen Verteilung der Erde. Wir 
stellen uns dementsprechend das folgende 

Dritte Problem: EineMassem werde von emer Afifa/ngslageX^Y^Zf, 
aus in hesimmter W^dse mif der Erde verschoben, so daß ihre Koordi- 
naten Xj Y, Z gegen den Erdkörper hekannte, im Sesortäeren periodische 
Futi^fionen der Zeit dnd. Hierdweh mrd der Trägheitsipol der Erde in, 
hestimmter Weise (^gelenkt und es wird gleichgeitig der Impuls der Erd- 
drehimg m solcher Weise Jjeemfiwfst, als ob auf den Erdk<»-per eine ie- 
summte Drehkraft A M N wirUe. Es sollen die DifferenMalgleidmngen 
der Drehiewegung aufgestdlt und integriert werden. 

Aus den als Funktionen von t gegebenen Koordinaten X,Y,Z von 

m berechnen wir zunächst den Verschiebtingsimpuls von m, nämlich 

den Yektor „, , 

mX , mx , mZ 

und hieraus die Momente dieses Vektors um die Koordinatenaxen, 
welche die nach denselben Axen genommenen Komponenten des Dreh- 
impulses des Massentransportes werden, nämlich 
(10) X = m{YZ'-ZY'), (i = m(ZX'-XZ'), v^miXT-YX"). 
Die Bewegung des Erdkörpers wird, unter der Annahme dafs 
äufsere Kräfte nicht vorhanden sind, nach wie vor durch die GHei- 
chungen (3) dargestellt, in denen die A, M, N ans den soeben an- 
gegebeneu A, ji, V hinreichend genau mittels der ßl. (4) berechnet 
werden können. In der Thafc gelten die Gl. (3) von pag. 712 oder 
die Gl. (2") von pag. 140, aus denen wir jene folgerten, für ein be- 
liebiges im Kreisel festes rechtwinkliges Axenaystem, gleichviel ob 
dasselbe das System der Haaptträgheitsasen ist oder nicht. Im Gegen- 
satz zu den Betrachtungen bei unserem zweiten Problem sind unsere 
Koordinatenaxen jetzt nicht mehr Haupttr^heitsaxeu; nehmen wir etwa 
an, dafs sie es zu Anfang der Bewegung waren, so verlieren sie diese 
Eigenschaft in dem Mafse, wie der Tr^heitspol durch den Massen- 
traösport abgelenkt wird. Infolgedessen treten an die Stelle der ein- 
fachen Beziehungen L ~ Ap, M =- Äq, N = Cr die allgemeinen Gl. (2) 
von pag, 95 für den Zusammenhang zwischen Impuls- und Rotations- 
vektor, die wir mit Eücksicht auf die Definition der Größen ahc, 
efg in 61. (1) folgendermafsen schreiben können: 

L ={A + a)p~yq--fr, 

M=-gp+(A + b)q~er, 

2^ = -fp -eq + (C + c)r. 
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Wir beriicksichtigerij dafs die ai c, e fg, p q tleine Gröfaen sind nnd 
können daher wie folgt vereinfechen: 

(11) L = Ap-fr, M=Aq~er, N=iC+c)r. 

Diese Werte haben wir in die Gl. (3) einzutragen. Aus der dritten 
dieser Gleichungen folgt zunächst, dafe (im Gegensatz zu r selbst) 
dr/dt eine kleine Gröfee wird, was man übrigens auch daraus ent- 
nehmen konnte, dafs die angestörte, nreprüngliclie Bewegung in einer 
glekhf&i-migen Rotation j- = a = const. bestand. In den beiden ersten 
Gleichungen (3) vernach^saigen wir ferner alle diejenigen Glieder, die 
von der zweiten Ordnung in den kleinen Gröisen werden und ersetzen 
in den Gliedern erster Ordnung r durch seinen Näherungswert a. So 
ergiebt sich 

U||-{0-^)l"«.+M', 
WO zur Abkürzung gesetzt ist: 

|m'-»|| + o,v+m. 

Die Gleichungen (12) haben durchaus dieselbe Form, wie die Gl. (5) ; 
die A', M' hier aiad, ebenso wie die A, M dort, bekannte Funktionen 
der Zeit, wenn der Maseentransport in seiner Ablängigkeit von der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
Imptils und die indirekte Wirkung des MasaentransportM zusammen 
und lassen sich abermals deuten ak eiue scheiubare, auf den Erd- 
körper wirkende Drehkraft. Bemerkenswert ist noch der folgende 
analytische Ausdruck dieser scheinbaren Drehkraft, der sieh unmittel- 
bar aus den Definitionsgleichungen (4) und (13) von A, M und A', M' 
ergiebt: 

A'--^(i-»f) + »0.-<».), 

'^'--r<0'"'«)-»(»-">/')- 

Man hat also, um neben der direkten die indirekte Wirkung des Massen- 
.transportea zu berücksichtigen, X, ji einfach durch X — mf, (i — coe 



Die weitere Behandlni^ der Gl. (12), ihre Int^ration und die 
Diskussion ihrer Lösungen unterscheidet sich in nichts von der obigen 
Behandlung der Gl. (5); iimbesondere findet auch jetzt die oben betonte 
ßesonanzwirkung statt, wenn der Massentransport periodisch ist und 
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seine Periode der Periode der freien Schwingungen der Erdaxe nahe 
liegt. 

Wir wollen hier zimäehst die Frage entscheiden, ob hei einem 
periodischen Massentransport die direkte oder die indirekte Wirkui^, 
d. h. die Wirkung auf den Impuls oder die auf die MasseuTerteUung die 
bedeutendere ist, um von da aus bu einer für die Zahlenrechmmg 
nützlichen weiteren Vereinfachung der Gl. (12) zu gelaufen. Wir 
brauchen zu dem Zwecke nach den Gleichungen (14) lediglich das 
Verhältnis der Gröfsenpaare k, ft und cyf, ae zu prüfen. 

Haa Gesetz, nach welchem der Masaentransport im Erdkorper 
zeitlich ablauft, möge durch die folgenden, möglichst bequem ge- 
wählten Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden: 
X= 2^ -j- ffl siuß^, 
r= Y^ + lsmat, 

Die &aglicbe Masse pendelt hiemach um ihre Anfangs- und MitteUage 
X^Y^Z^ in der Periode 2w/a herum. Wir berechnen nach (1): 

e — mZffi B'mat, f = mZ^a siaat 
und nach (10): 

A = — mZf,ha aosat, ft = mZ^aa cos at. 
Hiemach ei^eben sich die Verhältnisse 

J. __ ab Qoscct p. _ a a ooBat 

Über die Amplituden a und b wollen wir nichts Näheres aussagen; 
wir werden aber annehmen, dafs sie etwa von gleicher Gröfsenordnung 
sind. Dann wird die Gfröfsenordnung der vorstehenden Verhältnisse 
im Mittel durch den Faktor a/<o gegeben. Nun sind die Gröfsen k 
und ra umgekehrt proportional der Periode des Massentransportee bez. 
der der Erddrehung, cc/m wird daher gleich der reziproken Anzahl 
von Tagen, welche auf die Periode des Massentransportes kommt. Wir 
sahen bereits, dafs nur Massentransporte von solcher Periode, die der 
natürlichen Periode der Polschwankungen nahe liegen, einen starken 
Einflnfs auf die Polsehwankungen ausüben können. Deshalb ist für 
alle Massentransporte die uns interessieren, ccjm eine kleine Zahl, für 
die meteorologischen Massentransporte beispielsweise gleich 1/365. 
Es fo^ hieraus, dafs iei diesen Massentransporten die direkte Wirhmg 
gegeni^m- der indirekttm sehr erheblich swrücktritt, sodafs wir in den 
Gl. (14) i. und li gegen rae und mf streichen können. Gleichzeitig 
werden wir auch df/dt gegen ae und de/dt gegen atf streichen können, 
■weü das Verhältnis dieser Gröfsenpaare der Gröfsenordnung nach aber- 



y Google 



§ 8, Die Polach-wankungen v. jährl. Periode. MaBBentranBporte u. Plutreibiiiig, 719 

mals durch den Wert «/o bestimmt wird. Die 61. (14) vereinfachen 
sieh auf Grund dieser Vemachläasigmigen zu 

wofür wir auch nach GL (2), indem wir die Wintelablenkungen der 

Hauptaxeu einführen, schreiben kömien: 

(15) A' a%A-C)fi, M'=-[-o}\A-C)t 

Diese Vereinfachung ist hier auf Grund einer sehr speziellen An- 
nahme über den Masaentransport abgeleitet. Man übersieht aber leicht, 
dafs auch bei allgemeinerem Anaatz, wenn man die X, Y, Z je durch 
eine Fouriersehe Reihe gibt, auf deren erste Glieder wir uns oben 
b^ehräjikt haben, ähnliche Schlüsse möglich sein werden, dalä nämlich 
auch dann bei den Gliedern Yon langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrehung) der durch die Änderung der Massenvertei- 
lung bedingte, indirekte Einflufa überwiegt, während bei den Gliedern 
von kurzer Periode (d, h. kurz gegen die Periode der freien Schwingung 
der Erdaxe) sowohl der direkte Einflufs auf den Impuls wie jener in- 
direkte Einflufs auf die Erddrehimg unbedeutend wird. Nor bei stolä- 
weiseu Masseutransporten dürfte der direkte Einflufa ausschlaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob solche Massentraus- 
porte von beträchtlicher Stärke in Wirklichkeit vorkommen. 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleichungen (12) 
ein, so lauten dieselben: 

Idp A — G. ■. 



(16) 



\ dt ' 



^(p-<o|). 



Hier wollen wir noch neben den Koordinaten |, i; des Tr^heitspolea 
die ebenso zu messenden Koordinaten des ßotationspolea einführen, 
welche u, v heiläen mögeni Die u, v soUen die Hichtungskosinus der 
Eotationsaxe gegen die Koordinatenaxen X und Y bedeuten, also 
gleich sein p/r bez. q/r, wofür wir auch hinreichend genau p/(o bez. 
q/m nehmen können. Benutzen wir aufserdem wie in Gl. (8) für die 
Frequenz der freien Schwingung der Erdaxe die Abkürzung ß, so 
werden unsere Gleichungen: 



(1!) 



l- + ß(u-i). 



Sie besten einfach, äafs äer Botcdionspol in jedem AugeniUcke um 
den Trägheitspol mit der WinJcetgeschwindiglceit ß umgedreht im-d. Der 
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Sinn der Drehung stimmt mit dem der Erddrehung überein; daa 
Koordinatensystem ist so gewäMt zu denken, dafs die positive X-Axe 
auf kürzestem Wege in die positive J"-Äxe durch die Erddrehung 
übergeführt wird. 

Zum Zwecke der Integration fassen wir die Gl. (17) in die kom- 
plexe Form zusammen: 

und nehmen an, dafs infolge von Massentransporten der Trägheitspol 

eine elliptische Schwingung um seine mittlere Lage ausführe. Wir 

können dann für § + ii? ähnlich wie früher für A + itA den Ansatz 

machen: 

(19) k + i-ri = a)f"' + der'"'. 

Dem entspricht als zugehöriges partikuläres Integral von (18), welches 

die durch den Massentransport ergwung&ne Schwingung des Rotatioi^- 

pola darstellt (von der freien, in der Periode 2ajß = 14 Monaten 

erfolgenden Schwingung können wir absehen): 

Itt + w = he"' + h'e-*"', 

Gl. (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptische Schwingung dar. 
Um die gegenseitige Lage und GrBfse beider Ellipsen bequem zu über- 
sehen, können wir die Koordinaten rieh tungen so gewählt denken, dafs 
sie mit den Hanptasen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a 
und a' lind nach (20) auch h und h' reelL Nennen wir die Hauptaxen 
der beiden Ellipsen bez. h, h, S, K, so können wir statt (19) und (20) 



(19') ^ -\- i-q ^ h cos at + ik smai, h = a + a', ft = tt — «', 
(20') u + iv = ffcosKt + iKsmat, S=b+b', K=b-b'. 
Man erkennt hieraus, dafs der Eichtang nach die Hauptaxen beider 
Ellipsen zusammenfallen; was ihre Grö^e betrifft, so einlebt sich aus 
(20) und der Definition der h,k,S,K: 

V^V -ö— ^s_kS » -^"" ^» — «' ' 

Es ist dabei zu beachten, dafa die S, K mit VoKaeichen zu rechnen 
sind und dafs man auch der Gröike h ev. das negative Vorzeichen bei- 
zulegen bat, um erforderliehenfaUa den richtigen Unilaufssinn des 
Ti^heitspoles durch (19') zum Ausdruck zu bringen. Die XTmkehrung 
der Gl. (21) liefert 
(22) h = H~~K, h = K-^H. 
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Es mögen zimäehat einige ZaHenbeispiele und Figuren folgen. 
Wir nehmen dabei an, daTs der fragliche Massentraneport meteorologi- 
schen Ursprungs sei, also die Periode eines Jahres habe. Als Periode 
der freien Schwingung sehen wir, um der Elastizität des Erdkörpers 
Rechnung zu tragen (vgl. pag. 713), die Chaudlersche au. Dann wird 
rund «/^ = 7/6. Der Trägheitspol möge eine geradlinige Schwingung 
ausführen, es sei also z.B. 7* = und rj^ksmat Aus (21) er- 
gieht sieh 

jr^-gfc^-3,2Ä; r=-gifc^-2,8ft 
und aus (20') 



^ — 3,2 Ä cosai. 



= — 2,8 k sina(. 



Dieser Fall wird durch Fig. 107 a Teranschaulicht. Wir haben dabei 
enteprecliende, d. b. zu gleicher Zeit von dem Trägheitspol und dem 
ßotationspol inne gehabte Puntte mit gleichen Zahlen bezeichnet. 

In Fig. 107 h ist hinsichtlich der Bahn des Trägheitspoles an der 
vorigen Annahme festgehalten. Biegen haben wir, wie es für einen 





absolut starren Erdlcörper angemessen wäre, als Periode der freien 
Schwingungen die Eulersche gewählt. Es wird daun K/ß = 5/6 und 

S^ g fc = 2,7 jt, K=-^k-- 3ßk, 
w = + 2,7 fc cos at, u = + 3,3 k sin at. 
Beide Figuren 107 bringen, die wiederholt hervorgehobene ßeso- 
nanzwirkung zum Ausdruck, vermöge deren die Bewegimg des Rotations- 
poles bei nicht sehr verschiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Schwingung wesentlich ausgiebiger wird, als die des Trägheitspoles. 
Dafs sich in Fig. 107 a der Rotationapol auf der entgegengesetzten, in 
Fig. 107b anf derselben Seite wie der Trägheitspol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleiche Phase hat), entspricht einem allgemeinen Schwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte Ph^e tritt stets im Falle a>/3, gleiche Phase 
im Falle a<ß ein. Den Übei^ang zwischen beiden Ellipsen ver- 
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mittelt der Fall u = ß, wo unsere Ellipse (b. ÖL (21)) in einen Kreis 
von unendlicli groraem Eadius übergeht. Im Falle « = (unendlich 
lange Periode, säkularer Massenfcransport) artet die elliptische in eine 
geradlinige Schwingung aus, indem (vgl. (21)) H=0, K^^h wird; 
der Botationspol folgt dann genau der Bahn des Trägheitspolea. Im 
Falle a = oo (unendlich rasche Schwingung) vermag der Rotatjonspol 
der Einwirkung des Massentrausportes überhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) fi" = Z" = 0. Denkt man sich in Fig. 107b die in eine Gerade 
ausgeartete ElUpse des Trägheitspoles durch eine kontinuierUehe Folge 
von sich erweiternden Ellipsen, zu denen auch die in dieser Figur 
konatruierte Ellipse des Eotationspoles gehört, in den unendlichen Kreis 
übei^eführt und in Fig. 107 a diesen durch eine kontinuierliche Folge 
von sich verengernden Ellipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
verzeichneten Ellipse übereinstimmt, in den Koordinatenaufangspunkt 



Bahnen des Eotationspoles bei beliebigen 
vor sieh. 

So übersichtlich liegen indessen die "V 
wir die Bahn des Trägheitspoles seihst al 


Gesamtbild der möglichen 
Werten des Verhältnisses ajp 


erhältüisse nicht mehr, wenn 
s elliptisch ansetzen, also der 



soeben hetrachteten geradhnigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
rechte und in der Phase gegen jene verschobene Schwingung hinzu- 
fügen. Dann kann ea insbesondere vorkommen, dafs der Resonanz- 
effekt in gewisser Weise durch Interferenz verdeckt wird; die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lagen beider Ellipsen, die nach den Öl. (21) 
möglich sind, wird dann aufserordentlich grofs. — 

Nach Erledigung der vorangestellten drei Probleme kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorliegenden realen VerMltnisse, insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragraphen besprochenen Luftmaasentrans- 
port zurück. Wie Herr Spitaler auf Grund der Luftdruckkarten (durch 
mechanische Quadratur über die Erdoberfläche) berechnet, wird durch 
den Lufttransport der Tr^heitspol abgelenkt 

im Januar um 0",055 nach 100" westl. v. Gr. 
„ Juli „ 0",041 „ 680 gatl. v. ör. 
Der Trägheitspol schlägt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nähernd gleiche Winkel nach annähernd entgegengesetzten Meridianen 
hin aus. Die Äusschli^e für die Zeiten April und Oktober sind nicht 
berechnet, sondern nur geschätzt, sie erfolgen ungefähr nach den 
Meridianen 180" und 0" und sind vermutlich kleiner wie die vorher 
angegebenen. Der Trägheitspol läuft also in der Richtung von Osten 
nach W^ten d. h. im umgekehrten Sinne wie die Erdrotation. Die 
genauere Gestalt der Bahn lafst sich nach diesen Daten nicht f^t- 
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steilen und es ist daher auch nicht mSglichj die zugehörige Bahn des 
ErOtationspoles zu bestimmen. 

Dagegen ist der umgekehrte Weg gangbar. Nach p^. 682 kann 
die Polschwankung Yon jährlicher Periode als eine Ellipse von den 
Hauptaxen 0",104 und 0",044 besehrieben werden, deren grofae Axe 
nach dem Meridian 19* östl. v. Gr. gerichtet ist und die im Sinne der 
Erddrehung durchlaufen wird. Wir setzen daher .ff— 0",104, ff"=0",044 
und berechnen nach den Öl. (22) mit a/ß = 7/6: 
Ä = 0",053, k^-0",071. 
Die hierdurch bestimmte Ellipse wird (vermöge des Vorzeichens von k) 
im umgekehi-ten Sinne durchlaufen wie die vorige Ellipse; die Lage 
der grofsen und kleinen Axe ist die umgekehrte wie bei der vorigen 
Ellipse. 

In Fig. 108 ist die Ellipse des ßotationspoles H, K und die theoretisch 
hinzugehörige Ellipse des Trägheitspoles h, k verzeichnet. Zusammen- 
gehörige Stehen beider sind durch gleiche Monatsbezeichnungen mar- 
kiert. Ferner ist in der Figur die Lage 
des Trägheitspoles und sein Bewegunga- 
sinn nach den Berechnungen von Spitaler 
für die Zeiten Januar und Juli ein- 
getragen- Die betr. Punkte sind als kleine 
Kreise kenntlich gemacht. Man erkemit 
aus der Figur, dafa eine allgemeine 
Übereinstimmung zwischen diesen Punk- 
ten und den tiieoretiseh bestimmten gleich- 
zeitigen Orten des Trägheitspoles wenig- 
stens der Größenordnung und dem Sinne 
nach vorhanden ist. Die thatsächlich "' 

bestehenden Unterschiede in ihren Lagen *"" 

können entweder durch unsere noch zienüich vollständige Unkenntnis 
der arktischen Luftdruckverhältnisse oder dadurch erklärt werden, dafs 
aufser den Lufttransporten noch andere meteorologische Prozesse (Wasser- 
transporte etc.) die jährliche Bahn des Rotationspoles beeinflussen. 

Alles in allem hat man zu der Annahme guten Grund, dafe es 
bei weiterer Anreicherung des Beobaehtungematerials möglich sein 
wird, den jährlichen Bestandteil der Polschwankui^en aus meteoro- 
logischen Massentransporten befried^end zu erklären. 

Nicht so günstig stehen die Aussichten für die Erklärung des in 
Fig. 106 dargestellten Restbetrages von unperiodischen Polschwankungen. 
Säkulai-e Massenveränderungen von einigermafsen wahrscheinlichem Be- 
trage geben meist nur sehr kleine Einwirkungen auf den Trägheits- 
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und den Rotationspol*). Auch macht die allgemeine Gestaltimg ^ 
Fig. 106, soweit wii- derselben überhaupt reale Bedeutu 
können, den Eindruck, als ob es sich bei den unperiodischen Pol- 
schwankungen mehr um kürzere Zeit anhaltende und dann im um- 
gekehrten Simie wirkende Störui^en handelt. 

Störungen dieses CharalcterB würden sich in unserer obigen Be- 
zeichnung als direkte Einflüsse auf den Impuls der Drehbewegung 
ergeben, wenn eine Massenverscliiebung auf der Erde ziemlich plötzlich 
eingeleitet wird und alsdann wieder zur Ruhe kommt, so dafs der 
Impuls der MasaenTerschiebung erst erzeugt und nachher wieder' ver- 
nichtet wird und die korrespondierende Impulsänderung der Erddrehung 
zuerst im einen und alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indessen durchaus keinen Anhalt zu der Annahme haben, dafs 
derartige Massenverschiebungen von hinreichender Stärke auf der Erde 
möglich sind, so halten wir es für nutalos, die soeben angedeutete 
Vorstellung weiter auszuführen. — 

Hinsichtlieh der allgemeinen analytischen Entwickelungen dieses 
Paragraphen sei noch hervorgehoben, dafs die für die Behandlung des 
Erdkör^ers von variabler Massenverteilung grundlegenden Gleichungen 
(3) unmittelbar aus unserer Auffassung der Eulerschen Gleichungen 
entspringen, auch für den Fall, wo die Koordinatenaxen nicht Haupt- 
äsen des Erdkörpers sind oder bleiben. Unter Festhalten an den einmal 
gewählten Koordinaten gelangten wir dann, durch Wofse Spezialisierimg 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfachsten Gleichui^s- 
form (17). In der Litteratur wird das Problem am eingehendsten von 
G. H. Darwin**) behandelt Darwin legt dabei als Koordinatenaxen 
nicht wie wir im Erdkörper feste Äsen, sondern die im Erdkörper 
beweglichen jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleichnngen (17). Die der Fig. 107h au 
Grunde liegenden Rechnungen sind zuerst von ß. Radau***) gegeben 
worden, weshalb die Ellipse jener Figur gelegentlich als Radau'sche 
Ellipse bezeichnet wird. Unter allgemeineren Voraussetzungen disku- 
tiert F. R. Helmertf) den Zusammenhang zwischen der Ellipse des 
Tragheitspoles und des Rotationspoles. 

Unsere Daratellung der Polschwankungen würde aber unvollständig 
sein, wenn wir nicht neben den hinsichtlich des Rotationspoles centrv- 

*)Tgl. Tisa9rand,MöcaniquecBle8ten, Chap.29, art.208undChap.30, art.218. 
**) G. H. Darwin; On tte mfluence of Geological Changes oa the Eartb-'s 
Rotation. London, Phil- Trans. 167 (1877), mit einem Anhang von Lord Kelvin. 
***) E. Radau , Comptea Rendus 111 (1890) und Bulletin Asttonomique 7 (1890). 
. f) P, R. Helmert, Astronom. Nachr. 126 (1891), Nr. S014, 
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fugälea Wirkungen der Massenfcransporte noch gewisse cet^ipdale 
Tendenzen erwähnen würden, die durch Auftreten von Reibnngsein- 
flüssen veranlaCat werden und die in gewisser Weise die Bewegung des 
Eotationspoles beruhigen und vereinfachen können, so wie jene die- 
selbe stören und komplizieren. 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche Ebbe tmd 
Flut mit sieh bringt und zwar zunächst die gewöhnliche durch Mond- 
oder Sonnenanziehung hervorgebrachte. Schon Immanuel Kant hat 
1754 das Vorhandensein eiuer solchen Reibung betont und hat daraus 
die Notwendigkeit einer säkularen Verlängerung des Stemtages ab- 
geleitet. Wie diese Reibung im Einzelnen zustande kommt, brauchen 
wir hier nicht zu erörtern*); für unsere Zwecke genügt die folgende, 
etwas groteske Vorstellung : Auf der mit Wasser bedeckten Erdoberfläche 
sind an den diametralen Enden eines Durchmessers die beiden Flutberge 
angehäuft; die Erde rotiert unter ihnen fort, während die Fluthergc selbst 
stillstehen bez. nach Mafsgabe der Mondbewegung ihre Stelle verhältnis- 
mäfsig langsam verändern. Sie übertragen durch die Viscositat des an 
der Erde haftenden Wassers ein Drehmoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau im augenblicklichen 
Äquator der Erde fest stünde und die Symmetrie der Flutbewegung durch 
die Kontinente nicht gestört wäre, würde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblicklichen Rotationsaxe übereinstimmen und Beine Gröfse 
der Gröfse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestimmung des Drehmomentes der Eintreibung 
wollen wir dann als annähernd und im Mittel allgemeingültig ansehen. 
Wir können etwa die beiden Blutherge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vergleichen, die sich an das rotierende Rad anlegen 
und dessen Umdrehung verlat^samen. 

. Die weitere Verfolgung des Einflusses der Flutreibung ist hier- 
durch auf ein Kreiselproblem zurückgefilhrt, welches bereits in Kap VII 
§ 7 als Problem des Luftwiderstandes behandelt wurde: E n s t 
kräftefreier Kreisel steht unter dem Einflufs einer Drehkraft le n 
Axe die augenblickliche Drehun^axe ist und deren Cfröfse de ugen 
blicklichen Rotation negativ proportional ist. Wir sahen 1 Is 1 
einem solchen Kreisel die Rotation allmählich erlischt und lafs ^le 1 
zeitig die Rotationaxe asymptotisch und spiralig mit der Axe des 
gröfsten Hauptträgheitsmomentea sich zu vereinigen strebt (vgl. pag. 588 
und die Figur von pag. 589). Bei der Erde ist die Axe gröfsten 

•) Vgl. hierzu Kap. 16 und 17 des Werkes von G. H. Darwin, auch wegen 
weiterer Litteratur. Insliesondere sei noch auf die dort erörterten überraschenden 
tosmogonischen Wirkungen der Gezeitenreibruig hingewieseu. 
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TrägheitsmoHienbes die polare Hauptträgheitaaxe. Es könnte also 
seheinen, dafs wir in dieser Flutreibnng eine die Polscliwankvmgen 
ausgleichende und dämpfende Wirkung haben und dafs wir es dieser 
Wirkung rerdanken, wenn trotz temporärer Störungen der Rotafcionspol 
im Mittel dem Trägheitspol erfahrungsgemäis so nahe bleibt. 

t lehrt eine Zahlenrechnung, dafs diese Wirkung gänzlich 
i. Wir knüpfen dabei an Gl. (1) und (6) von 
pag. 587 und 588 an. In Gl. (6) bedeutete ß den Winkel, den die 
augenblickliche Rotationsaxe mit der Axe grölsten Hauptträgheite- 
momentes zur Zeit t einschliefst, ßf, denselben Winkel zur Zeit ( = 0. 
Indem wir uns auf kleine Winkel ß, ß^ beschränken, können wir 
Gl. (6) schreiben: 

Po 
wo e (rund gleich 1/300) wie früher die Elliptizifcät der Erde be- 
deutet. Nach der angezogenen GEL (1) ist andreraeits: 



Beide öleichungen zusammengefafst ergeben 

Während also die Flutreibung eine ursprünglich yorbandene Ablenkung 
ß^ der Rotationsaxe auf die Hälfte ihres Betrages reduziert {ß — -ä ßo) t 
reduziert sie gleichzeitig die ursprünglich vorhandene Erdrotation r,, 
auf den Bruchteil 



m"- 



ihrerselbet. Mit anderen Worten: Die Erdrotation müfste vermöge der 
Fbdreibung bereUs so gut wie voUsiandig mir Ruhe gekommen sein, ehe 
die 3(8,fte einer tirsprüngUch vorhcmdmen Ahlmktmg der BotaHonsaxe 
(msgegliehen ist In solcher Weise aufgefafst kommt also die Flut- 
reibung für die Frage der Polsehwimkungen überhaupt nicht in Betracht 
(ebensowenig wie der Masseniransport der gewöhnlichen Mond- oder 
Sonnenflut, vgl. pt^. 714) und kann auch nicht (vgl. pag. 593) zur 
Erklärung säkularer Änderungen der Rotationsaxe, wie sie in der 
Geologie häufig postuliert worden sind, herangezogen werden. 

Indessen giebt es noch eine andere Art Fluten und eine andere 
Art Flutreibnng, welche in wirksamerer Weise den Rotationspol nach 
dem Trägheitspol zurückdenken dürften, immlich diejenigen Fhiten, die 
durch die Polschwankungen selbst hervorgerufen werden (vgl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den vierzehnmonaÜichen Bestandteil dieser Fluten 
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erwähnten). Auch diese Fluten werden mit Reibui^ verbanden sein 
und zwar kann man aich vorstellen, dafs die Reibung hier der Änderung 
der RotaUonsaxe entgegenwirkt und dafs ihre Axe aaf der Rotationaaxe 
senk/reckt steht, wäbrend die Reibung bei der gewöhnlichen Mond- und 
Somienflut von der jeweiligen Öröfse der Botation seihst abhängt und 
ihrer A:£e nacb mit der jeweiligen Rotatiousaxe zusa/mmmfälU. 

Wollen wir uns von dem Zustandekommen dieser Fluten eine 
möglichst einfache, wenn auch wieder etwas rohe Vorstellung bilden, 
so können wir folgendermafsen sagen: Die Lage der Rotatiousaxe im 
Erdkörper zu einer gewissen Zeit sei durch die Öröfsen p, q, r ge- 
geben; dieser Lage entspricht, wenn von der Einwirkung der Konti- 
nente abgesehen wird, eine Anordnung der Wasserbedeckmig, bei 
welcher letztere einen Plutgürtel um den zur Eotationsaxe senkrechten, 
augenblicklichen Äquator bildet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durch p -j- p'dt, q + q'dt, r -f r'dt-^ 
der Flufcgürtel legt sich jetzt um den nunmehrigen Äquator herijm 
und ist gegen seine vorherige L^e gedreht. Wir führen ihn aus 
seiner ersten in seine zweite Lage über, indem wir ihn am die geraein- 
same Senkrechte zur ersten und zweiten L^e der Rotationsaxe drehen 
und zwar durch einen Winkel, welcher dem Ablenkungswinkel der Rota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flufcreibung wirkt dieser Drehung entgegen; 
wir nehmen der Einfachheit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibnng um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drehung erfolgt, und der 
Gröfse der Drehungsgescbwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flatreibang berechnet sich dann durch die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 

\p' i ^'\ 

Die Komponenten der Flutreibung werden daher den folgenden Aus- 
drucken proportional 

qr — rg", rp — pr' , p<l — qp'. 

Beriieksiclitigen wir, dafs die OrÖfsen p, q, p', q, r klein sind und dafs 
r näherungsweise gleiph m ist, so können wir unter Vemaehläasigung 
kleiner Gröfsen zweiter Ordnung dafür schreiben: 

— &([, top', 0. 

Mit Benutzung eines positiven Proportionalitätsfaktors X setzen wir 
dementsprechend die Komponenten der Flutreibung den 
Gröfsen gleich 

— lA^, -\- XAp', 0. 
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In der That erkennt mau leicht, dafs durch diesen Ansatz den ohen 
über Gröfse, Aie und Sinn des Flutreibungsmomentes gemachten Ver- 
abredungen entsprochen wird, falls die Drehgeschwindigkeifc der Erde 
ra als positiT gerechnet wird, die Koordinatenaxen also die auf pag. 720 
angegebene Lage haben. Das Trägheitsmoment A wurde den Tor- 
stehenden Ansdrüeten als Paktor hinzugefügt, damit die Gröfse X der 
Dimension nach eine reine Zahl vorstellt, was für das Folgende be- 
quem ist. 

Um den Einflnfs dieser Flutreibung auf die Po Schwankungen zu 
bestimmen, gehen wir auf die Eulerscbea Gleichungen zurück, denen 
wir rechterband die soeben bestimmten Komponenten der Flutreibuj^ 
hinzufügen. Die Gleichung f(lr die Komponente r wird dadurch in 
erster Näherung nicht abgeändert. Diese Komponente können wir daher 
auch mit Rücksicht auf die Flutreibung als konstant ansehen und 
gleich Bj setzen; mit anderen Worten: die Länge des Stemtages wird 
durch die jetzt in E«cle stehenden Finten innerhalb der von nns fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze nicht verlängert. Die Enlerachen Glei- 
chungen für die Komponenten jp und q des Drehungsvektors lanten, 
wenn wir von der Störung der Bewegung durch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freien Schwingungen der Erdaxe betrachten: 

Ap ^{A-C)mq-XAq', 

A(i = {C-Ä)syq+XAp'. 
Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der öfters beschriebenen 
Weise in die eine komplexe Gleichung zusammen; 

A{p-^ict) = {C-A)i<i,(^-\-ig) + ilAiß+ig[), 
wofür wir mit Einführung der EUiptizität e auch sehreihen können: 

{\-iX){j> -k-i^) = Eica{p^ig). 
Die Zahl X wird jedenfalls klein gegen 1 sein, da im anderen Falle 
periodische Polschwaitkungen überhaupt nicht zustande kommen könnten. 
Daher können wir ohne merklichen Fehler die Gleichung auch so 
umformen: 

und folgendermafsen integrieren: 

p-\- iq = f^g-fmU^ti-at_ 

a ist die Integrationskonstante, welche von der Anfangslage der Erdaxe, 
d. h, den der Betrachtung vorausgegangenen Störungen abhängt. 

Von hier aus ergehen sich fönende Schlüsse: Die Reibung lafst 
die Periode der Polsohwankungen ungeändert (ungmidert bis auf GrÖfsen 
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zweiter Ordnung); ihre Frequenz wird auch jetzt durch das Produtt tto 
bestimmt; d^egen erscheinen die Schwingungen jetzt TermÖge der Rei- 
bung gedämpft. Der Dämpfungsfaktor betrat für die Dauer einer freien 
Schwingung nack der vorstehenden Formel e""^"'. Vermöge dieser 
Dämpfung wird ersichtlich der Rotationspol dem Trägheitspole ■ ge- 
nähert; auch ist es klar, dafs hierdurch der früher hervoi^ehobene 
Resonanzeffekt gemildert wird, sodaTs beim Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Schwingungen die Amplitude d^ Itotationspoles nicht 
mehr unendlicli wird, sondern eine durch den Wert des Dämpfungs- 
faktors bestimmte endliche Gröfse annimmt. 

tjber die zahlenn^sige Gfröfse dieaer Dämpfung, insbesondere der 
Dämpfiingskonstanten A, sind wir leider zunächst völlig im Unklaren. 
Da wir schon über die Öröfae der fraglichen Fluten (vgl. pt^. 706) 
theoretisch nichts auazusi^en vermochten, wird es noch weniger möglich 
sein, die Gröfse ihrer Reibungs Wirkung zahlenmäfsig abzuscMtzen. 

Wir wollen noch bemerken, dafs sehr wahrscheinlich auch die 
im vorigen Paragraphen besprochenen Deformationen des Erdkörpers 
mit Energieverlusten verbunden sind und daher ebenfalls einen Beitrag 
zur Dämpfung der freien Schwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastischer Körper bekannt, in welchem einmal erregte 
Deformationsschwingungen nicht alsbald abstürben; wir schieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Reibun^vor gange oder elastischer 
Nachwir kurzen. Es wäre nun höchst unphjsikaliach, anzunehmen, 
dafs dies bei dem Erdkörper anders sein sollte. Infolgedessen scheint 
es angemessen, neben der Eintreibung auch die innere Reibung des 
Erdkörpers bei seinen früher beschriebenen Formänderungen als eine 
mögliche Dämpfungsursache der Poleehwankungen ins Auge zu fassen. 

Bisher bat man bei der rechneriachen Behandlung der Polschwan- 
kungen die dämpfende Wirkung der verschiedenen möglichen Energie- 
verluste, die ja in analogen Fällen bei sonstigen mechanischen Problemen 
mit Recht berücksichtigt wird*), wohl stets vernachlässigt, indem man 
die Polbahn durch eine nach reinen, ungedämpften trigonometrischen 
Punktionen der Zeit fortschreitende Fourier'sche Reihe darstellte (vgl. 
die Citate auf Chandler pag. 673 und van de Saude BaMmysen pag. 682). 
Auch imsere graphische Reduktion der Polbahnen in § 6 dieses Kapitels 
fufete auf dieser Annahme und würde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dämpfimg berücksichtigen bez. wenn wir aus der thatsäcblich be- 
obachteten Polbahn aufser den verschiedenen in der Polbahn versteckten 



*) Vgl. z. B. Routh, Dynamik starrer Körper, Bd. It (deutsche Auegabe Leipzig 
S) Kap. Vn § 331—338. 
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Perioden auch die Grofae ihrer Dämpfiii^en ermitteln wollen. Da eine 
theoretische Vorausbereehnung der Dämpfvmgskonstante A ziemlich aus- 
sichtslos erscheint, so sollte maa vielleicht versuchen, in der soeben 
angedeuteten Weise aus den Polschwantungen selbst darüber Aufseblufa 
zu erhalten. 

Natürlich ist die oben zn Grunde gelegte Vorstellung über 
die Wirkung der Polschwankungsfluten eine recht idealisierte; wegen 
des Einflusses der Kontinente auf die Plutbewegung werden die 
Verhältnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwünscht sein, ohne spezielle Annahmen zuzulassen, durch eine 
ganz allgemeine Betrachtung, die auch den Fall der Deformations- 
reibimg im Innern des ErdkÖrpers umfafst, die Wirkung irgend welcher 
energie verzehrender Umstände wenigstens ihrem Sinne nach zu be- 
stimmen. 

Bei den Polschwankungen und den durch sie erzeugten Muten 
und Deformationen sowie der zugehörigen Plutreibung und Deformations- 
reibung kommen nur innere Kräfte ins Spiel, die den Gesamtimpuls 
des Massensystems, das wir Erde nennen, ungeändert lassen (im Gegen- 
satz zu der vorher betrachteten Flutreibung, die durch die äufseren 
Kräfte von Sonnen- und Mondanziehung hervorgebracht wird). Für 
die Komponenten des Gesamtimpulses gilt daher die Gleichung 
U + M^ + N^^ eonst., 

die wir als Gleichung einer Kugel deuten können. Andrerseits wird 

die lebendige Kraft des Systems durch die Beibung vermindert, indem 

ein Teil derselben in Wärme umgesetzt wird. Wenn wir uns gestatten, 

den Ausdruck der lebendigen Kraft eines starren 

Kreisels auf unser in sich bewegliches System 

zu übertragen, so können wir schreiben 

A + -C- -''-'' 

—I, und können diese Gleichung in den Koordinaten 
L, M, N für jeden Wert von T als ein Bo- 
tationsellipsoid deuten, und zwar handelt es 
sich um ein verlängertes Rotationsellipsoid 
' (wegen C>j1), welches, indem es sich selbst 

ähnlich bleibt, sich allmählich zusammenzieht 
(wegen der allmählichen Abnahme von T). Auf der Scknittkurve beider 
Flächen (Kugel und Ellipsoid) mufe der Endpunkt des Impnlsvektors 
L, M, N liegen; diese Schnittkurve zieht sich aber bei der allmählichen 
Verkleinerung unseres Ellipsoides auf einen Punkt der JV-Axe z 




y Google 



§ 9. Der Nachweis der Erdrotation durch die KteiBelwirkung. 731 

(vgl. Fig. 109); der Impulsvektor und zugleich mit ihm die Rotatiouß- 
ase geht dabei in die polare Hauptträgheitsaxe , der Bewegungs zustand 
also in die einfache gleichförmige Umdrehung um diese Äse über. 

Insoweit als diese Überlegung auf den Fall der Flutreibung oder 
auf andere dissipative Einflüsse anwendbar ist, dürfen wir behaupten, 
dafs solche Einflüsse irgendwie erzeugte Störungen des eittfacheten 
Bewegnngszustandes der Erde ausgleichen und die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberfläclie stabilieren werden, 

§ 9. Der Nachweis der Erdrotation durch die Kreieelwirkung. 
Foucaulta Gyroskop und ailberts Barogjrroskop. 

Nachdem Leon Poucault im Jahre 1851 seinen glänzenden 
Pendelversuch zum Nachweis der Erdrotation durchgeführt hatte, unter- 
nahm er es im folgenden Jahre, demselben Zweck die Kreiselwirkungen 
dienlich zu machen. Er benutzte einen Kreisel im Cardanischen Ge- 
hänge (vgl. z. B, die schematiache Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Scbwungring, innerer und äufserer Ring, mit gröfster Sorgfalt 
so justiert waren, dafs der Schnittpunkt ihrer Drehaxen zugleich 
Schwerpunkt jedes dieser Teüe war. Foucaulte Versuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mal*) liels er dem Kreisel seine drei 
Freiheitsgraäe , indem er den äuTseren Ring um eine vertikale Axe in 
Spitzen drehbar machte. Diese Spitzen dienten dabei nicht sowohl zum 
Tragen des Kreisels, als zur Verhinderung seitlicher Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicht des Kreisels vielmehr durch einen torsions- 
iosen Faden, an dem der äufsere Ring aufgehängt war. Der innere 
Ring ruhte mittels Schneiden auf gewissen Äuflagerflächen des äufseren 
Ringes. Das andere Mal**) stellte er den inneren Ring gegen den 
äufseren fest, operierte also mit einem Kreisel von nur mehr zwei Frei- 
heitsgraden, welcher vermöge seiner Verbindung mit der Erde in ge- 
wisser Weise geführt wird. 

Im Falle des Kreisels von drei Freiheitsgraden bleibt nach Foucanlt 
bei starker Rotation des Schwungringes die iM'sprünglwke JUchüing 
seiner Axe im ahsohdm Baume fest, oder, anders ausgedrückt, weist 
diese Axe beständig nach demselben Punkte des Fixstemhimmels. Von 
der Erde aus gesehen bewegt sich also jeder ihrer Punkte parallel der 



*} Snr nne nouvelle döiHonstration expörimetitftle du mouvement de la Terre, 
Comptes RendneB Bd. S5, Paris 1852, pag. 421. 

**) Sur lea phönomfenea d'orientation des corps toumants entrainea par une 
axe flse ä la aurface de la Terre ^Nouveaus signes .senBibles du mouvement diurne. 
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Richtung des Ac[uafcor9. Geometrische Betrachtungen der einfachsten 
Art zeigen von hier aus die Richtigkeit der folgenden Angaben: 

Weist die Äxe zu Beginn des Versuches nach dem Zenith, so bildet 
sie nacb der Beobachtungszeit A( den Winkel oj 00995 Ai (o = Winkel- 
geschwindigkeit der Erdumdrehung, (p = geographische Breite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleichen Zeit das ursprüngliche Zenith diesen 
Bogen um den Pol des Himmels beschreibt. Liegt andreraeits die Axe 
des Schwungringes ursprünglich horizontal und in der Richtung des 
Meridians, so bleibt sie für eine hinreichend kurze Beohaehtun^zeit 
horizontal und bildet nach der Zeit A^ den Winkel rosinqsAi mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian den 
Polabstand ip (oder ^ — ip) besitzt und wähi-end der Zeit A( einen 
Bogen ra singiAi von horizontaler Richtung beschreibt. Derselbe Aus- 
druck o sing; Alf, der übrigens auch bei dem Foucaultschen Pendel- 
versuch auftritt, gilt auch für die Horizonfcalkomponente der Winkel- 
änderung bei beliebiger horizontaler Anfangslage der Schwungringaxe. 
Fragen wir uns nämlich nach der scheinbaren Bewegung eines Sternes 
im Horizont bei beliebigem Azimuth, so besteht dieselbe aus einer 
Drehung ca um die Polaraxe, die wir uns in eine Drehung to sing) um 
die Lotlinie und eine Drehung w cos ip um den Meridian zerlegen 
können. Die erstere Komponente liefert die Horizontalbewegung des 
Sternes, welche während der Beobachtungszeit Ai! also rasingiAi be- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Höhenänderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkompo- 
nente der Bewegung der Kreiselase ist hiernach von dem Azimuth der 
Anfai^ssteUimg unabhängig. 

An letzteren Umstand knüpft die Versuehaanordnung von Foucault 
an. Man beachte, dafs bei horizontaler Anfangslage die Bewegung 
der Kreiselaxe durch das Gar danische Gehänge von selbst in ihre 
zwei Komponenten zerlegt wird, dafs hämlich die Bewegung des 
äuTseren Ringes die horizontale Komponente der Bewegung der Kreisel- 
ase wiedergiebt, während sich die Bewegung des inneren Ringes allein 
durch die Höhenänderung der Kreiselaxe bestimmt. Foucault beobachtet 
daher unter dem Mikroskop den äufseren Ring, dessen Verdrehung 
gleich üj sing) Ai sein soll. Als gröfstmöglichen Wert der Beobachtungs- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 
A( = 8 Min. und 9 =- 49** (ui^efähre Breite von Paris) die zu er- 
wartende Ablenkung, so ergiebt sich in Gradmafe: 

o»n,>Ai_?55Jo,76-l»5. 



y Google 



§ 9. Der Nachweis der Erdrotation durch cüe Kreisel Wirkung. 733 

Diese ziemlich beträchtliche Verdrehung müfste sich zumal unter dem 
Mikroskop mit grofser Sicherheit feststellen lassen. 

Hiermit confcrastiert eiaigermafsen der Umstand, dafs Foucault nur 
von dem Sinn der Verdrehung spricht, der sich bei seinen Versuchen 
richtig, also dem Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobachtungen nicht mitteilt. Wir 
wissen nicht, wie weit diese mit den theoretischen Werten gestimmt 
haben. Solange aber die quantitative Übereinstimmung nicht nach- 
gewiesen ist oder solange die. Fehlerquellen, welche die Nichtübei^ 
einsfcimmung bewirken, unbekannt sind, können die Versuche kaum als 
unwiderleglicher Beweis der Erdrotation angesprochen werden; es könnte 
ja sein, dafs im vorliegenden Falle die Fehlerquellen die Ablenkung des 
Ringes stärker beeinflussen wie die Erdrotation selbst und dafs der 
richtige Sinn des Resultates nur scheinbar durch zufällige Gruppierung 
der verschiedenen Fehler hergestellt wird. 

Als Fehlerquellen kommen hier namentlich eine nicht genaue Cen- 
trierung des Apparates und die Reibung in den verschiedenen Lagern 
in Betracht. Wohl ist der Foucaultsche und Gaufsische Pendelversuch 
von Kamerlingh-Onnes*) in musterhafter Weise nach der quantita- 
tiven Seite hin auf alte Fehlerquellen durchgeprüft worden; für den 
Foucaniltschen Kreiseloermdh dagegen scheint eine solche Prüfung nie 
unternommen au sein. 

Die grofse historische Bedeutung des Foucaultschen Kreisel Versuches 
scheint uns daher weniger in dem Nachweis der Erdrotation selbst als 
darin zu liegen, dafs durch diesen Versuch die allgemeine Aufmerk- 
samkeit auf die Kreiselwirkungen gelenkt wurde und dafs die Kemitnis 
der Kreiselwirkungen durch die geniale, von der Formel losgelöste Un- 
mittelbarkeit der Foucaultschen Auffassung wesentlich gefördert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Versuches kritisch beleuchten, wollen 
wir zui^ehst Näheres über die zweite Versuchsanordnung von Foucault, 
über den Kreisel von swei FretheUsgraden, berichten. Die Axe des 
Schwungringes bleibt jetzt nicht mehr im Räume fest; vielmehr sireht 
dieselbe mich FoucwiM sieh der Asce der Erädrehmg soweit paraUel mi 
stellen, cds es die hesonderen Umstände des Versuches erla/i^>en. Foucault 
spricht daher von der Tendenz der Drehaxen ewn PtwaUeUsmus **), indem 
er imter Parallelismus der Axen nicht nur das ZusamraenMlen der 
Axenrichtungen, sondem gleichzeitig das Übereinstimmen des Dreh- 

*) DiBsettation Groningen. 1879. Nieuvebewijzen voor deaswentelingder »arde, 
**) 8w la tendanee des rotations au pacaUöliame. Comptes Eendnea 1. c. 
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siimea lun die Axeu yersteht — man konnte genauer si^en: Tendenz 
mim gleichmmigen oder homologen Parällelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foocantt hat G. Sire*) dasselbe Gesetz 
zum Gfegenstand etaer Mitteünng an. die Pariser Akademie gemacht und 
auf den Nachweis der Erdrotation angewandt, ohne selbst Versuche 
auszuführen. Die theoretischen Überlegungen von Sire, durch welche 
dieses Gesetz gestützt wird, sind indessen nicht einwandfrei, da sie 
an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Piguren- 
axe, Botationsaxe, Impulsaxe). Etwas Ahnliches läfst sich wohl auch 
gegen die gUinzend geschriebenen Ausfiihrungen Foucaults sagen; 
allerdings beabsichtigen dieselben bei ihrer Kürze mehr beschreibender 
als beweisender Natur zu sein, (Vgl. hierzu unsere Kritik der popu- 
lären Kreisellitteratur in Kap. V, § 3 unter 2). 

Foncault untersucht auf Örund des genannten Gesetzes das Ver- 
halten der Schwungringaxe in den beiden besonderen Fällen, wo die 
Schwungringaxe entweder nur in der Horizontalebene, oder nur in 
der Vertikalebene durch den Meridian des Beobaehtungsortes frei be- 
weglich ist. Man erreicht dieses, indem man beidemal den inneren 
Ring unter einem rechten Winkel gegen den äufseren festklemmt und 
die Drehaxe des au&eren Einges im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkrecht gegen die Meridianebene des Beobaehtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten Falle, wo die Axe des Schwungi'inges die Horizontal- 
ebene nicht verlassen kann, ist ein wirklicher Parallelismua zwischen 
ihr und der Erdaxe nicht möglieh: die Axe des Schwungringes strebt 
alsdann derjenigen Richtung zu, welche den kleinsten Winkel mit dej- 
Erdaxe bildet, d. i. der Richtung des Meridianes. Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus gesehen der Schwungring entgegen 
dem Uhrzeigersinne rotiert, nach Norden weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleichen Sinne rotiert. Unsere horizontal bewegliche 
Sehwungringaxe verhält sich aiso ähnlich wie die Magnetnadel im Dekli- 
nationslcompafs (natürlich mit dem Unterschiede, dafs im Foucaoltsehen 
Versuch der astronomische Meridian an die Stelle des m^netischen 
tritt). Ln Anschlufs an diese Analogie können wir diejenige Seite der 
Axe, von der aus gesehen die Schwungringumdrehung umgekehrt wie 
die Uhrzeigerbewegnng erfolgt, als Nordpol des Schwungringes, die 
umgekehrte Seite als Südpol bezeichnen. 

Im anderen Falle, wo dip Axe des Scbwimgringes in der Meridian- 

*) Eine spätere Veröffentlichung von Sire findet sicli in der Bihliothfeque 
universelle de QenSve, Aj-ot. d. acienc. phys. et natur. Bd. 1 (1868) pag. 105. 
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ebeae beweglich iat, wird der genaue Parallelismus dieser Axe mit 
der Erdaxe nicht nior angestrebt, sondern auch (bei hinreichend lang 
anhaltender Schwnugrii^nidrehung) erreicht. Die Axe des Scbwung- 
ringes bewegt sich, wenn sie etwa anfangs horizontal stand, in solcher 
Weise, dafs aiif der nördlichen Halbkugel ihr „Nordpol" ans der 
Horizontalebene nach oben hin heraustritt und dafs sich die Ver- 
bindungslinie Süd-Nordpol des Schwungringes mit der Verbindungs- 
linie Süd-Nordpol der Erde gleichsinnig parallel richtet. Unsere in 
der M^iManebene bewegliche Schwmtgringaxe kann also mit der Magnet- 
nadel in einem InHinafiomlcompafs verglichen werden (natürlich abermals 
mit dem Unterschiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberfläche 
bekanntlich recht unregelmäfsig yerlaufenden Linien gleicher Inklination 
hier die genauen geographischen Breitengrade treten würden). Dabei 
besteht aber der wesentUche Unterschied, dafs sieh der „Nordpol" des 
Schwmigrimges auf der nördlichen Hcdhlmgd heU, während sich der der 
InkUnatitmsnadel senkt. 

Theoretisch liegt also, wie Foucault betont, die Möglichkeit vor, 
ohne astronomische oder magnetische Beobachtungen sowohl die Lage 
des Meridians wie nach Bestimmung desselben die Lage der Weltaxe 
für einen beliebigen Ort aus blofsen Kreiselbeobachtungen abzuleiten. 
Man könnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks von dieser 
Möglichkeit Nutzen zu ziehen. 

Es ist selbstverständlich, dafs die , Einstellung der Kreiselaxe in 
den Meridian bez. in die Richtung der Weltaxe nicht aperiodisch, 
sondern oscülatorisch vor sich gehen mufs. Die Drehkraft, welche 
z. B. die horizontal bewegliche Kreiselaxe dem Meridian zuführt, er- 
zeugt eine gewisse Drehbeschleunigung und Drehgesehwindigkeit um 
die vertikale Axe. Während mm bei meridionaler Lf^e der Ereiselaxe 
die Drehkraft verschwindet, so verschwindet darum nicht gleichzeitig 
die Geschwindigkeit. Diese führt die Kreiselase vielmehr über die 
Gleichgewichtslage hinaus, worauf die Richtkraft ihren Sinn mnkehrt 
und zuerst verlangsamend, dann im unigekehrten Sinne beschleunigend 
wirkt. Die Kreiselaxe mufs also um den Meridian herumpendeln — 
ebenfalls in Analogie mit der Magnetnadel. Steht die Kreiselaxe an- 
fänglieh im Meridian, aber so dafs ihr „Nordpol" nach Süden weist, 
so ist auch diese Lage an sich eine Gleichgewichtslage, weil die auf 
die Kreiselaxe wirkende Drehkraft vei'scb windet, aber ersichtlich eine 
instabiie; bei einer kleinen Abweichung von dieser Lage strebt die Dreh- 
kraft die Abweichung zu vergröiäem imd das Nordende der Ase nach 
Norden überzudrehen. 

Foucault verwahrt sich dagegen, dafs auf dem beschriebenen Wege 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Räume hin- 
reichend genau bestimmt werden könnte. Wie es scheint, hat Foneault 
auch die zuletzt genannten Versuche mehr auf ihre allgemeine Möglich- 
keit wie auf ihre exakte Durchführbarkeit hin geprüft. — 

Wir erwähnen noch, dafs Foucaolt im Anachlufs an seine Versuche 
das jetzt vielfitch gebräucLliche Wort Gyroskop geprägt hat. Dieses 
drückt in schlagender Weise das Resultat der Foucaultschen Versuche 
aus, dafs nämlich der Kreisel ein Mittd ist, rnn vorhandene JDreh- 
iewegu/ngen (oder Gyrationen) Icewnüiek su machen, ähnlich wie das 
Elektroskop ein Hülfsmittel bezeichnet, das Vorhandensein elektiiseher 
Ladungen sichtbar zu machen. Würde es gelingen, auch die Gröfae 
einer TOrhandenen Drehbewegung durch quantitative Messnong der 
Kreiselhewegungen festzustellen, so dürfte man dem Kreisel sogar die 
weitergehende Bezeichnung eines „Gyrometers" beilegen. 

D^egen scheint es uns unzweckmäfsig, die Bezeichnung Gyroskop 
zu verallgemeinern und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zu 
gebrauchen, was in der Litteratur häufig geschehen ist. In der That 
bringt doch die Bezeichnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten hin interessanten und wichtigen 
Kreiselbogrifi'es zum Ausdruck und es liegt kein Grund vor, die cha- 
rakteristische Bezeichnung Kreisel (twrbo, iü>^ie, top) zu verlassen. — 

Wir haben nun die Theorie der Foucaultschen Versuche, zui^chst 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freiheitsgradeu, zu vertiefen. 
Dabei liegt es uns fem, diesen Versuch mit ausgedehnten analytischen 
Entwickelungen aus der Theorie der Relativbewegungen begleiten zu 
wollen, wie sie thatsächlich angestellt worden sind, Entwickelungen*), 
deren Endresultat nach den ihnen zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
schliefslich kein anderes sein kann, als die Bestätigung der Foucaultschen 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoluten Räume im Wesent- 
lichen beibehält. Die Schwierigkeit und Unübersichtlichkeit der fr^lichen 
Entwickelungen hat nur darin ihren Grund, dafs in ihnen nicht konsequent 
vernachlässigt wird, dafs i^mlich das Gyroskop nicht durchweg als ver- 
schwindend klein gegen die Erde oder seine TJmdrehungsgeschwind^- 



*) Es handelt Bicli u. A. nm Arbeiten von Qnet (LiouvilleB Journal Bd. 18 
(1853)), Lettner (Orelles Journal Bd. 54 (1857)), Bonr (LiouyilleB Jonmal (2) 
Bd. 8 (1883)). ZusammengesteUt bei Gilbert; ^tude historique et critique aur 
le problfeme de la rotation (ans Annale« de la Soei^tö Scientifique de Braielles 
Bd. 2 (1818))- Wir nennen femer die grofae Arbeit von Gilbert; Memoire aur 
Tapplieation de la möthode de Lagrange ä divers probl&mes du mouvement relatif 
(Ebenda Bd. 8 nnd 7 1881—1883) und das Werk von Budde: Allgemeine Me- 
ohaiiik der Punkte und starren Systeme (Berlin 1890, 1891, Bd. 3 Nr. 294). 
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keit nielit durchweg als unendlich grofs gegen die Erdumdrehung 
voran egesetzt wird. Wir verweisen dieserhalb auf die zutreffende Kritik 
von E. Gnyou*), der wir nur noch hinzufügen möchtenj dafs man mit 
demselben ungeheuren Grade der Annäherung, mit dem man die Ge- 
schwindigkeit der Erdumdrehung gegen die der Kreis elrotation ver- 
nachMasigt, auch die Trägheitswirkung des äuXseren und iuneren Ringes 
gegen die des Schwungringes vernach^ssigen darf, worauf wir unten 
znrttckkommen werden. 

Zunächst wollen wir ausdrücklich verabreden, dafs es erlaubt sei, 
den äufseren und inneren Bing als massdos zu betrachten und von 
Beibungsmrkttngen abzusehen. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu sprechen. Dieser ist um seinen Schwerpunkt frei beweglich 
und von Kräften frei, da die Schwerkraft als im Stützpunkte angreifend 
nicht in Betracht kommt. Die Bewegui^ des Schwungringes besteht 
daher allgemein gesprochen in einei- regulären Präcession relativ zum 
absoluten Räume. Die an der Erddrehung teilnehmende Schwerpnnkts- 
bewegui^ beeinflufst diese Drehbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
wegung des Schwerpunktes und Drehung um den Schwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgänge, die sich beim Felden äufserer Kräfte glatt 
superponieren, ohne sich irgendwie zu stören. 

Dies würde auch dann noch gelten, wenn die Schwerpunkts- 
bewegung nicht eine nahezu gleichförmig -geradlinige wäre, wie sie es 
bei der Erddrehung für den Zeitraum einiger Minuten thatsächhch ist, 
sondern wemi der Schwerpunkt m wUMiiMich^ Weise und in beliebigen 
scharfen Krümmung&i geführt würde. Ja es würde nicht nur gelten für 
den schnell rotierenden, sondern ebensogut für den nicht angedrehten 
Schwungnng, immer uijter der Voraussetzung der Reibungslosigkeit 
der Führui^en und der Massenlosigkeit der ßiage. In der That ist die 
kräftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels bei beliebiger Gröfse 
der Eigenrotation eine reguläre Präcession- von der gröfseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hangt es lediglich 
ab, ob der entstehende Präcessionskegel bei gegebenem seitliehen An- 
stofs eine geringere oder gröfsere Winkelöflhung erhält. Wäre es zu 
erreichen, dafs die Axe des Schwungringes zu Beginn des Versuches 
momentan im absoluten Räume genau stillsteht, so würde sie ihre Lage 
gegen den absoluten Baum genau beibehalten, der Ofihungswinkel des 
Präceasionskegels wäre und bUebe dann genau gleich Null, ganz unab- 
Mng^ davon, ob der Schwui^ring um seine Axe rotiert oder nicht, 

*) Sur nne Solution ölömentaire du plroblfeme du gjroacope de Foueault. 
Comptea Eendnes Bd. 106, Paris 1888, pag. 1143. 

Klein-Sommerfeld, Krolselbawegniig. 47 
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und ob der Seliwerpnnkfc des Apparates bewegt wird oder nicht; denn 
nachdem wir die Reibung wegdefiniert haben, giebt es uiehta, was die 
einmal ruhende Schwungriogase in Bewegung setzen konnte. Wir 
hätten hier also die von Foucault behauptete Stabilierung der Kreisel- 
axe im Räume ohne das von Foucault bieiffir als unerläXslich ange- 
sehene Mittel einer hohen Eigenrotation. 

Allerdings ist der soeben vorausgesetzte Anfongszustand der Kreisel- 
axe experimentell nicht zu erreichen. Der Experimentator kann die 
anfängliche Ruhe der Kreiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbewe- 
gung au8 beurteilen; er ist bestrebt, nicht die absolute Rohe im Räume, 
sondern die relative Ruhe gegen die Erde zu vei-wirklichen. Nehmen 
wir an, dafs ihm letzteres genau gelungen sei, und sehen wir zu, 
wie sich die Bewegung der Kreiaelaxe gestaltet, wenn der Kreisel 
LosbeBOndere nicht angedreht ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselaxe bei dem ersten Fou- 
cault'seben Versuche horizontal; sie bildet mit der Umdrehungaaxe 
der Erde den Winkel a, welcher zwischen <p und ar — 90 (gj = geo- 
graphische Breite des Ortes) enthalten ist und von dem Azimuth der 
Kreiselaxe gegen den Meridian ablängt. Der anfängliche Geschwindig- 
keitszustand besteht in einer Drehung um die Erdaxe von der Gröfse 
40 (co = Erdrotation). Diese Drehung zerlegt sieh in eine Komponente 
6) cos ti um die Figurenaxe und in eine Komponente w sin a um eine 
äquatoriale Axe des Schwnngrii^es. Der Anfangsimpuls des Kreisels 
hat nach denselben Axen die Komponenten Co» cos u. Am sin «; er 
bildet im Falle des Schwungringes 
(abgeplattetes TrägheitseUipaoid) mit 
der Figurenaxe einen Winkel (5 < ß, 
welcher bestimmt ist durch 

_p Der Winkel (J kann auch durch eine 
bekannte Konstruktion (vgl. p. 106) 
gefunden werden, die in Fig. 110 
angedeutet ist. Aus der Richtung 
der Rotationsaxe OH, die hier mit 
der Erdaxe zusammenfällt und der 
Richtung der Figurenaxe OF folgt 
die Richtung der Impulsaxe Otf, 
indem man an die Spur des Tragheitsellipsoides in der Ebene HOF 
die Tai^ente im Schnittpunkte mit OB. legt und auf diese das Lot 
von fällt. 
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Bei der nun folgenden Bewegung besclireibt die Figurenaxe im 
Räume einen Präeessionskegel um die Impulsaxe Yon dem soeben be- 
stimmten Öfihungawinkel ß. Dagegen beschreibt eine mit der Erde 
fest TCrbundene ¥0n auslaufende Richtung vermöge der Erdrotation 
einen Kegel nm die Rotationsaxe der Erde. Aus der Verschiedenheit 
der Kegel ergiebt sich, dafs auch der nicht eigens angedrehte Kreisel, 
von der Erde ans beurteilt, Bewegungen ausführen würde und also (bei 
gänzlich ausgeschalteter Reibung) im Sinne Foucaults als Gyroskop 
funktionieren würde. 

Natürlich ist aber auch die Voraussetzung, dafs sich der Kreisel 
im Anfangs zustande genau in relativer Ruhe gegen die Erde befanden 
habe, unzulässig. Selbst bei sorgfältigstem Experimentiei'en wird die 
Kreiselaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgeschwindigkeit haben, 
die mit Rüeksicbt auf die Geringfügigkeit der Erdrotation möglicher 
Weise gröfser sein kann wie die der letzteren entprecbende Ge- 
schwindigkeit. Der anfängliche Impulavector, der sich aus dieser Ge- 
schwindigkeit zusammen mit der Winkelgeschwiadigkeit der Erdrotation 
bestimmt, kami dann jede beliebige Lage und der Präeessionskegel, 
deia die Figurenaxe um diesen Impulavektor besehreibt, jede beliebige 
Winkelöffnung haben. Wenn z. B. durch den anfänglichen Anstofs die 
Komponente der Erdrotation nach der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgehoben, die Eigenrotation des Kreisels mithin zufällig Null wird, 
so würde der Impuls vektor in eine äquatoriale Axe fallen*, der 
Präeessionskegel würde dann in die zu dieser Axe normale Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nach der 
Äquatorebene des Kreisels durch den anfänghohen Anstofs zufällig auf- 
gehoben wird, so würde der Präeessionskegel unendlich schmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen; diese selbst würde dann im 
Räume absolut stillstehen. Mit Rücksicht auf derartige unkontrollier- 
bare geringfügige Anfangsimpulse würde also die weitere Bewegung 
des Kreisels völlig unsicher werden. 

Und nun ist die Scidie die, dafs moM dieser Unsicherheit eiügeht, 
wmn m<m dem Geisel eine gegen die Erdrotation grofse Eigenrotabion 
evt^lt. Hierzu würde z. B. schon eine Geschwindigkeit von einer Um- 
drehung pro Sekunde genügen, da dieselbe 24 ■ 60 ■ 60 mal grÖfser als 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung ist. Etwa mit dieser Um- 
drehungsg^chwind^keit hat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sich aus diesem absichtlichen Eigen- 



*) Vgl. hieran Inatraotiona aur les exp^riences du gjroscope; in dem Buche: 
ßecueil dee travaus seien tificiu es de L, Foucault, Paris 1878, p. 417. 
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Impuls, dem sonstigen unvermeidliehen Änfangaimpnls und dem Im- 
puls der Erdrotation zusammensetzt, wird alsdann fast genau die Rich- 
tung der Figurenaxe haben. Gleichzeitig wird der Präeessionskegel 
so sehmal, dafs wir mit einer für alle Versuche hinreichenden Ge- 
nauigkeit von einer absoluten Ruhe der Figurenaxe im Räume sprechen 
können. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also in 
ereter Linie, von dm urikon^rollierba/ren Anfa/ngsimpdsen heim Ingang- 
setzen des Kreisels frei m, werden, wodurch überhaupt erst eine be- 
stimmbare und wohldefinierte Bewegung des Kreisels ermöglicht wird, 
in zweiter Linie, dm. Präcessionskegel Mrirdchend eng sm machen, wo- 
durch diese Bewegung so einfach wie möglich wird, wobei sie nämlich 
merklich in die einfache Rotation um die im Raum feste Figurenaxe 
übergeht. Ist il die Eigenrotation des Kreisels und wie früher ra die 
Geschwindigkeit der Erdumdrehung, k der anfängliche Winkel der 
Figurenaxe gegen die Drebaxe der Erde, femer cOf, die durch unab- 
sichthehe Anstöise dem Schwnngringe erteilte anfängliche Dreh- 
gescLwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winkel, den die Figuren- 
axe mit der Axe von o^ bildet, so bestimmt sich die Öffnung ß des 
Pracessionskegels ähnlich wie in Formel (1) zu: 

p) %i'-4-i^ i:.t+:.t; - 

Wenn Sl grofs gegen to und ra„, so hat man merklich /? = 0. Nehmen 
wir, wie es oben geschah, an, dafs (Wq und o etwa von gleicher Grölsen- 
ordnung sind, so können wir kurz sagen, dafs die Öffnung des Kegels von 
der Gröfsenordnung ra/n wird und dafs die Richtung der Figurenaxe 
dann und nur dann als unveränderlich anzusehen ist, wenn man Grofsen 
von der Ordnung e>/Q vernachlässigt. 

Somit ist die Foueaultsche Angabe von der im Raum festen 
Schwungringaxe unter den bisherigen Vernachlässigungen als hin- 
reichend genau bestätigt und gleichzeitig die eigentliche Rolle, die der 
Eigenrotation hierbei zufällt, deutUcher als bei Foucault hervor- 
gekehrt. 

Zunächst soll nun der Einflufs des Massensystems der AufJuingeringe 
studiert bez. nachgewiesen werden, dafs sie ohne merklichen Einflufs auf 
die Lage des Schwungringes sind. Solange wir sie als masselos voraus- 
setzten, stand die Axe des Schwungringes bei hinreichender Eigem'otation 
desselben merklich im Räume stüle. Dementsprechend wird unter dieser 
Voraussetzung ein Durchmesser D des inneren Ringes, i^mlich der mit 
der Schwungringaxe zusammenfallende, im Räume festgehalten. Andrer- 
seits wird ein Durchmesser D' des aufseren Ringes, nämlich der in 
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die Lotlinie des Beobaclifcimgaortes fallende, dnrcli seine Verbindung 
mit der rotierenden Erde in ganz bestimmter Weise geführt. Es ist 
aber klar, dafs die Bewegung des Syatenis unserer beiden Ringe durch 
Angabe der Bewegung zweier Durchmesser D und D' vollständig fest- 
gel^ ist: Wenn der Durchmesser D wirklich im Räume genau still- 
steht und der Durchmeaaer D' genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
macht, so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurch zwanglÖMßg 
gemacht. Ihre Drehgeschwindigkeit wird hierbei ersichtlich von der 
Gröfsmor^vmg der Geschwindigkeit der Erd/rotaiian. Des Näheren sahen 
wir bereits p^. 732, dafs, solange die Sehwungringaxe relativ zur Erde 
wenig von ihrer horizontalen Anfangslage abweicht, die Winke^eschwin- 
_ digkeit des äulseren Ringes gleich <o sin <p sein würde; die des inneren 
Ringes wird, wie gleichfalls aus der angezogenen früheren Überlegung 
folgt, gleich o cos 9 sin l, wo l das Azimuth der Kreiselaxe gegen 
den Meridian des Beobachtungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Sehwungringaxe ihre Stellung im Raum behauptet und sich dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobachtungsortes entfernt, 
ändern sich diese Werte der Geschwindigkeiten stetig, bleiben aber 
dauernd von der Grofsenordnung ra. 

Jetzt stellen wir uns vor, dafs die beschriebene Bewegung der 
Biuge auch bei nicht verschwindender Masse dei-selben zwangläufig auf- 
recht erhalten werde. Hierzu ist erforderlich, dafs den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse A^to cos q> sin X, A^<o sin g) erteilt werden, 
wo A^ und A^ die Trägheitsmomente des inneren und änfseren Ringes 
um einen ihrer Durchmesser bedeuten, imd dafs diese Impulse in der 
Weise abgeändert werden, wie es der Veränderlichkeit der Dreh- 
geschwindigkeiten entspricht. Sie bleiben dabei von der Grofsenordnung 
A^ix) und A^co. Setzen wir sie mit dem Impuls der Eigenrotation des 
Schwungrir^es zusammen, welcher im WesenÜicben CSl beträgt, so 
ergiebt sich eiu Gesamtvektor, der nach Richtung und Gröfse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Schwungringes ab- 
weicht. Der Richtuugsunterscbied sowie der verbältniamäfsige Gröfsen- 
unterschied beider Vektoren ist nämlich von der Grofsenordnung (o/Q, 
wenn wir das Verhältnis der Trägheitsmomente AJC und Ä^jG, indem 
wir ungünstig rechnen, der Grofsenordnung nach gleich 1 setzen. (Bei 
der wirklichen Ausführung des Foucaultschen Gyroskops sind diese 
letzteren VerMltnisse sogar wesentlich kleiner als 1.) 

Wir können hiemach sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
Eufigen Bewegung der Ringmassen, wie sie sich bei Festhaltung der 
Sehwungringaxe ei^eben würde, gehört ein Gesamtimpuls, der nach 
Richtung und Gröfse als konstant angesehen werden darf, sofern wir 
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Richtungs- und Grö&enänderungen von der Ordnung ra/ß vemacL.- 
lässigen. Er bleibt also in demselben Sinne und mit demeelben Ge- 
nauigkeitsgrade konstant, wie die Figurenaxe bei Absehung von den 
Ringmassen ihre Lage im Baume beibelmlt. In der That war auch 
die Unveränderlichkeit der Scbwungringaxe nur eine angenäberte, wie 
im Anseblufs an Gl. (2) hervorgeboben wurde, un,d nur eine bei Ver- 
nachlässigung des Gröfsenverhältnisses o/Q zutreffende. 

Wir schliefeen hieraus, indem wir nunmehr von der bisher be- 
trachteten erzwungenen zu der freien Bewegung des Massensystems : 
Sehwungring, innerer und äufserer Ring, übergehen, dafs diese Be- 
wegung bei gleicher Wahl des Änfangszostandes mit jener identisch 
ausfällt, sofern wir nur Unterschiede von der Grofse to/Q vernachlässigen. 
Denn für die freie Bewegung ist zu fordern, dafs bei dieser der Geaamt- 
impuls des Massensystems nach Richtung und Gröfse im Raum konstant 
bleibe. Dieser Forderung genügt innerhalb der Genauigkeitsgrenze 
o/ß die bisher betrachtete erzwungene Bewegung. Daher stimmt die- 
selbe innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der natürlichen Be- 
wegung des Mafsenaystems überein. 

Mit anderen Worten: Der Mnfhifs der Massen des Cardanischm 
Gehänges auf die BetvegvMg des Foucaidtschen Qyroslwpes von drei Frei- 
heiisgradea ist nw von der GrößeKOrdmmg oj/Q imd läfst sieh in der 
Sedbadilmig auf Iceine Weise nach/weisen. Er darf nicht nur, sondern 
er mufs konsequenter Weise vernachlässigt werden, wenn anders man 
überhaupt mit Poucault von der Unveränderlichkeit der Scbwungring- 
axe sprechen will. — 

Um Mifs Verständnissen entgegenzutreten, wollen wir noch ausdrück- 
lieh hervorheben, dafs die bei der Foucaultacben Beobachtnngsmethode zu 
messende Winkeländerung des äufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die HorizontaJkompouente der relativen Bewegung der Schwnn^ingaxe) 
nicht ihrerseits von der hier vernachlässigten Gröfsenordnung ist. Jene 
Winke^nderung betrug nämlich wsinyAi. Ihr Verhältnis gegen 
GrÖfsen von der Ordnung ra/Q ist ßsin9DAi. Hier bedeutet Q A( 
den Drehungswinkel des Schwungringes während der Beobachtungezeit, 
also bei einigermafsen sclineller Rotation und einer beispielsweisen Be- 
. obachtungszeit von 8 Minuten, ein aufserordenÜich grofses Vielfaches von 
23r, Wir erkennen hieraus, dafs der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopischen Effektes durch Vemachlässigui^en von der Ordnung mjQ 
in keiner Weise getrübt wird. — 

. Von ungleich grofserem Einflufs wie die Massen der AufhUnge- 
ringe dürfte die Beihung sein. Wir denken dabei teüs an die Reibung 
in der Führungsaxe des äufseren Ringes, teüs an diejenigen Wider- 
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stände, die sich zwischen den Sclineiden des inneren Ringes und ihren 
Auflagerflächen am iiufseren Ringe entwickeln. Die Untersuchung dieser 
Fehlerquellen, zu denen sich noch Luftwiderstand, Luftstromungeiij Er- 
wärmung des Materials etc. gesellen, wäre für das wirtliche Ver- 
ständnis der Foucaultschen Versuche jedenfalls wichtiger als die pag. 736 
erwähnten unnötig allgemeinen und mathematisch ausgesponnenen Be- 
trachtungen über Belativhewegungen. 

Den Einflufa der Lagerreibungen können wir uns in vergrßfsertem 
und vergröbertem Mafsstabe durch ein einfaches Experiment klar 
machen. Wir nehmen einen Kreisel im Cardanischen Gehänge, dessen 
Schwerpunkt im Mittelpunkt des Gehänges liegt (Fig. 2). Den Schwung- 
ring versetzen wir in starke Rotation und stellen seine Axe anfangs 
horiaontaL Darauf drehen wir das Gestell langsam um die Vertikale. 
Liegen die Verbältnisse günstig, d. h. ist die Reibung in den Lagern 
gering, die Eigenrotation stark und die Drehung des Gestelles langsam, 
so behält die Schwungringaxe zunächst ihre ursprfingbche Li^e schein- 
bar bei und halt dadurch auch die Ebene des aufseren Ringes im 
Räume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eine Folge ungenauer Beob- 
achtung. Bei länger anhaltender Drehung des Gestelles oder bei ab- 
sichtlich vermehrter Lj^erreibung sehen wir, dafs sich die Axe d^ 
Schwungringes langsam hebt und dabei den inneren Ring schief stellt, 
während der äufsere scheinbar fortfährt, seine ursprüngliche Lage im 
Wesentlichen beizubehalten. Drehen wir andrerseits das Gestell um die 
horizontale Axe des inneren Ringes, so bemerken wir ebenfalls zu- 
nächst ein scheinbares Stehenbleiben der Schwungringaxe, wodurch der 
innere Ring in seiner ursprünglichen Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei länger anhaltender Drehung oder bei vermehrter Reibung sehen 
wir aber, dafs die Axe des Schwungringes seitlich in der Horizontal- 
ebene ausweicht, wobei sie die Ebene des aufseren Ringes um deren 
Axe verdreht. 

Der Grund dieser Bewegungen Hegt offenbar in der Reibung. 
Drehen wir das GesteU um die Vertikale, so bewegen sich die Lt^er 
des aufseren Ringes relativ gegen dessen Zapfen, welche durch den 
Scbwungring annähernd festgehalten werden, und es entsteht ein Rei- 
bungsmoment um die Drehaxe des aufseren Ringes; dieses setzt, wie 
wir bei dem "Versuch sehen, in erster Linie nicht den aufseren, son- 
dern den inneren Ring in Bewegung. Drehen wir aber das Gestell 
um die vorher genannte horizontale Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenhange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des inneren Ringes auf; dasselbe versetzt 
nicht den inneren, sondern vornehmHch den äufsere Ring in Bewegung, 
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Die Erilämng dieser abermals paradoxen Erscheinungen läTst siet 
wenigstens qualitaÜT aus der Tlieorie des scliweren Kreisels entnehmen. 
Unser im Schwerpunkte unterstützter Schwungring verhält sich unter 
dem Einflufs eines ßeibungsmomeutes um die Drehaxe des inneren 
Ringes mutatis niutandia wie ein schwerer Kreisel. Denn Aas genannte 
Reibuugsmoment hat, gerade so wie die Schwere beim Nicht-Zusammen- 
fallen von Schwerpunkt und Stützpunkt, die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Gerade (,^iiotenlinie") zur Äxe. Die Folge ist eine pseudo- 
r^uläre Präcessiou des Schwungringes, bei welcher die Figurenaxe des 
Schwungringes in der Horizontalebene ausweicht. Die Ebene des inneren 
Ringes bleibt dabei im Mittel horizontal, die des äufseren Einges wird 
verdreht. Die Überlegung läXst sich entsprechender Weise auch auf die 
zuerst betrachtete Drehimg um die vertikale Drehaxe des äufseren 
Ringes übertragen und ei^ebt dabei eine Pracession des Sehwungringes 
in einer Vertikalebene, also eine Verdrehung des inneren Ringes. Übrigens 
kommen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Geradlaufapparat des Torpedos zurück, woselbst wir eine eingehendere 
Theorie der fragUchen Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaultsehen Versuch übertragen sich diese Ergebnisse 
wie fo^: Was bei uns das Gestell des Kreisels, ist bei Foucault die 
Erde. Ihre Drehung findet um die Polaraxe statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d. h. die Drehaxe des äufseren 
Ringes, um die ursprünglich horizontale Drehaxe des ioneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Schwungringes. Die den beiden ersten 
Drehkomponenten entsprechenden Reibungswiderstände wirken in der 
Weise unseres Versuches auf den Schwungriag; die eine verdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Axe des Schwungringes in verti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den äufseren Ring und bewirkt 
eine Horizontalablenkung der Schwungriugaxe. Beide Umstände stören 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Raum feste Schwungriug- 
axe nach Foucault relativ zur Erde beschreiben soll. Die dritte nach 
der Figurenaxe genommene Komponente der Erddrehung kommt nicht 
weiter in Betracht; das entsprechende Reibungsmoment addiert sich 
zu der von der Eigenrotation herrührenden Reibung der Schwung- 
riugaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu vernachlässigen. 

jE^ sind mithin hei dem FoucwiMschen Versuch verschiedene Bäbungs- 
einßüsse ihöMg, welche d/k absolute Muhe der Schiowigringaxe stören. 

Es entsteht nun die Fr^e, wie man über diese Reibungseinflüsse 
Herr werden kann. Das Mittel hierzu liefert abermals eine hinreichend 
JtßheEigemratation des Schwungringes. (Foucault selbst läfet uns Über die 
ßolle die der Eigenrotation bei seinen Versuchen zufällt, wie schon oben 
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erwähnt, einigermafsen im UnMaren.) Mit Rücksicht auf die Anfanga- 
bewegung der Sehwungringaxe sahen wir, dafo die Eigenrotation die 
Aufgabe hat, den von dieser Axe im Allgemeinen beaehriebenen Prär 
cessionslcegel hinreichend enge mi machen. Mit Rücksicht auf die Reibung 
dagegen müssen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zu den 
verschiedenen Reibungseinflüssen gehörigen Fräccssionsgeschwindigkeiten 
möglichst langsam 0u machen. Es handelt sich dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Präoessionsbeweguiigen wie früher. Bei der 
durch die Reibung bewirkten Präcessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogie mit dem schweren Kreisel sehlosaeu, beschreibt die Axe 
des Schwungringes einen in eine Ebene ausgearteten Kegel {oder 
Fächer) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Vertikalebene, 
je nachdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des äufseren Ringes betrachten. (In 
Wirklichkeit werden sich natürlich beide Bewegungen überlagern und 
es werden auch noch minimale Schwankungen hinzutreten, die in der 
früher betrachteten PrUcessionsbewegung ihren Grund haben.) Da die 
Präcessionsgesch windigkeit des schweren Kreisels gleich P/N war, wo 
P das Moment der Schwere und N den E^nimpuls des Kreisels 
bedeutet, [vgl. z. B. p. 30Ö Gl. (13)], so wird die Geschwindigkeit der 
durch die Lagerreibung bewirkten Piäcession analog gleich M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmoment, N wiederum den 
Bigenimpuls bedeutet. Durch Vergröfserung von N baon man jeden- 
falls diese Präcessionsgesehwindigkeit , so klein machen, dafs während 
einiger Minuten Beobachtungezeit die Kreiselaxe überhaupt noch nicht 
merklich aus ihrer Anfangslage im Raum abgewichen ist, Jedenfells 
sehen wir, dafs, wenn es überhaupt erlaubt ist, von der Reibung abzu- 
sehen, dies nur für einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
hinreichend grofsen Eigenimpulse gestattet ist. Wennschon der Eigen- 
impids die Wvrhmg der Beibungsmom^nie nickt arnfh^m kann, so hamn 
er doch ev. das Zeitmaß dieser Wirkmig so redtieieren, dafs dieselbe fiiir 
eins nicht m la/nge Sedbachtmigsseit imwesentlidt wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls wählen mufs, um dieses zu 
erreichen, läfst sich theoretisch nicht bestimmen, da es hierbei auf die 
Gröfse der Reibungsmomente M, also auf die Konstruktion der Lager 
imd Schneiden ankommt. Hier hätte die genaue experimentelle Unter- 
suchung der Fehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
scheint. Das experimentelle Genie von Foucault bürgt uns dafür, dafs 
die Reibuugswirkungen M bei seinem Apparat sehr klein waren; wie 
klein sie aber waren, darüber gewinnen wir aus seinen Mitteilungen 
kein Urteil 
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Eine andere Schwierigkeit des ersten Foueaaltsclien Versuehes, 
nämlich die Notwend^keit einer sehr genauen Zentrierung des Schwung- 
ringes*), wird durch eine glückliche Modifikation des Gyrostopa, das 
sog. Stwogyroskop, umgangen, von dem unten die Rede sein wird. 

Wir gehen zunächst zu dem aweiten Foucaultschen Versuch 
(Kreisel von zwei Freiheitegraden) über und haben hier die beiden inte- 
ressanten Sätze zu beweisen, daTs a) ein in der Horizontalebene beweglicher 
Schwungring wie eine Deklinationsnadel, b) ein in der Meridianebene 
beweglicher mutatis mutandis wie einö Inklinationsnadel sich verhät. 

Der Beweis beider Sätze ist unmittelbar einleuchtend, wenn wir 
uns auf den früher entwickelten Begriff des De viations Widerstandes 
stützen (vgl. Kap. III § 6); umständliche analytische Entwickelungen, 
wie sie für diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, seheinen hier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle, Die folgenden einfachen 
Betrachtungen stimmen im Resultat mit den Gilbertaehen Bntwicke- 
lungen Ühereiu. 

a) Srehaxe des äwfseren Ringes m die LoUinie gestdU, imierer Ring 
imter einem reditem TTimiW gegen äen äufseren festgeJdmnmt, Schwung- 
ringaxe die Horigontalebene hestreichmd. Wir zerlegen die Erdrotation 
m in zwei Komponenten nach der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obachtungsortes. Die erste Komponente beträgt o sin <p, wenn fp die 
geographische Breite ist. Dieselbe beeinflufst hei hinreichend ge- 
ringer Reibung in den Zapfen des äufseren Ringes die absolute Lage 
des Schwungringes nicht; der Schwungring macht diese Drehung ein- 
fach nicht mit, wobei er natürlich auch den inneren und äufseren Ring 
verhindert, dieser Drehui^ zu folgen, und verhält sich hinsichtlich 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel von drei Freiheitsgraden 
hinsichtlich der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
aaosq). Denken wir uns die Lage des Schwungringes in der Hori- 
zontalebene für einen Augenblick fixiert, so würde diese Komponente 
die Axe des Schwungringes auf einem Kreiskegel um den Meridian 
herumführen und der Kreisel eine reguläre Präcession beschreiben. 
Vermöge seiner Trägheit widerstrebt er dieser Führung mit einem 
Momente, dessen Axe gleichzeitig auf der Figurenaxe und der Axe des 
Pracessionskegels senkrecht steht, in unserem Falle also in die Lotlinie 
fällt. Die Gröfee des Momentes beträgt nach p. 175 Gl. (1), wenn wir 
für die dort mit v bezeichnete Pnicessionsgeschwindigkeit den Wert 

*) Vgl, die oben dt. Instruutione sur Ics EipeiienceB du gyroacope. 
**) Vgl, g XV and XVI der p, 730 citiorten Arbeit: Miämoire Bur l'applica- 
tion etc. 
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m cos fp eintragen und deu EigenimpulB iV des Schwungringes*} in 

die Formel einführen: 

(3) K= — m cos q} siad' {N— Äcj cos ip cos #); 

& meint hierbei den Winlcel zwischen der Figurenaxe des Kreisels und 
der Äse des Präzessionstegels, d. h. in unserem Falle den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Meridian. Zur Fixierung des Vorzeichens 
werde festgesetzt, dafs wir d- Ton der nördlichen Seite des Meridians 
aus zählen wollen und dafs wir diejenige Seite der Schwungringaxe als 
(positive) Figurenaxe rechnen, nm welche die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindun^linie 
Brdmittelpunkt — Nordpol, dafs wir also mit Benutzung der pag. 734 
eingeführten Ausdmcksweise die Figurenaxe vom Mittelpunkte des 
Schwungrii^es na«h dem „Nordpol" desselben gezogen denken. Das 
Produkt (oN in Gl. (3) ist auf Gbnmd dieser Festsetzungen eine posUive 
Gröfse. 

Übrigens ist in (3) das zweite Glied der Klammer gegen das erste 
unbedingt zu streichen. Jenes Glied verhält sich nämlich zu diesem 
der GrölseHordnmig nach wie Ata zm N oder (unter Absehuug von der 
Vei^chiedenheit des äquatorialen und polaren Trägheitsmomentes) wie 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung zur Winkelgeschwindigkeit des 
Schwungringes oder wie die Dauer einer Schwungringumdrehtmg zur 
Länge des Tages. Wir schreiben daher statt (3) kürzer: 
(3') K=-Ne,m8q>Bm&. 

Soll nun die vorausgesetzte Präcessionsbewegung de« Schwung- 
ringes unter der unveränderlichen Neigung -& gegen den Meridian auf- 
recht erhalten werden, so müfste ein Moment — K um die Lotlinie 
auBgeöbt werden, welches den Trägheits wider stand K überwindet. Ge- 
schieht dieses nicht, so bewegt sich der Schwungring so, als ob ein 
Moment -(- K um die Lotlinie wirkt, welches den Winkel & verändert. 
Die Lotlinie ist für den Schwnngring eine äquatoriale Hauptaxe, des- 
gleichen für den äufseren Ring, für den inneren Ring dj^egen die 
Figurenaxe desselben. Nennen wir Ä^, C^, J^, C^ die bez. äquato- 
rialen und polaren Hauptträgheitsmomente des inneren und äufseren 
Ringes, so wird für die Drehung um die Lotlinie die Summe der in 



*) Der Eigenimpnls JV drückt sicli (vgl. z. B. p. 222 oben) durch die Bulerschen 
Winkel fp, Ip, S" folgendermafaen ans; W = 0(<p' -]- coa S'ip'); die Winkelgeschwin- 
digkeiten <p' und i/i' sind aber in Gl, (1} von p. 175 mit (i und v bezeichnet, Ee 
wird daher a,uch; N = C((t -j- cob & • v). Selbstverständlich hat der Bulersche 
Winket ip nichts mit der im Test benutzten geographischen Breite qi zn thun. 
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Frf^e kommeniäen Trägheitemomente von Sehwnngring, ianerem und 
äufserem Ring A+ Cj^ + A^. Die Bewegungsgleichung wird mithin: 

(4) {A+C, + Ä^)9" = K Jv^o cos <p sin #. 

Dafe gleiclizeitig der Eigenimpnis des Schwungringes durch die Erd- 
drehung nicht geändert wird, ist selbstverständlich, weil die Axe von 
K auf der Figurenaxe senkrecht steht. N ist daher in der vorigen 
Gleichung eine Konstante, in welchem Umetande wir diejenige zweite 
Gleichung erhlieken können, die zur vollständigen Beschreibung der 
Bewegung unseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden neben (4) erfor- 
derlich ist. 

■ Gl. (4) zeigt nun unmittelbar Folgendes: Im Gleichgewicht befmdei 
sich die Schtmmgringaxe mir dann, wenn dieselbe die Richfymg des Meri- 
dianes hat. Denn wir haben &" = nur dann, wenn entweder * = 
oder * = it ist. Von den beiden Gleichgewichtslagen & = und * — jt 
ist die ersten eine stabile, die letdere eine labile. Denn vermöge des 
Vorzeichens der rechten Seite von (4) wird bei einer Störung der 
Gleichgewichtslage # = die Schwungringaxe durch die auftretende 
WintelbeschleuniguDg nach dieser Li^e zurückgeführt, d^egen hei 
einer Störung der Gleichgewichtslage # = Jt von dieser entfernt. In 
de»' stabilen Gleichgewichtslage heßndet sich die MgenrotaHon des Schwung- 
ri^es mit der meridionalen Komponente der ErdrotaHon im gleichsinnigen 
PäraMeUsmm. Denn wir wollten, um das Vorzeichen von laN positiv 
zu machen, den Winkel ^ zwischen Meridian und Pigurenaxe so be- 
stimmen, dafs die Eigenrotafcion um die Figurenaxe in demselben Sinne 
erfolgt, wie die Erddrebung um die Erdase oder wie die meridionale 
Komponente derselben um die nördliche Hälfte des Meridians, von der 
aus wir den Winkel & zählen. Die mn Fomaidt hervorgehobene Ten- 
dern mm gleichsimtigen Faralldismus der Drchaxen zeigt si^ in dem 
Auftreten der nach der stabilen Gleichgemchtslage hin gerichteien Be- 
scUetmigung der Schimmgringaxe. 

Am einfachsten und vollständigsten läfst sieh die in Rede stehende 
Bewegung beschreiben, wenn wir sie mit der Bewegung eines mathe- 
matischen Pendels vergleichen. In der That ist (4) nichts anderes, 
als die gewöhnliche Differentialgleichui^ der Pendelbewegung. Die 
letztere können wir, wenn wir unter l die Länge des Pendels und 
unter &■ denjenigen Winkel verstehen, den l mit der stabilen Gleich- 
gewichtslage, d.h. mit der Schwererichtui^ jeweils einschliefst, schreiben: 

(40 &" ^sin#. 

Um die Gl. (4) imd (4') iu einander fiberzuführen, ist es nur nötig, 
J so zu wählen, dafs 
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V / Na cos ^ 

Diese Formel gieht, die Länge des korresponäi&rmden maüimiaiischen 
Pendels cm, dessen Bewegung hei gleichen Atifangswerten von & wnd &■' 
mit der Bewegung v/nseres Schwungringes gencm idenüsdi ist. Länge 
und Schwingungsdauer des Pendels wird um so kleiner, je gröfser N 
ist; dementspreclieiid nimmt die Richtkraft der Erddrehung auf unseren 
Schwungring mit der Gröfse des Eigenimpulses N zu. 

Auch der Vergleich mit der Deklinationsnadel läfst sich jetzt aufs 
einfachste durchführen. Da nämlich die Bewegungsgleichung einer 
solchen lautet JQ'" = — MHsm9, wo J das Trägheitsmoment der 
Nadel, M das magnetische Moment derselben und H die Horizontal- 
intensität des Erdmagnetismus bedeutet, so wird die Länge des dieser 
Magnetnadel korrespondierenden mathematischen Pendels 

Indem man die in (5) und (5') angegebenen Pendellängen gleichsetzt, 
erkennt man, wie sich die von Foucault ausgespro ebene Zuordnung 
des rotierenden Schwungringes mit der Magnetnadel auch quantitativ 
durchführen läfst. Stellt man sich a. B. vor, dafs das Trägheitsmoment 
J der Nadel mit dem für die Bewegung des Schwungringes in Betracht 
kommenden gesamten Trägheitsmoment A -l- Cj + A^ der Kreiselvor- 
richtung übereinstimmt, so hätte man den Eigenimpuls des Schwimg- 
ringes einfach so zu wählen, dafs Net cos y = MH ist; alsdami wird 
die Bewegung imseres Sckwwngringes vom Eigenimpuls N bei gleichen 
Anfangswerten von & mtd &■' ei/n kongruentes Abbild der Bewegung einer 
Magnetnadel vom magneUschen Momente M. 

b) Drehaxe des äußeren Minges ser^echt gegen die Meridian^ene 
gerichtet, innrer Smg senkrecht gegen den äufseren festgesteMt, Schwung- 
ringaxe in der Meridia^^)ene beweglich. 

Von einer Zerlegui^ der Erdrotation in Komponenten haben wir 
hier abzusehen, weil die Gesaratrotation et die Lage des Sehwungringes 
in der Meridianebene beeinflufst. Denken wir uns den Winkel •9' zwischen 
der Axe des Schwungringes und der Axe der Erdrotation für einen 
Augenblick festgehalten, so würde der Schwungring eine reguläre Prä- 
cession um die Erdase beschreiben. Dem widerstrebt er vermöge 
seiner Trägheit mit einem Momente K, dessen Axe gleichzeitig auf 
der Axe des Schwungringes und der der Erdrotation senkrecht steht, 
also in die Normale zur Meridianebene, d, h. in die Drehaxe des äufseren 
Ringes fällt. Die GrÖfee des Momentes betrat nach p. 175 Gl. (1), 
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wenn wir nunmelir a statt v und N statt C((i -{- v cos &) ein- 
tragen, 

(6) K= — m sin »(N—Am cos &). 

!E]benao wie unter a) haben wir das zweite Glied der Klammer gegen 
das erste zn yemach lässigen, so dafs einfacher wird: 

(6') K=-NioBm». 

Setzen wir ähnlich wie unter a) fest, dafs wir die Figurenase yom 
Mittelpunkte des Schwungringes nach derjenigen Seite hin ziehen, yon 
der aus gesehen die Rotation des Sohwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation um den Nordpol, und messen wir den 
Winkel & von der nördlichen Hälfte der Erdase nach der so definiei-ten 
Figurenaxö hin, so wird das Produkt Ng> in der vorigen Gleichung 
positiv sein. 

SoU also der Sehwungring in der sieh drehenden Meridianebene 
seine Lage beibehalten, so ist dazu ein Moment — K um die Drehaxe 
des äulseren Ringes erforderlieh, welches die Tr^heitawirkung des 
Schwungringes überwindet. Wird ein solches Moment nicht ausgeübt, 
so mufs sich der Winkel ■9' zwischen Erdaxe und Pigurenaxe ändern, 
in solchem Mafse, das das Produkt aus dem Trägheitsmoment der be- 
wegten Teile und der Winkelbeschleunigung gleich K wird. Dies 
führt ebenso wie oben auf die Differentialgleichung: 

(7) (^ + Ol + Ä^)»" - JS:- - JVra sin &. 

Aus dieser Gleichung ei^eben sieh unmittelbar die fönenden 
Schlüsse: Der Sehwungring hefinddi sich innerhalb der Meriditmebene «mj- 
dorm im QleichgeieicM, wenn er die Bichtimg der Erdaxe hat, d. h. mm»- 
in den beiden Lagen # = und # — w. Die erstere Lage ist eine staMe 
die Idstere eme labile Gleiehgeimchtslage. Indem die durch (7) bestimmte 
Beschleunigung den Schimmgri/ng nadh der stabilen Gleichgemchtslage 
hinführt, ist sie besieht, die Drehaxe des Schwungringes mit rfer Dreh- 
axe (fer Erde m homologem Sinne parallel sw richten. 

Auch die jetzige Bewegung ist kongruent mit der Bewegung eines 
einfachen Pendels. Die k&rresponäictrende Pendellimge beträgt nunmehr 

lii\ 1 9(^ + 0.+^) 
(«) i- ^^ -■ 

Andrerseits läfst sich auch die Bewegung der Inklinationsnadel mit der 
Pendelbewegung identifizieren. Bedeutet J imd M Trägheitsmoment 
und magnetisches Moment der Nadel, T die Totalintensität des Erd- 
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m^netismuB, so wird die Länge des dieser Inklinationsuadel ent- 
spreehenden Pendels: 

Aus dem Vergleich von (8) und {8") erJeenni mmi, wie sieh das Ver- 
hfdten v/nserer in der Meridiamebene beweglichen Schwwtgringaxe dem 
Verhalt der Magnetnadel im hütUnatimiskoTtvpafs guantUaUv zu- 
ordnen läfst, wobei indessen der pag. 735 hervorgehobene Unterschied 
beider Bewegungen im Av^e zu behalten ist. 

c) Die vorangehenden Resultate lassen eich leicht zusammenfassen 
und veraügemeinem, wenn man annimmt, dafs die Axe des Scbwung- 
ringes in einer gegen die Erde idiebig gelegenen Ebene E beweglieh sei. 
Man kann, um dieses zu erreichen, die Ebene des inneren Ringes wie- 
der senkrecht gegen die des äulseren, feststellen und bat dann nur die 
Drehaxe des äufseren Ringes relativ gegen die Erde so zu lagern, dafs 
dieselbe senkrecht auf der Ebene E steht. Bedeutet X den Winkel 
zwischen der Äse der Erdrotation und der Ebene E, so kommt als 
wirksame Komponente der Erdrotation to cos i in Betracht und es 
ergiebt sich als Länge des korrespondierenden einfechen Pendels: 

Diese Formel geht in den Fällen a) und b), wo im Besonderen 
X = tp bez. A = wird, in die Gl. (5) und (8) über; sie röhrt von 
ailbert her*). 

Noch mögen zwei Bemerkungen hinzugefügt werden über den 
Eiuüufs der Reibung und der Massen des Äufhängesystems; diese 
Bemerkungen sollen sich gleichmäfsig auf die PäUe a) und b), sowie 
auf den verallgemeinerten Fall c) beziehen. 

Die Reibung in den Lagern des äufseren Ringes wird sieh natür- 
lich auch bei dem Gyroskop von zwei Freibeitsgraden bemerklich 
machen. Während die Sehwingungsamplitude der Schwungringaxe bei 
Vemach^ssigung der Reibung konstant bleiben miüste, wie die obige 
Betrachtung zeigt, wird sie durch die Reihung allmählieb gedämpft. 
Die Schwungringaxe wird sich also mit abnehmender Amplitude der 
Scbwingungen immer mehr der stabilen Gleichgewichtslage i^hern und 
eich sehliefslich in diese einstellen, wenn die Eigenrotation des Scbwimg- 

•) Gl. (130) in der früher cit, Arbeit: Memoire snr l'applicatiou etc. Wir 
Bind im Texte nur darin von Gilbert abgewichen, dafs wir beim Übergange von 
(8) zu (3') und von (6) zu (6') ein Glied mit dem Faktor ra' unterdrückt haben, 
welches mit Rückeickt auf den Genauigkeitsgrad dea ganaen theoretischen An- 
satzes keine Bedeutung hat. 
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ringes hinreichend lange anhält. Hinsichtlich der quantitativen Ver- 
hältnisse dürfen wir uaa dabei einfach auf die Analogie mit dem ein- 
fachen Pendel oder mit der Magnetnadel herofen. Bei ähnlicher Kon- 
straktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stehenden 
Versuchen eine ähnliche seiu, wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Schwingungen einer Magnetnadel, die ihrerseits natürlich stets ge- 
dämpfte Schwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des äuTseren und inneren Ringes betrifft; 
so könnte es auffallen, dafs wir dieselbe in unseren letzten Formeln 
zum Ausdrnck gebracht haben, während wir bei der Besprechung des 
ersten Foncaultsehen Versuches sagten, dafs sie zu vemachlässigen 
sei. Dies erklärt sich daraus, dafs im ersten Foucaultschen Versuche 
(bei Vernachlässigung der Reibung) die Sebwungringaxe im Räume merk- 
lich feststeht und die Ringmassen nur Drehgeschwindigkeiten TOn der 
Ordnung der Erdrotation ausführen, dafs dagegen im zweiten Fou- 
caultschen Versuch die Schwungringaxe wirkliche Beschleunigungen 
erfährt, an denen die zu einem Ganzen verbundenen Mafsen des äufseren 
und inneren Ringes teihiehnien. Während im ersten Foucaultschen 
Versuche der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobachtende Gröfse 
der relativen Bewegung des Schwungringes verschwindend klein war 
(von der Ordnung a/Q vgL p. 742), wird er im zweiten Foucaultschen 
Versuch von derselben GrÖfsenordnung wie die zu beobachtenden Be- 
wegungen der Schwungringaxe selbst, so dafs sich z. B. in der Formel 
(9) das Trägheitsmoment der Ringe (7j, A^ zu dem des Schwungringes 
A direkt hinzuaddiert. — 

Es bleibt uns scbliefslich noch übrig, von einer zweekmäfsigen 
Abänderung des Foucaultschen Gyroskops, dem schon genannten Baro- 
gyroskop von Gilbert zu sprechen. Wie der Name besagt, kommt bei 
diesem Apparat aufser der Erdrotation auch die Schwere ins Spiel, 
Wir schildern die Hinrichtui^ desselben an Hand der Abbildung*) 111, 
indem wir den Vergleich mit dem Foucaulteehen Gfyroskop ziehen. 

In der Figur sieht man zunächst den Schwnngring D mit seiner 
Axe a, auf welcher sieh bei E ein Zahnrad zum Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlängerung der Axe nach unten hin ein Lauf- 
gewicht p. Als inneren Ring können wir hier den Rahmen G be- 
zeichnen, welcher bei A und A! auf Schneiden ruht. Den Bügel S 
können wir mit dem äufseren Ringe bei Foucault vergleichen. Er 
läfst sich in der Hülse H verdrehen und auf diese Weise in ein be- 



•) Dieselbe ist dem „Katalog mathem. Modelle, Apparate und Instjrumente", 
im Aoftrage der deutschen Mathem.- Vereinig, herausgegeben von W. Djok, 
Nachtrag p. 79 entnommen. 
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liebiges Azimuth einstellen; bei jedem einzelnen Versuche ist er aber 
fest, da die Reibung in der Hülse jede selbsttbätige Drehung des 
Bügels hindert. 

Man justiert den Apparat so, dafs die Ase A^ genau horizontal 
unter einem beliebigen Azimuth gegen den Meridian steht, und bringt 
zunächst durch zweekmäfsiges Verstellen der Schrauben v^ und der 
Zusatzmassen mm' den Schwerpunkt von Schwungring und Rahmen in 




die Verbindungslinie der Schneiden AA^, so dafs sich der I 
Teil des Apparates im neutralen Gleichgewicht befindet. Dann bringt 
man das Laufgewicht p auf die am unteren Ende des Rahmens be- 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralität des Gleichgewichts 
in eine (geringe) Stabilität. 

Nachdem der Sehwungrii^ einen grofsen Bigenimpuls JV" bekommen 
hat (bei Gilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dB& sieh seine Axe osciUatorisch von der Vertikalen entfernt und nachdem 
die OsciUationen abgestorben siad, unter einer gewissen Neigung, welche 
unter anderem von dem Azimuth der Aufstellung abhängt, verharrt 

Die Berechnung dieser Neigung und die Theorie des Versuches 
wird wieder äufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
wider Standes anknüpft. 
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QualitatiT können wir folgendermafeen sagen; Der in einer be- 
liebigen Vertikalebene bewegliche Scliwungring befindet sich unter ganz 
älmliehen Bedingungen wie der Scbwimgring im zweiten Foueaultschen 
Versuch (s. oben unter b) oder c)); um seine Lage innerhalb der Ver- 
tikalebene oder seine SteUung g^en die rotierende Erde festzuhalten, 
wäre die Überwindung des Momentes K erforderlich, welches die 
Verbindui^slinie der Schneiden AÄ' zur Äse hat. Da ein Gf^en- 
moment — K nicht auegeübt wird, bewegt sich der Sehwungring 
so, als ob ein Moment K um die genannte Äse auf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenaxe des Schwungringes der Drehase der 
Erde parallel zu stellen; es lenkt also die Schwungringaxe aus 
ihrer vertikalen Anfangslage nach derjenigen Richtung hin ah, in 
welche sich die Axe der Erdrotation auf die Bewegungsebene des 
Schwimgringes projiziert. Äufser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenaxe des Schwungringes 
nach der Vertikalen zurücklenkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Li^e zwischen der Vertilalen und der Projektion der Erdaxe geben, 
in welcher sieh beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und in 
welcher sich die Äxe des Schwungringes demnach in Ruhe befindet. 

Um die Überlegung nach der quantitativen Seite zu verroUstän- 
digen, ist es nur nötig, das Moment der Schwere M einerseits und das 
der Tnlgheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Gröfsen auszudrücken. 

Es sei m die Masse des Laufgewichtes p und Ö sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet % den Winkel, den die 
Figurenaxe des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, von der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiv gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mff um die Axe der Schneiden S sin )^ und daher 
das Moment der Schwere im ■Sinne des Winkels % 
(10) M= — mgä3mx- 

Bei der Bestimmung des Deviafcionawiderstandes K gehen wir wieder 
von der Gl. (1) p. 175 aus, führen darin den Eigenimpuls N des 
Schwungringes ein und setzen für v die Komponente der Erdrotation 
nach der Bewegui^sebene des Schwungringes v = <ocosA, wo X wie 
unter c) den Winkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noch ein Glied von der verhältnismäfsigen 
GrÖfaenordnung Aa/N wie oben streichen: 

K= ~ Nmcoa X sin 3-. 
.%■ mifst hierbei den Winkel zwischen der Projektion der Erdaxe auf 
die Bewegungaebene des Schwungringes und der Figurenaxe des letzteren, 
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von jener nach dieser liin positiv gerechnet. In dem gleichen Sinne 
wie d' wird das Moment K gereclinet. Führen wir noch den Winkel 
^ ein, den die Projektion der Erdaxe auf die Bewegunge ebene mit 
der Vertikalen bildet, ebenfalls von jener nach dieser hin positiv ge- 
rechnet, so haben wir 0- = /i + ^ und können schreiben: 
(11) ■ K= — Na> (cos X cos lamfi + sin % eos i cos n). 
Hier sind die Produkte cos X sin (^ und cos A cos (t durch Gröiäen aus- 
zudrücken, die der Messung direkter zugänglich sind als die Winkel 
X und [i. Wir wählen als solche die geographische 
Breite go des Beobachtungeortes und den Winkel a &^ 
(< 180"), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit /*/ \ \^/2-a> 
dem Meridian des Beobachtungsortes bildet. Auf der oA^^^^ \ 
um den Mittelpunkt des Schwungringes beschriebenen \ 1 ^^~"~"-\p 
Einheitstugel markieren wir uns (vgl. Fig. 112) ihren \ i X 

Schnittpunkt V mit der Vertikalen, ihren Schnitt- \ 1 X 
punkt P mit der Pai^allelen zur Erdaxe und endlich V/ 

den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 

Bewegungsebene des Schwungringea entspricht. Das ^'^' '^^' 

entstehende sphärische Dreieck PQV ist bei l^ rechtwinklig. Seine 
Hypotenuse betr^ jr/2 — ip, seine Katheten sind X und (t. Der 
Winkel bei V ist gleich a. Nach der Neperschen Begel gelten die 
beiden Gleichungen: 

sin OD = cos l cos u, 

^ ' cos « = tg 9) tg (t, 

aus welchen durch Multiplikation folgt 

(12') cos a cos g> = cos X sin ft. 

Setzen wir die in (12) und (12') bestimmten Werte von cos X cos (i 

und cos A sin fi in (11) ein, so ergiebt sich 

(13) K=-N(ö(smx sin <p + cos x cos 9= cos a). 

Wir können nun sowohl die Gleichgewichtelage wie das Be- 
wegungsgesetz der Schwungringaxe in einfachster Weise bestimmen. 

Im Gleichgewicht befindet sich die Äxe des Schwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufheben. Zur Bestimmung 
der Gleichgewichtslage dient daher die Gleichung M = K. Bezeichnen 
wir mit %^ denjenigen Wert von x, welcher der Gleichgewichtslage ent- 
spricht, so haben wir nach (10) und (13) zur Bestimmung von Zo ^^^ 
Gleichung: 

mgS sin Xü — ^»^ (sin ;i;o sin 9 + cos x» cos tp cos «) 
oder 

(14} tg Xn = — 7 ^^r^ — cos a . 

IS' 
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Allgemeiner finden wir die Bewegungsgl^ckwng der Seliwungringaxe, 
wenn wir das Produkt aus dem Trägheitsmoment der bewegten Teile 
in die BesclileTinigimg des Winkels & oder, was dasselbe bedeutet, des 
Winkels % gleich der Differenz der wirkenden Momente setzeni Ist Ä 
das äquatoriale Trägheitsmoment des Schwungringes und Ä^ daa Träg- 
heitsmoment des Rahmens um die Verbindur^slinie der Schneiden, so 
kommt bei der Änderung des Winkels % ^^ Summe A -\- Ä^-\- md^ 
in Betracht. Die Bewegungsgleicbung wird hiernach 

(A + A^ + md'^x"-^-^ 
oder nach (10) und (13) 

(J. + J.J -f mS^ % = — (Na sin y — - mgä) sin x — -^^w cos q) cos « cos x- 
Wir schreiben hierfür bequemer, indem wir die Definition Ton Xo ^^" 
rücksichtigen: 



(lb)(A+Ai^+md^)x''=—y(Nioämip—mgäy+(Nii>coB^coaaysm(j—Xi,)- 
Auch diese Gleichung läfst sich ersichtlich mit der Bewegnngsglei- 
chung eines gewöhnlichen Pendels in Parallele setzen (s. oben Gl. (4')). 
Die korrespondierende Pendellänge wird nach Analogie von Gl. (5) 



l^- 



g(A + Ä, + mS^) 



y(Nto um qi — m;sS)'+ {Na cos <p cos a)^ 
Die Axe des Barogjroskops oscühert also um die Gleichgewichtslage 
Xo mit derjenigen Schwingungsdauer, welche der soeben definierten 
Pendellänge l entspricht. Mit Rücksicht auf die Reibung an den 
Sehneiden werden die Oscülationen allmählieh absterben, und wird die 
sehliefsliehe ßnhelage mit der Gleichgewichtsli^e Xo zusammenialleQ. 

Die Formeln (14) und (15) legt Gilbert der Berechnung und 
Dimensionierung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertscbe Ab- 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in nahehegender Weise. 

Nach Gl. (14) hängt die Neigung ^o '^'>^ <i6m Azimuth der Auf- 
stellung ab und wird z. B. gleich Null, wenn et = %j2 ist, d. h. wenn 
die Verbindungslinie der Schneiden jU.' in dem Meridian liegt. Letzteres 
folgt unmittelbar auch daraus, dafs bei dieser Stellung des Apparates 
die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene der Schwungring- 
ase mit der Vertikalen zusammenfallt, dafs also in diesem Falle beide 
Momente M und K die Schwungrii^axe gleicherweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. Umgekehrt wird man, um eine möglichst 

*) Vgl, die melrfaeh cit. Arbeit: Memoire sur l'application, g XVIII, Gl. (153), 
Die Resultate sind ansammengeetellt in dem ebenfalls cit. Katalog mathem. Mo- 
delle etc. Nachtrag p. 78. 
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deutliche Ablenkvmg Xo ^ii erhalten, die Verbindtuigslinie der Schnei- 
den senkrecht gegen den Meridian richten, die Bewegnngsebene der 
SehwtingriBgaxe also mit der Meridiaaehene zuaamraenf allen lassen. 
Innerhalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des Schwungringes 
befestigte Nadel nach Süden oder nach Norden abweichen, je nachdem 
dieses Ende nach der Auedrucksweise von p. 734 ein Südpol oder ein 
Nordpol ist, d. h. je nachdem die Umdrehung des Schwungringes um 
die Nadel in dem enJgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Im Übrigen zeigt Gl. (14), dals die Stärke des Ausschlages nur 
von dem VerMltnis mgS/Nm abhängt, und dafa man den stärksten 
Ausschlag, nämlich einen vollen rechten Winkel, erhalten würde, wenn 
mau dieses Verhältnis gerade gleich sin ip wählt. Andrerseits lehrt 
aber Gl. (16), dafs diese Wahl praktisch nicht die vorteilhafteste ist, 
(ganz abgesehen davon, dafs die Auflagerung des Rahmens auf den 
Schneiden einen so gi'ofsen Ausschlag unmöglich machen würde). 
Die Länge des korrespondierenden mathematischen Pendels würde dann 
nämlich 

* JV*,e03q,CM« 

und die zugehörige halbe Schwingungs daner für hinreichend kleine 
Schwankungen um die Gleichgewichtslage 



.")/ 



A + Ä,+n. 



betr^en. Zum Zwecke eines ungefähren Überschlages möge der 
für die Gröfse des Ausschlags günstigste Fall co8k=1, cos 9 = 1 
(Beobachtung im Meridian unter dem Äquator) vorausgesetzt werden; 
ferner möge das Trägheitsmoment C des Schwungringes, welches etwa 
doppelt so grofs ist, wie das äquatoriale Trägheitsmoment A desselben, 
beispielsweise gleich A-^ Ä^ + »»15^ angenommen werden. Bezeichnet 
n die Umdrehungszahl des Schwungringes in der Sekunde, so hat man 
N=2xCn und 

Bei Gilbert ist (s. oben) n^ 150; der Wert von ro beträgt in Sekun- 
den 23r/24 ■ 60 ■ 60; mithin wird 2nn(>> ungefähr gleich 10/144 und 

ü = 144 m, T ^ 12 sec. 
Diese Schwingungadauer ist unerwünscht lang, da die Beobachtung auf 
die ersten Minuten nach Ingangsetzen des Schwungringes beschränkt 
werden mufs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil über die 
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definitiTe Gleichgewichtslage des Schwungrü^es gewinnen will. Auch 
würden die starben Schwankungen der Schwungringaxe (in dem vor- 
ausgesetzten Falle beträgt die Amplitude der Schwankung einen rechten 
Winkel) für die Beobachtung der mittleren Grleichgewichtsl^e unbequem 
sein. Es kommt hinzu, dafs unser Wert von z nur für hinreichend 
kleine Schwingungsamplituden gilt, dafs dag(^en bei den in unserem Bei- 
spiel in Betracht kommenden bedeutenden Amplituden die Schwingungs- 
dauer entsprechend länger ausfallen würde. Immerhin zeigt unsere 
Rechnung, dafs man die Stärke der Ablenkung aus der Vertikalen 
durch geeignete Wahl der Umstände behebig steigern und je nach Be- 
darf reguheren kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zahlenbeispiel: ip = 48" 50' 39", 
cc — 0°, K — 200, m = 0,79 gr, d = 5 cm; mit Rücksicht auf die Ab- 
messui^en von Schwungring und Rahmen ergiebt sich 

Zo - 7» 37' 10", r ^ 3,76 Sek 
Hierbei ist also auf einen sehr grofsen Wert der Ablenkung Terziehtet 
worden zu Gunsten einer Verkleinerung der Schwingungsdauer und der 
damit zusammenhängenden bequemeren Beobachtung der schÜefslichen 



Die GUbertache Anordnung scheint gegenüber der ursprünglichen 
Foucaultsehen manche Vorzüge zu haben. In dem Laufgewichte p und 
seinem Abstände S vom Schwerpunkt des Schwungringes hat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Verfügung, den man in einer für 
die Beobachtung günstigen Weise wählen kann. Indem man die Ver- 
Mltnisse so einrichtet, dafs die sehüefsliche Gleichgewichtslage in der 
Nähe der Vertikalen liegt, eliminiert man manche Beobachtungsfehler, 
die bei grofsen Anasch^gen auftreten würden. Femer werden die 
nnTermeidlichen Fehler bei der Centrierung der bewegten Massen, die 
für das Foueault«ohe Gyroskop sehr störend sein dürften, durch die 
absichtliehe Hinzufüguug des Übergewichtes p für das Barogjroskop 
relativ belanglos. Über die quantitative Übereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung macht indefs Gilbert ebeimo wie seinerzeit 
Foucault in der mehrfach genannten Abhandlung keine näheren 
Angaben. 

Absichtlich haben wir in der vorangehenden Darstellung die wahr- 
scheinlichen Fehlerquellen und die Frage nach einer möghchen quanti- 
tativen Bestätigung stärker betont, als dies in den Lehrbüchern der 
Mechanik sonst üblich ist. Scheint doch das vorliegende Beispiel vor- 
züglich geeignet, zu zeigen, wie weit der Weg ist, der sich zwischen 
der gedanklichen Erfassung eines dynamischen Vorganges und seiner 
Realisierung durch bestimmte physikalische Apparate dehnt! 
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FoTicault batte in geistvoller Weise, mebr durch Intuition ats durch 
zwingende mechanische Sehliisse, das Verhalten des rotierenden Sehwui^- 
ringes an der Erdoberfläche vorhergesagt. Um von da aus Bein Gyroskop 
fertig zu stellen, war eine angestrengte' Arbeit von acht Monaten nötig. 
Trotz der aufgewandten Mühe und trotz der nngewöhnücben experimen- 
tellen Begabung Foucaults dürfte der Apparat nur gerade an derjenigen 
Gfrenae stehen, bei welcher sich die nael^uweisende mechanische Wahr- 
heit aus den Störungen und Beohachtungsfehlem eben herauszuheben 
beginnt. Wie mifstrauisch Foueault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu müssen glaubte, geht aus einer Bemerkung in den 
oben cit. „Instructions" hervor: Man dürfe nicht eher überzeugt sein, 
dafs die beobachtete Ablenkur^ des Gyroskops wirklich in der Erd- 
drehung ihren Grund habe, bevor man nicht bei entgegengesetztem 
Umdrehungssinn des Schwimgringes denselben Sinn der Ablenkung 
erhalten habe. Es scheint hiemach, dafs nicht einmal der Sinn der 
Ablenkung Über allen Zweifel erhaben war; dafs die GrÖfse derselben 
sich mit einiger Genauigkeit richtig ei^ebt, seheint umso zweifel- 
hafter, besonders wenn der Versuch von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foueault gemacht wird. 

.Günstiger dürften aus den oben genannten Gi-ünden (Fortfall der 
Notwendigkeit einer besonders genauen Centrierung, Auswahl be- 
quemer Versuehsbedingungen durch geeignete Bestimmung des Über- 
gewichtes) die Chancen bei dem Barogyroskop stehen. Indessen wäre 
auch hier noch der wirkliche experimentelle Nachweis erforderlich, 
dafs die Fehlerquellen die Gröfse der zu beobachtenden Ablenkung 
nicht zu sehr entstehen, ein Nachweis, den wir bei Gilbert vergebUeh 
suchen. 

Bei einer Wiederholung der Foucault'schen oder Gilbert'schen 
Versuche würde man wohl jedenfalls elektromagnetischen Antrieb des 
Scbwungringes einführen und dadurch die Mifslichkeiten ausschalten, 
die aus der allmählichen Verlangsamung der Eigenrotation hervorgehen. 
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Anzeige von Heft lY der KreiseltheQrie. 

UrsprÖnglicli bestand die Absicht, in diesem Schlufsheft neben 
^äen teehniaclien Anwendungen die Bedeutung der Ereiseltheorie für 
die allgemeine Mechanik und Physik zu schüdern, im AnsehluTs an 
Gedankengänge, die namentlich von Maxwell, Lord Kelvin, Helm- 
holtz, J. J. Thomson herrühren. Hiervon wurde indessen Abstand 
genommen, einmal weil die Methode der mechanischen Modelle nach 
heutiger Auffassung doch nicht diejenige Bedeutung für die allgemeine 
-Katurwisaenaehaft zu haben scheint, die ihr noch vor zehn Jahren bei- 
gelegt wurde, sodann deshalb, weil die allgemeinen analytischen Ent- 
wicklungen über zyklische Systeme, generalisierte Koordinaten etc. 
•durch neuere Darstellungen bereits zum Allgemeingut der Wissenschaft 
-geworden sind. 

Statt dessen schien es nützlicher, dieses SchluTsheft anssehliefiilich 
den technischen Anwendwngem der Kreiseltheorie zu widmen, Anwendungen, 
die sämtlich noch im Fluis der Entwicklung stehen uad eine grofse 
Zukunft versprechen. Dahin gehört die Kreisel Wirkung bei Schnell- 
bahnen, der GeradlSufapparat des Torpedos, der Kreiselkompafa, der 
Schlick'sche Schiffskreisel, die Einschienenbahn. FeiTier kommen zur 
Besprechung die Stabüif^t des Pahirads, Kreiselwirkungen beim Turbinen- 
betrieb, in der Ballistik u. a. m. 

Die eigentliche Schwierigkeit aller dieser Probleme liegt auf dem 
Gebiet der technischen Durchführung, der Ausschaltung störender Ein- 
flüsse und der Beherrschung des Materials; ihre theoretieehe Behandlung 
kommt meist mit verhältnismäfsig elementaren Hilfsmitteln aus. Dem- 
entsprechend ist die Signatur dieses Teiles eine mathematisch viel ein- 
fachere wie die der vorangehenden Hefte. Die weitergehenden ana- 
lytischen und geometrischen Methoden des ersten und zweiten Heftes 
werden entbehrlich; dagegen bewahrt sich die von Anfang an gewählte 
konkrete Form der mechanischen (rrundbegriffe hier in besonderem 
Mafse. Ihre Einfachheit wird es dem Leser ermöglichen, diesen Schlufa- 
teil gegebenfalls auch ohne genaueres Studium der vorangehenden Teile 
zu benutzen. 
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Eine ausgiebige Berücksichtigung auch der technischen Anwendungen 
war offenbar unumgänglich, wenn die ureprüji gliche Absicht des ganzen 
Werkes erreicht werden sollte: Am Beispiel des Kreisels die Mechanik 
in ihren mannigfachen Beziehungen zu den mathematischen Disziplinen 
einerseits, den Naturwissenschaften andrerseits darzustellen. 

Das Manuskript dieses Heftes stammt zum Teil (§ 2, 3 und Teile 
von § 10) schon aus dem Jahre 1900. Durch mannigfache andere 
Verpflichtungen wurde ich aber immer wieder von diesem Thema ab- 
gezogen. Auch jetzt wäre die Arbeitkaum zu Ende geführt, wenn ich 
nicht in Herrn Dr. Fritz Noether einen selbständigen, in der Mechanik 
geschulten Mitarbeiter gefunden hätte, dem ich herzlieh für seine Aus- 
dauer und Arbeitafreudigkeifc danke. Das Manuskript zu den §§ 5 bis 8 
und § 10 Nr. 3 rührt von ihm her und wurde von mir nur stilistisch 
überarbeitet. Insbesondere sind die neuen Entwicklungen zum Schiffs- 
kreisel (§ 5) uüd die Behandhing des Fahrrades (§ 8) sein geistiges 
Eigentum. Auch die von mir herrührenden Teile des Manuskriptes 
sind von ihm kritisch durchgearbeitet und ergänzt worden. Herr 
F. Klein mufste seine Mitwirkung bei diesem Heft wegen anderweitiger 
starker Beanspruchung leider fast ganz ausschalten. 

Bei der Korrektur bin ich auläer durch Herrn Noether und Herrn 
cand. math. Behrens Ton einer Reihe technischer Fachmänner unter- 
stützt worden. Es sind dieses die Herren 

Dr, Anschütz-Kämpfe für § 7, 

Geheimrat Cranz 

Torpedo-Ob er ingenieur Die 

Konsul Dr. Schlick 

Dr. Schuler 

Professor Skutsch 

Dr. Thoma 



§ 10 Nr. 7 u. 8, 

§3, 

§ 4 bis 6, 

§7, 

§ 2 u. 6, 

§ 10 Nr. 5. 



Für ihre vielfachen wertvollen Hinweise sage ich aufrichtigen Dank. 
München, April 1910. 
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Kapitel IX. 

Technische Anwendungen. 

§ 1. Die wichtigste Formel der Hreiseltheorie. Allgemeines über die 
Stabilierung duroli Ereiselwlrkungen. 

Dal's diefses Schluiaheft unseres Werkes so spät erscheint, können 
wir im Interesse der Sache nicht bedanern. Sind doch die technischen 
Anwendungen, um die es sich hier hauptsächlich handelt, erst in den 
letzten zehn Jahren, also während des Drucks dieses Buches, entstanden; 
wir erinnern an die Schnellbahnen, an den Schiffskreisel und den 
Kreiselkompafe. 

Bei ihrer Erklärung bewährt sich nun in besonderem Mal'se das 
unserer ganzen Darstellung früher zu Grunde gelegte mechanische 
Prinzip: die Voranstellung des Impuls begriffe s. Wir gelangen von 
hier aus unmittelbar zu derjenigen Formel, auf der die Theorie fast 
aller technischen Anwendungen beruht. 

Da wir wünschen, dafs die Entwickelungen dieses Kapitels auch 
ohne eingehendes Studium der vorangehenden Kapitel verständlich sind 
und sich womöglich auch in den Händen des Ingenieurs als fruchtbar 
erweisen möchten, scheint es angemessen, die 2U ihrer Begründung 
dienenden Formeln und Begriffe hier in Eürze zusammenzustellen. 

Der Impuls (genauer gesagt „das Impulsmoment") war das Moment 
der Bewegungsgröfse der einzelnen Massenteile des rotierenden starren 
Körpers, bezogen auf den festen Punkt desselben. Haben wir es 
mit einem schnell rotierenden Schwungring oder Radsatze zu thun, 
BO überwiegt die Rotation um die Sjmmetriease („Pigurenaxe") so 
sehr über die dem Körper („Kreisel") sonst etwa erteilten Drehungen, 
dafs die Ebene jenes Momentes merklich senkrecht zur Pigurenaxe 
steht, merklich in die „Äquatorebene des Kreisels" fällt. Der Impuls- 
vektor, welcher senkrecht auf jener Ebene errichtet wird, fällt dann 
merklich in die Pigurenaxe. Seine nach dieser Axe genommene 
Komponente, gegen die also die anderen Komponenten meist vemach- 
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lässigt werden können, nennen wir den ,,Eigeiiinipuls" N. Es ist das- 
jenige Antrieb smoment („Drall'O, das wir beim Anlassen des Kreisels 
durch eine Schnur auf ihn übertragen, das beim Schiffskreisel durch 
den Turbinen antrieb oder bei den Eiaenbahnrädem durch die Zugkraft 
der Lokomotive unterhalten wird. 

Der früheren Bevorzugung des Uhrzeigersinnes und des Linka- 
Schrauben-Koordinatensystems (vgl. z. B. Fig. 3 auf pag. 18) entspricht 
es, dafs wir den Impulsvektor nach derjenigen Seite ziehen, von der aus 
die Kotation um die Figurenaxe, die „Eigenrotation", im Uhrzeiger-, 
sinne dreht. 

Die Einführung des Impulses Hefert nun die MögHchkeit, die 
Grimdgesetze der Dynamik des Kreisels ebenso einfach und fast mit 
denselben |Worten zu formulieren wie die Dynamik des einzelnen 
Massenpunktes : Der kräftefreie Kreisel hewegt sich so, dafs sein Jm^vls 
nach BicMung und Gröfse im Eaum konstant ileibt (entsprechend dem 
Galileischen Trägheitsgesetz des einzelnen Massenpunktes). Und: 
unter dem EinfUifs äufserer Kräfte hewegt sich der Kreisel derart, dafs 
die Änderwngsgeschwindig'keit des Impulsvektors nach Eiehtung imd Gröfse 
gleich ist dem (ebenfalls durch einen Vektor dargestellten) Moment der 
äufseren Kräfte in hesug auf den SIMtspunM \des Kreisels. {Newton- 
sches Beschleunigungsgesetz*) für den Massenpankt.) 

I. Die wichtigste Formel der 
Kreiseltheorie. Wir betrachten einen 
Schwungring, der mit dem Eigenimpuls N 
(gleich Trägheitsmoment um die Figuren- 
axe mal Winkelgeschwindigkeit um dieselbe 
Axe) begabt ist, und denken seine Figuren- 
ase etwa in horizontaler Lage (Fig. 113). 
Wir drehen diese Axe um die Vertikale 
Tig. 113. durch 0, ohne die GTÖfse des Eigenimpulsee 

zubeeinflufsen(Drehwinkel^, Drehgesebwin- 
digkeit dip/dt). Welches Moment ist hierzu erforderlieh? 

Die Antwort liefert unser Impulssatz: In der Zeit dt beschreibt 
der Endpunkt des Vektors N den Weg NdTp in der Horizontalebene 
senkrecht zur Figurenaxe. Seine Geschwindigkeit ist also 

dt 

*) Diese Bezeichnung ist eigentlich nicht historisch treu, Newton spricht 
ia Heiner Lex secnnda nicht von der Beacbleunigttng, sondern Ton der Ändetung^ 
der „quantitaa motns", d. h, der Impulaänderuiig, wie überhaupt der Impulsbegriff 
auch in den Newtonechen Prinzipien voraji steht. 
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Dies ist augleicJi das äufEere Moment JDi, welches wir aufzuwenden 
haben, um diese Lnpiilsäiiderung zu Teranlasaen. Es wirkt um die zur 
F^^renaxe OF und Vertikalen OV senkrechte Äxe OK, die wir wie 
früher die „Knotenlinie" nennen. Der Sinn des Momentes ist aus der 
Figur ersichtlich; Stellen wir SW durch einen Vektor dar, so ist dieser 
der Impulsgesehwindigbeit gleichgerichtet, weist also in der Figur nach 
vorn. Dem entspricht ein Drehpfeil, welcher die Halbaxe OK im 
Uhrzeigersinne umgiebt. 

Diesem Momente 5R entgegengesetzt ist die Kreisehßirkimg, d. h. die- 
jenige Tn^heitswirkung des rotierenden Sehwungriuges, die wir fort- 
gesetzt zu überwinden haben, wenn wir um in der geschilderten Weise 
bewegen. Wir nennen sie K und haben 

(I) z-j?4|. 

Der Sinn der Kreiselwirkung ist demjenigen von SR, somit dem Uhr- 



Bie Krmehowkmig iestehi also darin, dafs sich die A^e des 
ScJhvnmgringes aufstmchten vmd mit der Axe der hinstikommertden 
Drehung in gl^tihsinnigen FaraMelisnms 0U setsen strebt, derart, dafs der 
Drehsinn der Etgenrotaiion mit demjenigen, der hinzukommenden Drdvimg 
i^ereinä,imm.&^ würde. Die GrÖfse dieses Sestrebms wird diMrch (Ij ge- 
messen wnd dm-ck das äufsere Moment Wt im Gleichgewicht gehalten. 

Zu erwähnen ist noch, dafs zwar nicht zur Unterhaltung, aber zur 
Einleitung der Drehung um die Vertikale ein Impuls um diese Äxe 
von der Gröfae Adip/dt erforderlich ist (A = Trägheitsmoment des 
Kreisels um eine äquatoriale Axe). Der Gesamtimpuls des Kreisels 
besteht daher aus der Resultante des horizontalen Eigenimpulses N 
und dieser vertikalen Komponente. Indem wir die letztere vemach- 
läaaigten und bei der Anwendung unseres Impulssatzes den Gesamt- 
impuls mit dem Eigenimpuls identifizierten, begingen wir eiue Unge- 
nauigkeit und setzten stillschweigend voraus, daß die Drehgescbwindig- 
keit dip/dt klein sei gegen die Eigenrotation. Dementsprechend enthält 
auch unsere Formel (I) eine Ungenauigkeit (vgL hiermit die strenge 
Formel (III)), die sie aber gerade für die Anwendung auf die praktischen 
Fälle besonders geeignet macht. 

II. Verallgemeinerung dieser Formel. Wir denken uns wieder 
den Kreisel um die Vertikale gedreht, wobei aber die Figurenaxe nicht 
die Horizontalebene bestreichen, sondern unter dem beliebigen Winkel ■9' 
gegen die Vertikale geneigt sein soll. Der Eigenimpuls N beschreibt 
bei unveränderter Länge einen Kreiskegel und aein Endpunkt einen 
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IX. TechniBche Anwendungen. 




Kreis vom Radius ^ sin # (vgl. Fig. U4). Während der Zeit dt ist 
also der Weg des Impuls-Endpunktes N &m &d^ und seine Geschwin- 
digkeit N sin %'d^jdt parallel der Knoten- 
linie. Dementepreclieiid bestimmt sich Größe 
und Äxe des äufseren Momentes SOi, welches 
zur Unterhaltung der Bewegung anzubringen 
y ist, sowie Grofse und Ase der Kreiselwirkimg 
(II) .fi:=iV"sin»^, 

t welcher der Kreisel sich der Drehung 

i die Vertikale widersetzt. Der Sinn der 

Kreisel Wirkung wird auch jetzt (rgl. Fig. 1 14) 

durch die Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus beschrieben. Auch 

diese Formel gilt nur mit Näherung und setzt voraus, dafs die Bigen- 

rotation grofs sei gegen die hinzukommende Drehung. 

m. Der strenge Ausdruck für die Trägheitswirkung des 
Kreisels. Obwohl von geringerer Wichtigkeit, möge auch der allge- 
meine und in Strenge gültige Wert der Trägheits Wirkung abgeleitet 
werden, die sich aus der bisher betrachteten Kreiselwirkung und einer 
hinzukommenden Centrifugalwirkung zusammensetzen wird, unter fol- 
: Die Figurenaxe ist um den Winkel * gegen 
die Vertikale geneigt; um letztere 
findet eine gleichmäfsige Drehung 
dil>/dt statt; der Impuls wandert da- 
\ bei ohne Änderung seiner Größe auf 

, einem Kreiskegel um die Vertikale. 
Das Bahnelement des Impuls- 
Endpunktes I (vgl. Fig. 115) ist 
Edip, wo E = CI der Radius des 
von I beschriebenen Kreises ist. 
Hieraus bestimmt sich das aufzu- 
wendende Moment 9Ji und die ihm 
entgegengesetzte Trägheitswirkung K 
wie oben. Es kommt also lediglich 
auf die Berechnung des Radius jR an. 
Die Wiukelgeschwindigkeit d^jdt 
tragen wir als Drehpfeil in der Verti- 
kalen auf und zerlegen denselben, da 
e Hauptaxe für die Massenverteilung des Schwungringes 
ist, in zwei Komponenten nach der Äquatorebene und der Figurenaxe: 




die Vertikale k 



dt 



und cos &~^ 
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Die zugehörigen Anteile des Impnlses werden durch Multiplikation mit 
den bez. Trägheitsmomenten gewonnen. Wird also das Trägheita- 
monient für eine Axe der Äquatorebene mit A bezeichnet, so erhält 
man die zur Figurenaxe senkrechte Impulskomponente, welche bei 
der vorangehenden angenäherteB Betrachtung gegen den Eigenimpuls 
vernachlässigt wurde, gleich 

Macht man in der Figur OP — NI, fügt also diese zur Figurenaxe 
senkrechte Komponente zu dem Eigenimpuis N= ON hinzu, so erhalt man 
den Endpnnkt des Impulsvektors 7. Der fw^liche Radius B ergiebt sich 
nun, wenn wir den Linienaug ONI auf die Richtung MI projizieren, zu 

R= ON ein» — NI cos 9- = W sin * — ^ sin # cos * ^ ■ 
Somit ist auch die gesuchte Trägheitswirkung bekannt: 
(III) K^F.^=(N-Aoo.»^),in»^. 

Das hier gefundene Zusatzglied 

-^ sin »cos »(41)' 

ist übrigens aus der Theorie des einfachen sphärischen Pendels bekannt, 
es ist die dort als Moment der Ceutrifugalkraft bezeichnete Wirkung. 
Verschwindet nämlich der Eigenimpuls des Kreisels (iV^^O), so schwingt 
der Kreisel wie ein sphärisches Pendel mit dem Trägheitsmoment A. 
Wir können uns dieses realisiert denken durch ein Fadenpendel von 
der Lange l und Masse m, so dafs 

mP = A. 
Hier ist nun die horizontal wirkende Centrifugalkraft 

z=»i.i=»(4l)' 

und deren Moment um die Knotenlinie 

ml sin »{^fl w^& = A sin & cos & [^)\ 

also gerade der obige Ausdruck. Auch das negative Vorzeichen unseres 
Zuaatzgliedes stimmt mit dieser Betrachtung überein, indem. das Moment 
der Centrifugalkraft das Pendel von der Vertikalen zu entfernen strebt, 
also den umgekehrten Sinn bat, wie das erste Gflied in (III) und wie 
der Pfeil K in Fig. 115. 

Es ist aber zu bemerken, dafs die Scheidung der Triigheits Wirkung 
(III) in Kreiaelwirkung und Centrifugal Wirkung keine absolute ist, son- 
dern davon abhängt^ dafs wir die Figurenaxe bei der Berechnung des 
Impulses aus gezeichnet haben. 
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IV. Stabilierung durch Kreisel Wirkungen. Eine der auf- 
fallendsten und bekanntesten Folgerungen der Kreiseltheorie ist die 
Mögliclikeit, duicli Anbringung rotierender '^Sebwungmasseu einen an 
Bicb instabilen oder neutralen Freiheitsgrad zu stabilisieren. Das Schema 
dieses Verfahrens, für welches uns die Erörterungen dieses Kapitels 
mehrfache Beispiele liefern werden, läTet sich auf Gfrund unsererFormel (I) 
an einem Beispiel folgendermaJaen darstellen. 

Die L{^e der Figurenase in der Horizontalebene (vgl. Fig. 116), 
welche durch den Winkel ^ gemessen wird, ist an sieh, d. h. bei nicht 
j, rotierendem Sehwungringe, indifferent: Bin 

Drehmoment *F um die Vertikale bewirkt 
einen Äusachl^ ij), der sich mittels des für 
die Vertikale in Betracht kommenden äqua- 
torialen Trägheitsmomentes A aus der Be- 
Bchleunigungagleichung bestimmt 

(IV.) ^g = T. 

Ist aber der Sohwungring in Rotation ver- 
setzt, so ist mit diesem Ausschlag eine 
Kreisel Wirkung K verbunden, welche durch (I) 
bestimmt ist. Wir setzen voraus, daß die 
Figwenaxe nicht mehr, wie wir- in I. annahmen, in der KoriemtaMiene 
fesig^uzlten wird, sondern sorgen durch eine geeignete Aufhängung dafür, 
dafs sie ihrer Tendern sam ParaUelismus mit dm- vertikalen Drekaxe 
folgen kann. Sie wird dann ihre Neigung ■& gegen die Vertikale ver- 
mindern, entsprechend der Besehleunigungsgleichung: 

(IVb) A-^ — K--N^. 

Hieraus ergiebt sich für die Winkelgeschwindigkeit der Hebung der 

Figurenaxe 

/TT7 \ (i* JV 

vorausgesetzt, dafs wir das Azimuth ij) von einer Lage aus zählen, in der 
d^/dt gleich NuU war. 

Nun würde aber die Forteetzung der Drehung d&fdt am OK eine 
Verls^erung des Impulses JV^ und zwar nach oben erfordern, gerade so 
gut wie die Drehung dii/dt um OV eine Verlagerung in der Horizontal- 
ebene. Es tritt daher abermals eine Kreiselwirlmng auf, und zwar um 
die zu OK und OF senkrechte Axe OV. Wir nennen dieselbe K' 
xmd bestimmen sie wieder durch die Formel (I) zu 
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Entsprechend der Tendenz zum gleichsinnigen Parallelisinus wirkt aie 
im umgekehrten Sinne wie die ursprüngliche Drehung -^ , also in 
Fig. 116 entgegen dem Uhrzeigersinne. Zu dem Drehmoment f gesellt 
eich ^o das G-egenmoment K'. 

Die Beweg ungsgleichung (IV a) geht daher über in 

(IV e) a 1'^ =- V + ff' = ¥ + JV^ ■ 

In den Gleichui^en (IVe) und (IVb) ist nun das Schema der Stahi- 
lierung durch Kreisel Wirkungen gegeben. Die Gleichung (IVe) geht 
nämlich bei Benutzung der Gleichung (IV o) über in: 

(IV) ^.g^_M--5*. 

Diese Gfleichung (IV) drückt die Möglichkeit einer stabilen Schwin- 
gung in der Koordinate ^ aus. 

Ist nämlich der Eigenimpuls N hinreichend grofs, so wird das Gegen- 
raoment K' das ursprünglich ablenkende Moment T derart überwiegen, 
daTs wir bei qualitativen liV^en V g^en K' Temaehläsa^en können. 
Dann ist die rechte Seite von (IV) negativ bei positivem i^, positiv 
bei negativem. 

Die St^wungringsaxe strebt also, gerade so wie ein stahU auf- 
gehmigles Pendel in ihre Anfangslage zurUek, eiU über dieselbe hinaus, 
Mj» sich ihr abermals su, nMern usf. Sie besiM „eine ^eeifische Wider- 
standsfähigT^it gegen Richinmgsmderungen, eine Art ahsökUer Orientierwng 
im JtüMtn") wie es zum Schlufs des Kap. HI hiefs. 

Aus unserer Ableitung dieser Stabilierungs - Möglichkeit ei^ebt 
sich a'ber eiiie weitere Bedingung von prinzipieller Bedeutung, an 
welche sie gebunden ist. Die Kreiselaxe mufs die Möglichkeit 
haben, in vertikaler Richtung auszuweichen; es mufs die Drehung 
d&/dt durch die Anordnung des Schwnogringes wirklich ermöglicht 
werden. Bleibt die Kreiselaxe auf die Horizontalebene beschränkt, so 
wird mit d&Jdt auch unser stabilisierendes Gegenmoment K' gleich 
Null, und es tritt nur die Kreiselwirkung K auf, welche sich als Druck 
gegen die die Bewegungsfreiheit des Kreisels beschränkende Führung 
äufseri. Der Kreisel mufs also seine volle Bewegungsfreiheit haben 
(zwei Freiheitsgrade für die Bewegung der Figurenaxe in horizontalein 
und vertikalem Sinn, ein dritter Freiheitsgrad für die Drehung um die 
Figurenaxe), wenn er stabilisierend wirken soll. Wir sprechen daher 
das folgende Prinzip aus: 

Stabüierung ist nur möglich dwrch einen Kreisel von drei Freiheits- 
graden. Nimmi mcm dem Kreisd einen seiner Freiheitsgrade, so faUen 
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die du/näh diesen erzeugten Kreisdivirkimgm fort, un4 es ist seine „^eeifiseke 
Widerstandsfähiffkeit gegen mehlungsändenrngm" dahin. Ein Kreisel 

von zwei FreOmtsgraden folgt daher widerstandslos den auf ihn wirken- 
den Impulsen. Erschwert tnan nur eine der Bewegungsfreiheiten, ohne 
sie gänsUck m*/h(Äe&e», so bleibt eine gewisse WiderstandsfähigJceit mir 
rück, die aber kleiner ausfallt wie bei unhe^nträ(M,igter Bewegtmgs- 
freiheit 

Klemmen wir z. B. in Fig. 23 den inneren Ring feat, heben also 
die Drehnngsmögliehkeit um die Axe ST auf, so Kfst sich der Stab 
bei rotierender Schwungmasse verdrehen, wie wenn er keinen Kreiael 
enthielte. Die an dem ßing wirkenden ßeaktionskräfte leisten dann 
die Umlagerang dea Impulatektora , die die Führung der Figurenaie 
auf der vorgeschriebenen Bahn erfordert. Arbeitet andererseits die 
Axe ST mit erheblicher Reibung in ihren Lagern, ao wird das Gegen- 
moment K' erheblich kleiner, als es der Gl. (IV) entspricht. Dann 
wird nämlich die disponible Inipulsänderung, die durch die rechte Seite 
d«r Gl. (IV d) gegeben ist, nur zum kleinen Teil auf Erzeugung der 
Drehgeschwindigkeit dil>ldt, zum gröfseren Teüe auf Überwindung der 
der Drehung d&jdt entgegenwirkenden Reibung verwandt. 

Die Gleichui^en {IV) sind, da sie auf Grund der Formel (I) ab- 
geleitet sind, mit einer Ungenauigkeit behaftet, auf die wir sogleich 
zurückkommen, und gelten nur. fllr ein ZeitintervaU, in dem die 
Figurenaxe auf der Vertikalen annähernd senkrecht steht. Vorerst 
möge, unter Benutzung jener ungenauen Gleichungen, eine quantitative 
Folgerung gezogen werden. 

Nehmen wir z. B. das ablenkende Moment T als konstant an, ao 
läüat sieh GL (IV) ohne weiteres allgemein integrieren und liefert 

A'V N N 

V' = ^2^ + « COS-j( + 6 sin-ji; 

machen wir Überdies ij) und -^ gleich NnU für t = 0, so wird 6 = 0, 

a Ä^/N', also 

(IVf) ^^^(i_eoaff 

Die Figwrenaxe giebt also dem Momente T etwas nach, wnd ewa/r im 
Mittel tan den bei grofsem N Meinen WinMl ^„ ^ Af/N^; der Ätts- 
dr^ungsicinkel schwankt zwischen smiem anfänglichen Werte und dem 
maximalen Werte 2il)^ pmodisch hin und her. 

Gleichzeitig hebt sieh aber die Figurenaxe; nach Gl. (IVc) wird 
nämlich: „ ^ ^ 
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also wenn zu Anfang & = %/2 war, 

Biese Bewegung ist Taeine rein periodische, sondern hat einen mit 
der Zeit fortschreitenden, 'durch die ersten beiden Terme gegebenen Haa^t- 
bestmidfeü, welcher v(m Meinen, du/rch den letzten Term dargestellten 
Schwtmhmgen iiberlageri wird. Amplitude und Zeitmafs dieser Sckwan- 
Jcungen sfimimen mit denjenigen des Winkels i/^ überein. 

Bei sehr großem N werden beide Arten von Schwankungen (ähn- 
licli wie die Nntationen bei der psendoreguMren Präcession (in Kap. V, 
§ 2) nnmerklicli klein, und wird auch die Hebung der Kreiselase sehr 
langsam erfolgen. Nur in diesem Falle sind die Voraus Betzungen 
unserer Rechnung bei der Anwendung der Formel (I) für eine nicht 
ZQ lange Beobachtungszeit t hinreichend genau erfüllt. 

WoUen wir dagegen strenge verfahren und die Hebung der Figuren- 
axe, wie sie in unserem letzten Beispiel zu Tage trat, berücksichtigen, 
so haben wir die Ereiselwirkuug K nicht aus der Gl. (1), sondern aus 
(HI) zu bestimmen; femer haben wir von der Xrei sei Wirkung K', 
welche die zu OF und OK gemeinsame Senkrechte zur Axe hat, nur 
diejenige Komponente zu nehmen, die um OV wirkt. Sodann aber 
bleibt auch der Eigenimpuls N nicht konstant, sondern wird, sobald 
die Figurenaxe nicht mehr senkrecht zur Vertikalen steht, durch d&a 
um die Vertikale wirkende Drehmoment *F seinerseits abgeändert. End- 
lieh ist die Vertitale keine Hauptaxe der Massen Verteilung mehr, so- 
bald die Aquatorebene des Kreisels nicht mehr durch die Vertikale 
geht; deshalb ist auch die Beaehleunigonga Wirkung des Drehmomentes V 
nicht mehr, wie in Grl. (IVa), durch Ad^-^jdt^ gegeben, sondern mufs 
Qach dem allgemeinen Impulssatz und dem allgemeinen Zusammen- 
hange zwischen Impuls- und Drehungsvektor bestimmt werden. 

Die so sieh ergebenden genauen Bewegungsgleiehungen lassen sich 
zwar nach dem Schema der Lagrangesehen Gleichungen hinschreiben, 
sind aber einer weiteren Integration nicht zugänglich. Trotzdem kann 
über den Charakter der Erscheinungen allgemein kein Zweifel sein: 

Indem sieh der Winkel ■9' von %j2 bis verkleinert, nimmt die 
Kreiselwirkung K und die in Betracht kommende Komponente von K' 
succeaaive ab. Dementsprechend vermindert sich die Stabilität des 
Kreisels gegen das äufsere Moment ¥, bis dieselbe für ^ = voll- 
ständig verschwunden ist In diesem letzteren Grenzfalle, wo der Eigen- 
impuls N in der Vertikalen liegt, findet ja bei einer Drehung ^ keine 
Verlagerung von N und daher anch keine Kreiselwiikung mehr statt. 
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Die Erfehrung an jedem Kreiselmodell bestätigt diese Sehlufafolgening 
vollständig: 

Bei fortgeseMer Hebung der Figurenaxc eine fortgesetzte Verminderung 
der Stahüität gegenüber einem um die Vertikale wirkenden Moment V. 

Um das Vorstehende mit den Ent Wickelungen "der vorangehenden Hefte in 
Zusammenhang zu bringen, mögen folgende EiickverweisTingen dienen. 

Die grundlegenden Impulssätze sind in Eap. U § 6 begründet. 

Zu I. Die Formel (I) wurde z. B. bei der populären Kreis eUitteratur pag. 311 
besprochen nnd subsumiert Bich nnter den allgemeinereii Begriff des „Deviatione- 
widerstandes bei der regulären Prilceaaion" Kap. III, § 6. In der That ist die 
unter I betrachtete Bewegung eine reguläre Präoession um die Vertikale nnter 
dem Nejgun^winkel a' = ;t/2 nnd Formel (I) unter dieser Bedingung und inner- 
halb der oben genannten Genauigkeitsgrenae identisch mit Gl. (1) von pag. 175. 
Wegen der Regel des gleichsinnigen Paiallelismus vgl. Kap. VIII, pag. 734. 

Zu III. Der Ausdruck (III) stimmt nicht nur angenähert für grofaes N, 
sondern genau mit der schon herangezogenen Gl. (1) für den Deviationswideistand 
von pag. 175 überein, indem N ^= G (p -{■ v coa 9) ist; das negative Vorzeichen 
jener Gleichung haben wir gegenwärtig unterdruckt, da wir den Sinn der Ereisel- 
wirkung jetzt lieber in einer für alle-Palle gültigen Weise durch die Eegel vom 
gleichsinnigen Parallelismus festgelegt haben. Auch in den Lagrangeschen 
■Gleichungen (pag. 151, Gl. (1)) ist unsere Pormel (tH) enthalten. Unsere Kreisel- 
wirknng K war ja ihrer Definition nach entgegengesetzt gleich dem äufaeren, um 
die Knotenlinie wirkenden Moment 0, das zur Unterhaltung der regulären Prä- 
ceasion erforderlich ist. Daher wird die ^-Komponente jener Lagrangeachen 
Gleichungen bei regulärer Präcession (O' = oonst.); 

dt d» ' 
Wegen des Ausdrucks (6) von pag. 166 ist aber für S'^const. : 

dT 

^-;- = ^ ain 5' cos *!/''• — C(q)' + cos a-i|i') sin *^' = {A cos fl'i/i' — Hf) ain ^■^', 

also: — JE = {N— A cos ^ij,') ain »i^' 

in Übereinstimmung mit Gl. (III) (bis auf das dort nicht angeschriebene Vorzeichen). 
Im allgemeinen Fall dagegen, wenn die Bewegung keine reguläre Präcession 
ist, also das änfsere Moment 9 nicht gerade der Kreisel Wirkung das Gleichgewicht 
hält, haben wir; .roi 

[9] = «, fJ = «-. 
also lautet die Lagrangesche Gleichung für die ö-Komponente ; 
A&" = {A cos&Tp' — N) sin &i()' + 9, 
d.i. A&" '= — K-\-Q 
übereinstimmend mit Gl. (FV b) {bei der nur das äufsere Moment als ver- 
schwindend angenommen war). 

Zu IV. Unser jetziger Ausdruck für das Gegenmoment der Kreisel Wirkungen 
in Gl. (IV) stimmt natürlich mit der früheren Gl. (3) von pag. 196 bis auf die 
Bezeichnungen überein. 
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Lord Kelvin hat in seinen „Gyroataten" solche VorricMungen realisiert, 
bei denen instabile Freiheitsgrade durch. Kreiaelwirkungen stabilieit werden. 
Ein einfachstes Beispiel einea Gjroataten ist in der „Natural Philosophy" I, 
Art. 345, a. Aufl., pag. 397, sowie Ene. d, math. WisB. Bd. IV", Art. 6 (Stäckel) 
Nr. 43b, pag. 675 abgebildet. Die obige Theorie der Kreiaelstabiliernng giebt bei 
geringer Modifikation (das äufsete Moment wirkt an der &- statt an der ^-Ko- 
ordinate und ist alflo nicht ranmfeat) auch die Theorie jenes einfachen Gyrostaten; 
dagegen ist der Gyrostat wesentlich verschieden von unserem ßeiepiel hinsichtlich 
der Ausdauer der Stabilierung; vgl. dazu § 10, Nr. 3 dieses Kapitels. 

Das oben betonte Prinzip der awei und drei Freiheitsgrade ist von Lord 
Kelvin allgemein für eine beliebige Anzahl von Preiheitsgraden ausgesprochen, 
und zwar bei Gelegenheit der Behaudlung seiner Gyrostaten. Es best^t dann, 
dafa immer nur eine gerade Aneahi von labilen Freiheifsgraden durch Trägheits- 
wirkungen cyklischer Bewegungen stabiliert werden kann, die man als verall- 
gemeinerte Kreiaelwirkungen durch Systeme umlaufender Schwungräder verwirk- 
licht denken möge; dagegen ist die Zahl der von vomhereio stabilen nnd 
auch weiterhin stabil bleibenden Freiheitsgrade beliebig. Analytisch aeigen aich 
diese Wirkungen in dem Auftreten „gyroskopischer Tenne", das sind Glieder in 
den Bewegungsgleichimgen der nicht -cykliachen Koordinaten, die aus den nicht- 
cyklischen Geschwindigkeiten nnd den oyklischen Impulsen zua ammenges etat sind. 
Tgl. Natural Philosophy, Art. 345 vi ff. Einfachste Beispiele dieser Terme sind 
■die im Test mit K und K' beaeichneten Kreiselwirkungen. Wegen der genaueren 
analytischen Bauart der Terme vgl. den Schlnfs von § 4. Eine interessante 
Anwendung des Kelvinschen Salaes wird bei der Besprechung der Einschienen- 
bahn (g 10, Nr. 3) seinen Sinn dentlioher machen. 

Eine eingehende mathematische Untei"suchung des Stabilierongaproblenis 
anf Grund der strengen Lagrangeschen Gleichungen wäre sehr dankenswert. Es 
handelt sich dabei einfach um die Pragei Wie verhält sich der Kreisel, wenn auf 
ihn ein (z. B, konstantes) Moment um eine raumfeste Ase wirkt? Das Verhalten 
4es Kreisels unter Einwirkung eines Momentes «m eine im Kreisel feste Ase ist 
mittels der Bulerschen Gleichungen leicht zu behandeln (vgl. das ähnliche Problem 
im vorigen Kap. von pag. 728 und 728). Beim klassischen Problem dea schweren 
Kreisels handelt es eich um ein Moment, dessen Drehpfeil weder raumfest noch 
kreiselfest ist, vielmehr auf der raumfesten Vertikalen nnd der kreiselfeaten Figuren- 
ase senkrecht steht. In der Fragestellung — aber leider nicht in der mathe- 
matischen Durchfflhrung — ist das in Rede stehende Stabilierungsproblem min- 
destens ebenso einfach und anaiehend wie das klassische Kreiaelproblem. 

g 2. Kreisel Wirkungen im Eiaenbahnbetriebe. 

Unter den techni sehen Anwendungen der Kreieeltheorie sind die- 
jenigen vielleielit die einfachsten, die die Wirkung schneR umlaufender 
Eäder bei Fahrzeugen betreffen. 

Wir betrachten einen Eiaenhahnzug und fassen eine einzehie Ate 
desselben ins Auge. M sei diejenige Masse des Wagens (oder der 
Lokomotive), die unsere Ase zu tragen hat, ihre eigene Masse ein- 
gerechnet, Mg also der Axendruck, mit dem der Radsatz auf hori- 
zontaler Strecke im ganzen gegen die Schienen geprefst wird. Das 
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Trägheitsmoment des Radsatzes um seine Mittellinie heifse C; wir ver- 
stehen unter r den Radius der Räder, von der Mittellinie bis zur 
Lauffläche gerechnet („Laufkreishalbmesaer"), und setzen 
{1) C^mr^; 

alsdann heiJst m bekanntlich die auf den Umfang der Räder reduzierte 
Masse des Radsatzes. Ist v die Fahrgeschwindigkeit des Zuges, so wird 
die Winkelgeschwindigkeit der Räder v/r und der Impuls derselben 

(2) N-C^-mr„. 

Den Radsatz können wir als einen „symmetrischen Kreisel" bezeichnen; 
die Mittellinie des Radsatzes entspricht der Figurenase des Kreisels. 
Sobald diese durch irgendwelche Umstände aus ihrer Richtung ab- 
gelenkt wird, entstehen Kreiselwirkungen. 

a) In erster Linie betrachten wir den Fall, dafs eine Ablenkung 
durch die Krümmung des Geleises hervorgerufen wird. Von der üblichen 
Überhöhung der aufseren Schiene in der Kurve sehen wir zunächst der 
Einfachheit halber ab. B sei der Krümmungsradius des Geleises in der 
Kurve. Die Drehge seh windigkeit in der Kurve heiße di!;/dt und bet 
rechnet sich aus R und der Fahrgeschwindigkeit v zu 

\^> dt~ B 

Der Radsatz führt in der Kurve zu gleicher Zeit zwei Drehungen 
aus, einmal eine Drehung um sei^e Mittellinie, seine „Eigendrehung"^ 
andrerseits die „hinzukommende" Drehung -^ um eine vertikale Aie 
durch den äugen bUcklichen Krümmungsniittelpunkt der durchfahrenen 
Kurve. Da wir indessen von der Vorwärtsbewegung des Zuges bei der 
Berechnung der Kreiselwirkungen absehen können und lediglich die 
Drehimgen des Radsatzes um seinen 
Schwerpunkt zu betrachten brauchen, 
so ordnen wir der hinzukommenden 
Drehung als Äxe lieber die Vertikale 
durch den Schwerpunkt des Radsatzes zu. 
In Fig. 117 sind die beiden Äxen OV 
(Äxe der hinzukommenden Drehung jy| 
und OF (Ase der Eigendrehung = 
Figurenaxe des Kreisels = Mittellinie 
des Radsatzes) markiert. Die Fahrt- 
richtung des Zuges steht zu beiden Äsen senkrecht und ist in der Figur von 
dem Beschauer fortweisend gedacht, so dafs die Eigendrehung um die 
nach rechte gezeichnete Axe OF im Uhrzeigersinne erfolgt. Der Mittel- 
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puatt der Kurve möge reehte von der Fahrtrichtimg liegen, so dafs die 
Drehung -~ Ton oben gesehen im Uhizeigeiainne stattfindet. In der 
Figur raarkieren wir die zu OV und OF senfereehte Äxe OK, die 
„Knotenlinie", welche mit der Fahrtrichtimg abgesehen vom Sinne Über- 
einstimmt. Dies ist zugleich die Axe der Kreiselwirknng, welche nach 
der Regel vom gleichsinnigen ParalleUsmus (vgl. den vorigen Para- 
graphen) den Radsatz um die dem Krümmungsmittelpunkt der Kurve 
abgekehrte, äufsere (in der Figur Unke) Schiene aufzukippen strebt. 
Diese Kreiselwirkung K stellt uns den Inbegriff der für uns in Betracht 
kommenden Trägheits Wirkungen des rotierenden Radsatzes dar. Ihre 
Größe bestimmt sich durch die Formel (I) des vorigen Paragraphen zu 

oder wegen der Gl. (2) und (3) dieses Paragraphen zu*) 

(4) jir-, ».'-],. 

Bezeichnen wir die Spurweite der Schienen mit s und setzen 
K — Ps, so bedeutet P denjenigen Betrag, um welchen die äufsere 
Schiene durch die Kreiselwirkuag belastet, die innere 
Schiene entlastet wird (vgl. Fig. 118). Das Paar der 
Kräfte P wird natürlich durch die Schienen aufgenommen, 
indem der Gegendruck der äufseren Schiene um den Be- 
trag Q ^ F vergröfsei-t, der der inneren Schiene um den 
gleichen Betrag ermäfsigt wird — beides gegenüber dem- 
jenigen Gegendruck, der sieh als Reaktion gegen das Gewicht des 
Fahrzeugs ergiebt. 

Das Kräftepaar Qs der Sehienenwirkungen ist nichts anderes als 
das äufsere Moment 9Jt, von dem im vorigen Paragraphen die Rede war, 
und dessen Betrag nach unserem allgemeinen Impulssatze gleich der 
Anderungsgeschwindigkeit des Impulses ist (vgl. Fig. 117, wo diese 
Änderung angedeutet ist). Während die Kreiaelwirkung K eine fingierte 
oder Trägheitswirkung ist, haben wir dieses Moment St der Schienen- 
reaktion als die physikalisch existierende, durch die thatsacbliche Führung 
des Radsatzes in den Schienen realisierte Wirkung anzusehen. 

Was die im vorigen Paragraphen hervorgehobene Ungeuanigkeit 
unserer Formel für die Kreiselwirkung betrifft, so überzeugen wir uns 
leicht, dafs diese bei den Verhältnissen des Eisenbahnbetriebes nicht 
in Betracht kommt. Sie bestand darin, dafs der Impuls der hinzn- 

*) Wir finden diese Formel e. B. in dem anregenden kleinen Buch von 
Wortiington: Djnamica oi rotation, an elementary introduction to rigid 
dynamics, 5. Aufl., London 1904, pag. 157, Example (1). 
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kommenden Drehnng gegen den Eigenimpuls vernachlässigt wurde. Nun 
verhält sich die hinzukommende Drehgeschwindigkeit vjM zu der Eigen- 
rotatiou vjr wie der Radradius zum Radius der Kurve; von diesem Ver- 
hältnis unterscheidet sich das Verhältnis der zugehörigen Impulsfeom- 
ponenten nur durch den Faktor des Verhältnisses der Trägheitsmomente 
um die Vertikale und die Figurenaxe. Die Berechtigung zu der frag- 
lichen Vernachlässigung ist also aufser Zweifel. 

Es entsteht nun die Frage, ob unsere Kreiselwirkung irgendwie 
praktisch in Betracht kommt. Wir unterrichten uns darüber am besten, 
wenn wirsie mit dem Moment der Cenfrifugalkraft vergleichen, welche beim 
Durchfahren der Kurve auftritt und im Eisenbahnbetriebe ihre bekannte 
wichtige Rolle spielt. 

Zunächst sehen wir, dafs die Kreisel Wirkung dem Sinne nach mit 
der Craitrifugalwirkung übereinstimmt; denn auch die Centrifugalwirkung 
ist bestrebt, den W^en um die äufsere Schiene der Kurve umzukippen. 
Durch die Kreiselwirkung wird also die äufsere Schiene in einer Kume 
noch mehr belastet, die innere noch mehr entlastet, als es durch die Ceniri- 
fugalkraft dllein geschieht. Namentlich der letztere Umstand ist es, der 
aus Sicherheitsgründen unerwünscht ist. 

Die Gröfse der Centrifugalkraft ist in unseren obigen Bezeichnungen. 
Mv^/B; sie greift, können wir sagen, im Schwerpunkte des auf unsere 
Axe entfallenden Zugteiles an und liefert, wenn h die Höhe dieses 
Schwerpunktes über der Schienenoberkaate ist, das Kippmoment 

Dieses ist also nicht nur in der Richtung, sondern auch in seiner 
Abhängigkeit von Fahrgeschwindigkeit und Bahnkrümmung mit dem 
Moment der Kreiaelwirkung gleichgebaut. 

Mit Rücksicht auf Gl. (4) folgt*); 

'>^-' W — M h 



Beide Faktoren der rechten Seite sind echte Brüche. Denn es ist 
s betrachteten Zugteiles gröfser als die wirldiche 
i Badsatzes, und diese ist wieder noch etwas grölser als die 



■ *) Vgl. hierzu F. Kötter: Die Kreiselwirknng der EMerpaaie bei regel- 
mäfBiger Bewegung des Wagens in kreisförmigen Bahnen. Sitaungsber. d. Berliner 
Mathem. Geeellsehaft, III, Jahrgang, 1904, pag. SS, wo auch eine gleiehmäfsige 
Überhöhung der äufseren Schiene berüctsiclitigt wird. Das durch unsere Gl. (5) 
gegebene Veiiiältnis der Kreiselwirkung zur Centrifugalwirkung deutet Herr Kötter 
als eine verliältnisniäfHige VergrÖfaerung des Hebelarmes der Centrifugalwirkung, 
nämlich als eine scheinbare Erhöhung der Schwerpunktalage des Wagens. 
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redmierte Masse des Radsatzes (d. b. diejenige Masse,, die auf dem Um- 
falle der Räder angebracht, dasselbe Trägheitsmoment um die Mittel- 
liflie ergeben würde wie die wirkliche Masse des Radsatzes). Ferner 
liegt der Schwerpunkt des Radsatzes in der Höhe r über den Schienen, 
also der G^ amtschwer punkt des Zngteiles jedenfaUe höher als r. Mit- 
hin ist sicherlich K <. H. 

Relativ am gröfsten wird die Kreiselwirknng bei den elektrisch 
angetriebenen Bahnen, faUs hier, wie in dem folgenden Beispiel, der Motor 
direkt an dem Radsätze befestigt ist, wodurch das Trägheitsmoment und 
die reduzierte Masse des Radsatzes verhältniemäTsig grofs wird. Äutserdem 
kommt dann der Schwerpunkt der Gesamtmasse verhältnismafsig tief zu 
liegen, so dafs die Centrifugalwirkung gering wird. Die folgenden Angaben 
entsprechen einem von Siemens und Halske erbauten Scbnellbabn- 
w^en, der für die Probefahrten der „Studiengeseüschaft für elektrische 
Schnellbahnen" auf der Strecke Marienfelde-Zossen, Herbst 1903, benutzt 
worden ißt.*) Die Abmessungen waren: das auf die einzelne Äse ent- 
fallende Wagengewicht rund 15 Tonnen**), wirkliebea Gewicht eines 
angetriebenen Radsatzes 4 Tonnen, anf den Umlang reduziertes Gfewicht 
desselben etwa 1,5 Tonnen ***)j Höhe des Schwerpunktes über Scbienen- 
oberkante ***) rund 1 m, Radradius 0,625 m. 

Wir haben hiernach zu setzen m/M = 1,5/15 = 1/10, r/k = 0,625, 
mithin ergiebt sieb 

§ = 0,0625 = 1. 

Das Gesamtmoment beim Durchfahren einer Kurve wird daher 

H+K=m[i + ^)^1,06H, 

ist also anter den vorausgesetzten Umständen um Q% höber wie das 
gewöhnlich allein berücksichtigte Moment der Centrifugalkraft. Dieses 
Gesamtmoment wächst wegen des Ausdruckes von H in bekannter 
Weise mit der Krümmung und namentlich mit der Fahrgeschwindigkeit, 
während das Verhältnis beider Anteile K und M von Krümmui^ und 
Fahrtgeschwindigkeit unabhängig ist. 

*) Vgl. Elektrotechn. Zeitechr. 1901, pag, 778 oder Zeiteohr. d. Ver. deutscher 
Ing. 1904, pag. 949. Der auf der Aae befestigte Motor ist in Bpäteren Aus- 
führungen nicht beibehalten worden; vielmehr sorgt man Jetzt für möglicbet gute 
Abfederung deaselben. 

**) Das Gesamtgewicht dea Wagens beträgt 93400 kg; der Wagen hat zwei 
dreiazige Diebgestelle mit je zwei aufseien Motoraxen und einer Laufase in der 
"Mitte. 

***) Nach einer gefölligen Mitteiinng der erbaueaden Firma. 
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b) Bekanntlich begegnet man dem schädlichen Momente der Oen- 
trifugalkraft dadurch, dafa man die äuTsere Schiene in einer Kurve 
Überhöht imd auf diese Weise ein entgegenwirkendes Schwerem oment 
ins Spiel bringt. Wegen der bisher betrachteten Kreiselwirkung wäxe 
diese Überhöhung, wie wir oben sahen, um einige Prozent zu vergröfsem. 
Die notwendige Überhöhung hat nun aber noch weitere Folgen. 
Natürlich mufs die Überhöhung vor und hinter der Kurve — in den 
sog. Übergangsbögen — stetig eingeleitet und in die nicht überhöhte 
Strecke zurückgeführt werden. Der Radsatz befindet sich also beim 
Einlaufen und Auslaufen der Kurve in einem Zustande stetig zunehmender 
oder abnehmender Schiefstellung seiner Ase. Ersichtlich tritt hierbei 
abermals eine (von der bisher betrachteten verschiedene) Kreiselwirkung 
auf, welche nunmehr eine vertikale Axe haben wird. 

Wir knüpfen an Fig. 119 an, denken 
uns ebenso wie in Fig. 117 das KrOm- 
mungscentrum rechts von der Bahn und 
nehmen daher an, dafs die linke (aufsere) 
Schiene überhöbt ist. Beim Übergang 
von der niclitüberhöhten zu der erhöhten 
Strecke wird der B.adsatz um die Axe 
der Fahrtrichtung im Uhrzeigersinne 
*^^' ^^^* gedreht; die bezügliche Drehgeschwindig- 

teit heifae -^ ■ Durch diese wird der Impuls N des Radsatzes nach 
unten hin abgelenkt; Aas hierzu erforderliche Drehmoment ist, vom 
Halbstrahl OV beurteilt, negativ. Das entgegei^esetzte Drehmoment 
stellt den Widerstand des Radsatzes gegen die Impolsablenkung 
oder kurz seine Kreisdwirkung dar; diese wirkt also um OV im Sinne 
- des Uhraeigers entsprechend der Regel vom homologen Parallelismus. 
Hierauf bezieht sich der in Fig. 119 angebrachte Pfeil K'. Führt der 
Übergangsbogen umgekehrt von einer überhöhten krummen zu einer 
iiiehtüb erhöhten geraden Strecke, so kehrt sich ersichtlich der Sinn von 
-^ und damit auch der Sinn der Kreiselwirkung um. 

Auch die Gröfse unserer jetzigen Kreiselwii-kung ist wieder durch 
die Formel (I) des vorigen Paragraphen bestimmt zu 

<6) i = i^||- 

um sie mit der vorher berechneten UrÖfae von K vergleichen zu 
jcönnen, haben wir zunächst die Winkelgeschwindigkeit -j zu be- 
rechnen, h' sei die Überhöhung der äufseren Schiene in der Kurve, 
l die Länge des Übei^^gsbogens, also k'/l die für den ganzen Über- 
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gangsbogen als gleictmärsig Tor ausgesetzte Neigimg des Suis er en 
Schienenstranges gegen die Horizoatalebene oder der Anstieg desselben 
für die Länge 1. Ist s wieder die Spurweite der Bahn, so wird daher 
die Winkeländerung der Mittellinie des Radsatzes, ebenfalls für die 
Längeneinheit, h'jls. Da aber der Zug in der Zeiteinheit v Längen- 
einheiten zurücklegt, so wird die genannte Winkeländerung pro Zeit- 
einheit, d. h. die Winkelgeschwindigkeit -^ gleich 

Is ' 
Setzen wir noch für N den Wert aus Gl. (2) ein, so liefert (6) 
(7) ^--ms'lf 

Dieses Moment K' ist natürlich, ebenso wie K, um so gröiser, je 
gröfser die Fahrgeschwindigkeit ist, und hängt überdies Ton dem 
gröfseren oder geringereu Anstieg der Schiene in dem Ubergangsbogen 
ab. Der Vergleich von Formel (7) und (4) zeigt nun, dals 

Man beachte, dafs bei dem Übergang von einer geraden zu einer 
kreisförmig gekrümmten Strecke der Krümmungsradius B des Uber- 
gangsbogens von dem Anfangswerte oo stetig bis auf den Radius der 
definitiven Kreisbogen strecke vermindert wird. Da die Kreiselwirkung K 
mit abnehmendem Krümmungsradius zunimmt, die Kreiselwirkung K' 
aber vom Krümmungsradius unabhängig ist, so versteht man, dafa zu 
Beginn des TJbergangsbogens (S sehr grofs) K' überwiegen muls. Wir 
fri^en, ob dies auch am Ende des Übergangsbogens gut, wo K seinen 
vollen Wert erreicht hat, der für das weitere Passieren der kreisförmigen 
Kurve mafsgebend ist. 

Wir setzen diejenige scMrfete Krümmung voraus, die im Eisen- 
bahnbetriebe noch mit voller Sclmellzugsges eh windigkeit (100 km/Stunde) 
passiert werden darf, nämlich B, = 900 m. Die Spurweite beträgt 
durchgehends s = 1,435 m. Bei der Tracierung der Bahn wählt 
man die Länge des Übergangsbogens so, dals der Anstieg mögUchst 
nicht mehr als 1 : 300 wird, d. h, man wählt l nach Möglichkeit 
— 300 h'. Hiernach ergiebt Formel (4) 



K ~ 



= 2,1. 



Es zeigt sich also, dafs beim Durchfahren eines < 
dauernd die Krdsehvirhmg um die Vertikale diejenige vm die Fahrt- 
richtung 'überwiegt. Ist der kreisförmige Teil der Kurve erreicht, in 

Kleln-SomiEsrfeld, KieisellieweeuDg. ÖO 
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welcter kein Wechsel der tjberliölmng mehr eintritt, so fällt natürlich 
die WirkuQg K' fort, und bleibt K aUein übrig. 

In dem Berieht*) der bereits genannten StudiengesellacLaft für 
elektrisclie SehnellbaJinen über ihre Versuchsfahrten September — No- 
vember 1903 finden wir in der That einen Hinweis auf die Wichtigkeit 
sanft geneigter ubergangsbögen bei höheren Geschwindigkeiten. Auf 
der Versuchastrecke hatte die stärkste Kurve 2000 m Erömmungsradius; 
die Überhöhung der äufseren Schiene von 80 mm war ursprünglich auf 
eine Strecke von 50 m, d. h. in einem Anstieg von 1 : 600, ausgeglichen. 
Indessen erwies sich dieser Anstieg für Geschwindigkeiten gröfser als 
160 km/Stunde zu steil: Bei der Einfahrt in die Kurve war die einseitige 
Hebung des Wagens deutlich als Stois zu spüren, dessen Drehbestand- 
teil also wohl in der Hauptsache auf Kreiselwirkuug zurückzuführen 
wäre. Als dagegen der Anstieg auf 1:1200 erniedrigt war, ver- 
schwanden die beobachteten Stöfse fast ganz. 

Es scheint also, dafs im Gegensatz zu der urspränglich betrachteten 
Kreiselwirkung K, deren unmittelbare praktische Bedeutung gering ist, 
die Kreiselwirkung K' unerwünschte Folgen haben kann. Wir wollen 
daher der Art und Weise, wie letiftere zustande kommen, etwas i^ber 
nachgehen. 

Bekanntlich hat der Radsatz innerhalb der Schienen immer etwas 
Spielraum (10 bis 20 mm); er kann also der Kreisel Wirkung IC, die ihn 
um die Vertikale zu drehen strebt, in beschränkten Grenzen nachgeben, 
wobei allerdings die sehr starke Reibung zwischen Rad und Schiene 
entgegenwirkt. Man kann bemerken, dafs die Reibimg im Wesent- 
lichen unabhängig von der Geschwindigkeit ist, die Kreisel Wirkung 
aber quadratisch mit ihr anwächst. Bei zunehmender Geschwindigkeit 
könnte also trotz der grofsen Reibung die Kreiselwirkung K' in einer 
Verdrehung um die Vertikale sich äufsern. In dem mit dem Badsatze 
verbundenen Fahrzeug wird dann ebenfalls eine Drehung mn die Vertikale 
oder, wie man im Eisenbahnwesen sagt, ein ScMingern hervorgebracht. 
Wegen der federnden Verbindung zwischen Radsatz und Fahrzeug kann,. 
zumal bei der Lokomotive, eine solche Schlingerbe wegnng einmal ein- 
geleitet einige Elongationen machen und dadurch ihrerseits auf den 
Radsatz zurückwirken in einem Mafse, das natürlich wieder durch die 
Schienenreibung bestimmt wird. Gleichviel durch welche Ursachen 
hervoi^erufen, wird eine Ablenkung des Radsatzes um die Vertikale 
ebenso wie die ursprünglich betrachtete Ablenkung beim Durchfahren 
einer Kurve Kreisel Wirkungen K hervorrufen, bestehend in einem Mo- 

*) Berlin 1904 bei S. Heimaim, pag. 44. 
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ment um die Fahrtrichtung. Die GrÖfse des so entstehenden Momentes 
hängt von der G-eaehwindigkeit des Schlingems ab. Die letztere wird 
aber jetzt erheblich höher werden wie beim Durchfahren einer Kurve, 
wo sie nur v/R betrug. Es möge hervorgehoben werden, dafs die 
Drehgeschwindigkeit des Schlingema gemildert werden kann, wenn 
man dem Fahrzeug ein möglichst grofseB Trägheitsmoment um die 
Vertikale giebt. 

c) Unsere Darstellung brachte es mit sich, daJ"a als primäre Ur- 
sache unseres Momentes K' zunächst die absichtiiehe Überhöhui^ einer 
Schiene in einem Übergangsbogen angesehen wurde. Es liegt aber auf 
der Hand, dals imbeabsiehtigte Höhenunterschiede der Schienenführung 
und Unregehnäfsigkeiten am Radumfange in demselben Sinne und 
eventl. in erhöhtem Mafse wirken werden. Wenn z. B. ein Rad an 
unserer Axe unnmd gelaufen ist, so maßht die Mittellinie der Äie 
bei jedem Umlauf eine kleine Senkung und darauffolgende Hebung 
durch. Bei der hiei"dnreh hervorgerufenen Kreiselwirkung K' kommt es 
nicht auf die Gröfse der Senkung oder Hebung selbst, sondern auf die 
Gröfse ihres Abfalles und Anstieges an: diese wird auch bei geringer 
Abweichung des Bades von der Kreiaform verhältnismälsig grofs sein, 
da sich Abfall und Anstieg je auf der Verhältnis mäfsig kurzen Strecke 
eines Radumfangea wiederholen. Auf diese Weise können starke Mo- 
mente K' und schnelle Schlingerbewegungen, endlich als Folge der- 
selben bedeutende Momente K und abwechselnd erhebliche Ent- 
lastungen der einen oder anderen Schiene eintreten. Ebenso wie Un- 
regelmäfaigkeiten im Radumfange wirken Unregdmäfsigkeiten in der 
vertikiüm Schienenführung, sog. GeleisbuckeL In direkter Weise femer 
wirken auf Momente K und damit auf Entlastung der einen und Be- 
lastung der anderen Schiene Unregelmäfsigheiten in der horisontalen 
Sdiimenfiäirwng, seitliche Ansbiegungen der Schiene hin. Es ist dabei 
namentlich zu betonen, dafs die horizontalen und vertikalen Unregel- 
mäfaigkeiten sich gegenseitig bedingen und mit der Zeit verstärken 
können. 

Ein vertikaler Geleisbuckel z. B. bewirkt eine kleine Schlingerr 
hewegung des Eadsatzes; diese würde nach dem Passieren des Buckels einen. 
Druck des Eadsataes gegen eine der Schienen zur Folge haben, und zwar 
(bei gegebener Geschwindigkeit und Massenverteilung des Fahrzeuges) 
immer gegen dieselbe Stelle der Schiene. Allmählich wird sich daher eine 
dem vertikalen Qeleisbuckel entsprechende horizontale Schienenausbiegung 
ausbilden. Gehen wir andererseits von einer horizontalen Unregel- 
mäfeigkeit aus, so bewirkt diese eine Mehrbelastung der einen Schiene, 
nämlich wenn die Krümmung nach aufsen konvex ist, eine Mehr- 



y Google 



780 IS- Techniache Anwendungen. 

belastung der unregelmäfsig geknimniten Schiene selbst, wenn die Krüm- 
mung nach innen konvex ist, eine Mehrbelastung der anderen Schiene. 
Wenn eine hinreichende Anzahl von Eadsätzen und Zügen diese Stelle 
passiert bat, wird sieh die mehrbelastete Schiene aUmählieh durchgebogen 
oder ausgeschliffen haben. Ein vertikaler Gdeishuckel ersmgt also einen 
horisontaUn tmd e/M horizofUaler einen vertikalen; die Kreisehoirkung 
arbeitet dajier systematisch auf eine VersdüechteruYtg der Strecke hin. Ge- 
rade das Znsammen wirken von horizontalen und vertikalen Geleisbuckeln 
und die durch die Schlingerbewegung vermittelte Verkettung der Mo- 
mente K und K' können für die Sicherheit des Betriebes gefährlich 
werden; es wäre wohl wert, diese zunächst rein theoretischen Möglich- 
keiten an Hand der Erfahrung einmal nachzuprüfen. 

Als erschwerender Umstand kann femer eine Art JResonanzwirhjing 
mitspielen, in allen denjenigen Fällen, wo die Kreisel Wirkungen (z. B. 
bei unrunden Bädern oder bei durcheinander bedingten Horizontal- und 
Vertikalbuckeln) rhythmisch aufeinanderfolgen und wo dieser Rhythmus 
übereinstimnit mit dem Rhythmus der freien Schwingungen des federnd 
gelagerten Wagens.*) 

Wahrscheinlich wird der Leser geneigt sein, diese Sehlulsfolge- 
rungen als theoretische Übertreibungen zu empfinden, wenn er sie 
mit seinen Erfahrungen über die Ruhe und Sicherheit eines gut ab- 
gefederten Eisenbahnwagens vergleicht. Hiergegen ist zu bemerken, dafs 
nach Formel (4) und (6), welche nicht nur fttr regelmäfsige Kurven 
nnd Überhöhungen, sondern entsprechend auch bei Geleisbuckeln gelten, 
alle Kreisdwirhmgen mit dem Quadrat der Fahrgeschwindigkeii v zu- 
nehmen. Mögen diese Wirkungen daher unter gewöhnlichen Umständen 
kaum merklich sein, so erreicht man dnrch gehörige Steigerung der 
Fahrgeschwindigkeit eine Grenze, wo sie merklich, und bei weiterer 
Steigerung eine Grenze, wo sie gefährlich werden. Diese Grenzen 
liegen sogar gar nicht sehr hoch, eben weil eine Verdoppelung der Ge- 
schwindigkeit bereits eine Vervierfachuiig der Kreiselwirkung zur Folge 
hat. Thatsächlich wird von den Teilnehmern an den in Berlin aus- 
geführten Probe schnellfahrten bestätigt, dafs bei dem ursprünglichen, 
für die Probefahrten nicht besonders vorbereiteten Zustand des Geleiaea 
schon für 150 km/Stunde Geschwindigkeit das Gefühl der Sicherheit 
in sein Gegenteil verwandelt wurde. Die im gewöhnliehen Betriebe 
als zulässig festgesetzten Geschwindigkeiten sind eben so bemessen, 
. dafs bei ihnen die Unregelmäfaigkeiten im Zustande der Geleise und 

•) Man könnte daran denken, die Kreiael Wirkungen des Radsatzes dadurch an 
kompensieren, dafe man auf der gleichen Axe ©ine Schwungmasse anordnet, die 
rait eutgegengeaetat gleichem Impuls uialäuft. 
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der Räder sowie die Schwingungsbewegungen der Fahrzeuge noch 
feeine schädlichen Folgen haben. 

Wir verstehen daher, dals die „StudiengesellBchaft für elektrische 
Schnellhahnen", bevor sie zu den schlierslich erreichten Höchst- 
geschwindigkeiten von 200 his 210 km/Stunde überging, zunächst eine 
Verstärkung des Oberbaues vornahm und sorgsamste Überwachung 
desselben veranlaTste. Insbesondere spricht Herr Wittfeld*) aus, deesen 
Veröffentlichungen und gefäUigen persönlichen Mitteilungen wir dieunterc) 
mitgeteilten Gesichtspunkte verdanken, dafs die Höchstgrenze der Fahr- 
geschwindigkeit wesentlich durch den Oberbau und die Gleisführung 
bestimmt wird. Unter den sonstigen Forderungen, die Herr Wittfeld 
an einen für Schnellfahrteu geeigneten elektrischen oder Dampfwagen 
stellt, heben wir hervor: 

Badsätze von möglichst geringem Trägheitsmoment C — zur Ver- 
minderung der Kreis elwirfeungen K und K'- 

Fahrzeuge von möglichst grofsem Trägheitsmoment um die vertikale 
Schwerase — zur Verminderung der eventuell durch Kreiselwirkungen 
angeregten Schiin gerbe wegungen. 



Bei der Korrektur hatten wir Gelegenheit, einen Aufsatz von Herrn G. Brecht 
über „Sehwerpunktalage und Kreis elwitkungen bei elektrischen Lokomotiyen" im 
Manuskript einzusehen, welcher demnUchst in der Zeitschrift für elektrische Kraft- 
betriebe und BalBen erscheint. Die allgemeinen Überlegungen entsprechen durch- 
aus dem Vorstehenden, werden aber durch eingehende Zahlenrechnungen an be- 
stimmten Lokomotivtjpen belegt. Aus den Schlufsfolgemngen des Verf., die für 
gewisse Bautypen auf eine praktische Bedeutungslosigkeit der Kreisel Wirkungen 
hinauslaufen, führen wir an; 

,3ei elektrischen Schnellzugslokomotiven sind aweifellos gewisse, dem elek- 
trischen Anteieb teilweise eigentümliche Kreiselwirkungen zu beachten. Bei 
Lokomotiven mit Zahnradmotoren sind sie am geringsten, schon wegen des ver- 
schiedenen Drehsinns der umlaufenden Massen. Bei Asenmotoren sind sie unier 
sonst gleichen Verhältnissen gröfser. , . ." 

„Die in Krümmungen und Oberhöhungen auftretenden gleichförmigen Kreisel- 
wirkungen (vgl. oben unter a) und b)) äudern die senkrechten und seiÜiehen 
Schien endrücke um höchstens 5 — 15% ■ ßiese Wirkungen spielen keiue EoUe 
gegenüber anderen Einflüssen, insbesondere gegenüber der Fliehkraft und den un- 
vermeidlichen Stofswirkungen." 

„Etwas gröfsere Bedeutung haben bei der neueren Bauart elektrischer Loko- 
motiven die Wirkungen, die durch die abgefederten umlaufenden Massen hervor- 
gerufen werden. Es liegt die Möglichkeit vor, dafs durch die Kreiselwirknng ein 
schlingerndes Fahrzeug ins Wanken gerät und umgekehrt (vgl. oben den Schlufs 
von b)). Diese Erscheinungen können aber nur ausnahmsweise und nur bei Fahr- 

*} Vgl. den Vortrag desselben: Über Schnellbahnen und elektrische Zug- 
förderung auf Hauptbahnen. Annalen für Gewerbe und Bauwesen, herausgeg. 
von Glaser, ßd. 50, Heft 5, 1902, pag. 8S, 
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geBchwindigkeiten über 200 km/Std. in, aotchem Grade auftreten, dafa sie praktiach 
von Belang sind ; die Betriebssicherheit beeinträchtigen aie auch dann noch nicht. 
Aufsetdem wirken beiden Schwingungen erhebliche B^ibungs widerstände enigegen, 
BO dftfa aie aich gegenseitig schnell zum Verlöschen bringen. . . ." 

„Die Verwendung von Aienmotoren hat anr Folge, dafs die einaelnen Radsätze 
Terhältniamärsig grofae Impnlae erhalten. Wenn daher bei einer solchen Loko- 
motive an einer beaondera schlechten Stelle dea Gleises (vgl. oben unter o)) die 
Aien schnell hintereinander kurze Drehsiöfae in ihren senkrechten Ebenen er- 
fahren, ao können diese sehr wohl kräftige Drehungen der Äsen in wagerechtem 
Sinne zur Folge haben; es liegt dann thatsäeblich die Möglichkeit vor, dafs das 
ganze Lokomotivnntergestell einen energischen Brebstofs erhält, der starkes 
Schlingern verursacht. . . . Ansgeschloasen ist es jedenfalls nicht, dafs beim Zu- 
Eammentreffen verachiedener ungünstiger Umatäjide und bei sehr achiechter Gleis- 
Iftge Axen mit fest eingebanten Motorankem thataächlich bedenkliche Ereiaei- 
wirkungen geben können." 

§ 3. Der Geradlaufapparat der Torpedos. Whitehead- und Howell- 
Torpedo. 

Bin Beispiel für eine wohl durchdaclite und praktiseh wirksame 
Kreiselstabilierung bildet der Geradlaufapparat des Whitehead-Torpeäos. 
Die eigenartige Widerstandsfähigkeit des Kreisels gegen Riclitungs- 
änderungen, seine „absolute Orientierung im Räume", wie wir am 
Sehlufe von Kap. IH s^ten, kommt hierbei voll zur Geltung, 

Um die Wirksamkeit des Geradlaufapparates darzulegen, wird es 
nötig seioj etwas auszuholen und die »Ugemeine Einrichtung eines 
Torpedos zu skizzieren. 

Der Whitehead-Torpedo hat ungefähr die Form einer Zigarre, ist 
5 m lang und hat an der dicksten Stelle einen Durchmesser von 45 cm 
(vgl. Fig. 120). Das Kopfstuck enthält die Spieugladung (Sohiefsbaum- 



■woUe) und den Zünder. An dieses schliefst sich der Windkessel 
(300 Liter Inhalt) au, welcher das ganze Mittelstück des Torpedos ein- 
nimmt; er ist mit Preßluft von 100 Atm. gefüllt und bildet die Quelle 
aller Arbeitsleistungen, die der Torpedo in seinem Lauf auszuüben hat, 
betätigt also die Maschine, die die Geschwindigkeit des Torpedos 
unterhält, und legt die Steuerruder aus. Es folgt die Schwimmkammer, 
welche den Tiefenapparat beherbergt, von dem wir sogleich sprechen 
■werden, dahinter liegt der Maschinenraum. Die Maschine hat drei Zylinder, 
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ihre Leistung betr^ etwa 60 Pferdestärken; die Prefsluft wird, bevor 
sie in die Maschine tritt, auf 30 Atm. heruntertransformiert. Zwischen 
dem Maschinenraum und dem Schwanzstück befindet sich das Tunnel- 
stück, in dem die Wellen von der Masehirie nach den beiden Pro- 
peUem hin verlaufen und an dessen Ende der uns vornehmlieh inter- 
essierende Gemälaufappwrai untei^ebracht ist. Die beiden hintereinander 
eten Propeller laufen, zur Vermeidung von Drehmomenten, in 
1 Sinne und machen etwa 1000 Umdrehungen in der 
Minute. Aufser den Propellern enthält das Schwanzstück in seiner 
horizontalen Flosse die Euder für den Tiefenapparat, in seiner verti- 
kalen Flosse die für den Geradlaufapparat. 

Die gröfste Entfernung*), auf die ein Torpedo geschossen wird, 
beträgt 600 m, die Geschwindigkeit des Laufes etwa 15 m/see. Die 
Schüsse werden teils unter dem Wasser, teils über Wasser abgegeben. 
Der Schwerpunkt der Gesamtmasse des Torpedos liegt 1 cm tiefer als 
' der Schwerpunkt der verdrängten Wassermaese, woraus eine gewisse, 
wenn auch geringe Stabilität gegen Krängungen folgt. 

Wir schüdern nun einerseits den Tiefenapparat, andererseits den 
Geradlaufapparat. 

Der Tiefena^>parat hat den Zweck, den Torpedo auf einer gegebenen, 
vor dem Sehufs einzustellenden Tiefe (3 bis 4 m unter dem Wasserspiegel) 
zu halten. Hierzu dient eine Platte mit Membran oder ein Kolben, der von 
der einen Seite her mit dem Wasser in Berührung ist und gegen den sich 
von der anderen Seite her eine Spiralfeder gegenlegt. Der Kolben ist im 
Gleichgewicht, wenn Wasserdruck und Federkraft gleich sind; die Feder 
ist so reguliert, dafs dieses in der gewünschten Tiefe von 3 bis 4 m 
zutrifft, überschreitet der Torpedo diese Tiefe, so nimmt der Wasser- 
druck nach dem bekannten hydrostatischen Gesetz zu; er ist nun stärker 
wie die Feder und drangt den Kolben zurück. Unterschreitet er diese 
Tiefe, so überwiegt die Federkraft; der Kolben rückt gegen das Wasser 
vor. Durch ein Stangenwerk und einen Schieber, der den Zutritt von 
Prefsluft zu den Steuern reguliert, ist der Kolben mit den genannten zwei 
Rudern in der Sehwanzflosse verbunden; beim Zurückweichen des Kolbens 
werden die Ruder nach oben, beim Vordringen nach unten hin ausge- 
legt. Im ersten Falle wird daher durch den Druck des gegen die 
Ruder strömenden Wassers das Kopfende des Torpedos gehoben, im 
zweiten Falle gesenkt. In beiden Fällen wird die Abweichung gegen 
die eingestellte Tiefe solcher Weise korrigiert. Die Einrichtung des 

*) Diese Angabe beaielit eich auf das Jahr 1900 (rgl. die Anm. am Schlufs 
des Paragraphen). Neuerdings wird eine erheblich gtöfaete SchoTsweite (in der 
engliBchen Statine bis zu 5000 m) angestrebt. 
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Tiefen apparates bringt es mit sich, dafs die Abweichung sogar stets 
iiberkorrigiert wird, so doTs eine Abweichnng naeb unten von einer 
solcben nach oben gefolgt wird, doeb wird durch eine noch eigens 
vorgesehene Pendelvorrichtung, die die Steuer wieder zurücklegt, die 
Übertorrektion abgeschwächt. Im Ganzen wird sieh also der Torpedo 
in einer flachen Wellenlinie um die vorgeschriebene Tiefe herumbewegen. 

Der Geradlaiufapparat*') ist von dem österreichischen Ingenieur 
Obry konstruiert und hat den Zweck, den geraden Kurs des Torpedos, 
wie er durch die Visierrichtung beim Abschiefsen gegeben ist, festzu- 
halten. Seine Aufgabe ist mehr, die Seitenabweichungen von dem ge- 
raden Kurse zu bemerken, wie sie aufzuheben oder rückgängig zu madien. 
Die letztere Funktion fällt der Prefslnft zu, die von dem Windkessel in 
feinen Kanälen**) durch ein von dem Geradlaufapparat gesteuertes Ventil- 
System anaströmt und zwei miteinander fest verbundene Ruder auslegt, 
die, wie erwähnt, ebenfalls in der Schwanzflosse untergebracht sind, bei 
Linksabweiehung nach rechts, bei Rechtsabweichung nach links. Der 
Geradlaufapparat hat gewissermafaen nur die Innervation zu geben, 
während die eigentliche Arbeitsleistung — die Muakeltätigkeit, wie wir 
im Bilde des tierischen Körpers sagen könnten — von der Prelälvift 
des Windkessels verrichtet wird. Wir nennen diese Anordnung das 
Frinsip des indirektert, Geradlaufes, weil der Apparat hierbei nur aus- 
lösend auf ein ergiebigeres Kraftreseryoir wirkt und die erforderliehe 
Richtungsänderung des Torpedos durch Vermittelung dieses letzteren 
erreicht wird. Das umgekehrte Prmdp des direkten Geradlaufes werden 
wir bei dem Howell-Torpedo kennen lernen, bei dem der Geradlauf- 
apparat gleichzeitig die Funktion der Nerven und der Muskeln über- 
nehmen soU. Der indirekte Geradlauf hat den grofsen Vorteil, dafs er 
nur kleine Kraftwirkungen verlangt, die durch einen Apparat von 
mäJsiger Masse erzielt werden können, während der direkte Geradlauf 
eine Vorrichtung erfordert, dereji Massigkeit einigermafsen der zu be- 
wegenden Gesamtmasse des Torpedos proportioniert sein mufs. Der 
Obry-Apparat wiegt noch nicht 4 kg; die Ausführung seines Sehwung- 
ringes, der Lager und des Ventilsystems ist Präcisionearbeit, wie sie 
nur bei einem Apparat von geringen Mafsen möglich ist. 

Wir haben schon oft auf die gyrosk epischen Eigenschaften des 
Kreisels, d. h. auf seine Fähigkeit, eine Richtungsänderung zu bemerken, 
hingewiesen, z.B. bei Gelegenheit der Foucault'schen Versuche. Auf 
dieser Eigenschaft fufst natürlich auch der Obry-Apparat. 

*) Nähere Beeclireibnög desselben von Lentnant W, J. Sears in Engineering, 
ToL 68, 1898, p. 89. 

•*) Der Druck der Prefsluft nimmt hierbei auf etwa 15 Atm. ab.' 
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Die Gestalt des in ihm angeordneten Kreisels ist aus Fig. 121 i 
sichtlich: ein Schwungring im Cardanischeu Gehänge, wie er j 
ähnlich auch von Foucault verwandt wurde. Der 
Schwuagring liat 76 mm Durchmesser und wiegt 
800 gr. In der normalen Stellung fällt seine Dreh- 
axe mit der Längsase dee Torpedos zusammen. 
Er läuft in einem inneren Ring, der um eine hori- 
zontale Ase drehbai- ist, dieser in einem äufseren 
Ring, der um die Vertikale drehbar im Torpedo- 
körper gelagert ist. Der Sehwungring sitzt auf einer f 
starken, nach den Enden hin konisch auslaufenden | 
Axe, die auf der einen Seite mit Zahnrertiefungen 
versehen ist. In letztere greift der gezähnte 
Mantel einer Federtromrael ein, welche beim Ein- 
setzen des Torpedos in das Lancierrohr gespannt 
und beim Abschiefsen entspannt wird. Eine selbst- 
thätige Regulier Vorrichtung stellt vor dem Spannen 
den Kreiselapparat in seine normale Lage, d. h. den 
inneren Ring horizontal, den äufseren Ring quer zur Längsaxe des 
Torpedos. Die dem Schwungringe übertragene Geschwindigkeit soll 
nach Angabe des Konstrukteurs 9000 bis 10000 Umdrehungen pro 
Minute betragen. Die Richtung des erzeugten Impulsvektore ist zugleich 
die Schüfsrichtung. *) 

Der Schwungring mufs äufserst sorgfältig centriert sein, so dafs 
sein Schwerpunkt genau in den Schnittpunkt der Drehaxe des äufseren 
und inneren Ringes fällt. Nur in diesem falle behalt der Impulsvektor 
seine Richtung während des Laufes bei. Im anderen Falle würde, nach 
den Bewegungsge setzen des schweren Kreisels, die Figurenaxe des 
Schwungringes successive abgeändert werden und eine mehr oder minder 
reguläre Präcession um die Vertikale beschreiben. Der Apparat würde 
dann eine Krümmung der Torpedobahu bewirken, in derselben Weise, 
wie er bei centriertem Schwungrad die Bahn gerade richtet. 

Besonders zu Beginn der Laufhahn können bedeutende Seitenab- 
weichungen von der geraden Sehusfrichtung stattfinden, beim Verlassen 
des Lancier röhr es, beim Aufschlagen aufs Wasser, beim Durchschneiden 
der WeUenkämme, endlich wegen der besonders zu Anfang starken 
Thätigkeit der Tiefenapparat-Ruder, die bei einem Krängen des Torpe- 
dos nicht nur auf Tiefe, sondern gleichzeitig etwas zur Seite steuern. 
AUe diese Unregelmäfsigkeiten, die die Treffsicherheit stark beeinträch- 

*) Wie man den Geradlaufappaiat den neuerdings erhöhtöu Anforderungen 
aiy die Schufsweite (vgl. pag. 783 Anm,) angepafst hat, ist nicht bekannt geworden 
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tigen würden, hat der Geradlaufap parat anzuzeigen und mit Hülfe der 
Prefsloffc und der Steuerrader auszugleichen. 

Letzteres geschieht einfach folgendermafeen: Wir denken uns den 
Torpedo aus seinem geraden Lauf, dessen Richtung durch die Schwung- 
ringaxe in Fig. 121 angezeigt wird, abgelenkt, ao dafs der Torpedo- 
körper eine Drehung um die Vertikale ausführt. An dieser Drehung 
nimmt der mit dem Torpedokorper verbundene, in der Figur angedeutete 
Bügel teil, in welchem der äufsere Ring gelagert ist, aber nicht dieser 
Ring selbst, welcher durch die Kreiselwirkung etabiliert ist. Der Tor- 
pedokorper verdreht sich also bei einer Seitenablenknng relativ gegen 
diesen Ring. An dem Ringe ist ein in der Figur angedeuteter Stift 
befestigt. Um diesen greift mit etwas Spielraum auf beiden Seiten 
eine Gabel herum, die auf dem cylindrischen Ventilschieber aufsitzt. 
Der Schieber ist in einer Büchse drehbar, die mit dem Torpedokörper 
verbunden ist. Schieber sowohl wie Büchse sind mit feinen Bohrungen 
(Kanälen für die Preisluft) versehen. Wenn nun der Torpedokörper 
gegen den äufseren Ring dreht, stöfst die Gabel gegen den Stift; da 
der Stift nicht naehgiebt, wird die Gabel und der mit ihr verbundene 
Schieber gegen die Schieberhülse verdreht. Die Bohrungen, die ur- 
sprünglich nicht aufeinander pafsten und der Prefsluft keinen Zutritt 
zn der im hinteren Torpedoteile liegenden Steuermaschiae des Gerad- 
lanfepparats gestatteten, aehliefsen sich jetzt zusammen; die Prefsluft 
strömt durch die Kanäle hindurch und drückt, je nachdem der Schieber 
im einen oder anderen Sinne verdreht ist, auf die eine oder andere 
Seite des Kolbens der Steuermasehine. Der Kolben legt mittels einer 
Stange und Hebelübertragung Seitenruder aus, und die Seitenruder lenken 
den Torpedo wieder nach dem geraden Kurs zurück, wie oben be- 
schrieben. 

Ahnlich vpie bei dem Tiefenapparat wird auch hier die Abweichung 
beständig etwas überkorrigiert werden, da die Umsteuerung des Ventil- 
schiebers und das Einziehen der Ruder erst erfolgen kann, wenn z. B. 
die Rechtsabweichung bereits in eine Linksabweiehung übergegangen 
ist. Es wird daher die Horizontalprojektion der Torpedobahn ebenso 
wie die Vertikalprojektion eine Wellenlinie, die um die gerade Rich- 
tung herumosciUiert. Da starke Seitenabweichungen wie erwähnt nur 
zu Anfang der Bahn auftreten und die durch den Geradlauf apparat 
selbst hervorgerufenen SeitenosciUatiorien klein gegen jene anfänglichen 
Ablenkungen sind, so wird die Amplitude der Wellenlinie allmählich 
abnehmen und die Bahn sich der geraden Richtung der Visierlinie anpassen, 

Dafs der Geradlauf apparat von Obry sicher funktioniert und prak- 
tisch brauchbar ist, wird am deutlichsten dadurch bewiesen dafs er im 
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Torpedowesen fast aller Länder eingeführt ist. Allerdings setzt seine 
Handhabung Sachkenntnis und. Sorgfalt in der dem Gebranch vorher- 
gehenden Justierung voraus. 

Indem wir jetzt den Stabilierungevorgang numerisch naher ins 
Äuge fassen, haben wir uns auf die allgemeinen Ausführungen in 
§ 1 unter IV zu beziehen. Hier wie dort handelt es sich darum, 
daft ein schnell rotierender Schwungring von horizontaler Axe 
einem um die Vertikale wirkenden Moment scheinbar nicht, in Wirk- 
lichkeit nur sehr wenig nachgiebt. Nur in einem Punkte werden wir 
das allgemeine Stabilierungsschema des § 1, um uns besser an die 
Wirklichkeit anzuschliefsen, abändern, Wir wollen nämlich unter A 
in Gl. (IV b), (IVc) und (IVe) nicht mehr das äquatoriale Trägheits- 
moment des Schwungringes allein, sondern die Summe dieses und des 
Trägheitsmomentes des inneren Banges um dessen Drehaxe (vgl. Fig. 121) 
verstehen, da letzterer au der Hebung der Pigurenaxe bei der Cardani- 
schen Aufhängung teilnimmt; femer wollen wir in den Gleichungen 
(IVa) und (IV) liukerhand A ersetzen durch J und darunter die Summe 
der Trägheitsmomente des Schwuugringes, des inneren und äulseren 
Einges um die vertikale Drehase des letzteren (vgl. Fig. 121) zusammen- 
fassen, indem an den Änderungen des die L^e der Figurenaxe be- 
stimmenden Winkels ^ auch der innere und äuläere Ring beteiUgt 
Sind. Gl. (IV) geht damit über in 

und ihre Integration liefert an Stelle von (IVf) und (IV g) unter den 
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für den mittleren und den maximalen Ausdrehungswinkel ergiebt sich 
daher wie früher 

Um diesen Winkel ^iebt also im Mittel resp. im Maximum die Figuren- 
axe des Schwungringes und mit ihr die Ebene des äufseren Ringes 
dem verdrehenden Momente W anfangs nach, wahrend sich gleichzeitig 
die Ebene des inneren Einges langsam hebt, wobei die Widerstands- 
fähigkeit des äufseren Rii^es successive geschwächt, der Ausdrehungs- 
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Winkel also allmählicli vergrörsert wird. Daa hier als conetant an- 
gesehene Moment V hat bei dem Torpedo einen doppelten Ursprang: 
einmal überträgt sich bei einer Seiten ablenkung des Torpedos von dem 
Bügel der Fig. 121 auf das Lager dea änfseren Ringes, wenn dieser 
■wirklieh im Räume fest bleibt, ein kleines Reihungsmoment, anderer- 
seits leistet der Venfcilschieber, wenn er durch den änfseren Ring be- 
wegt wird, einen kleinen Widerstand, der an dem Stifte der Pig 121 
angreift und ebenfalls ein Moment um die Drehaxe des äufseren Ringes 
giebt. 

Bei der folgenden ZaHenreclmuiig haben wir auf die früheren An- 
gaben zurückzugreifen. Die Zahl der Umdrehungen pro Minute sollte 
10000 betragen; es ist also, wenn m die Winkelgeschwindigkeit in der 
Sekunde bedeutet: 

lüooa , -, Ac IAO/ i\ 
w = — g^-2iE = l,05-10ä(sec-^). 

Wir dürfen diese Geschwindigkeit hier als konstant voraussetzen, 
obwohl sie in Wirklichkeit natürlich durch Reibung in den L^ern des 
Schwungringes ahmäMich geschwächt wird. Der Versuch zeigt nämlich, 
dafs der Schwungring bei den hier in Frage kommenden Anfangsge- 
schwindigkeiten etwa in 12 Minuten ausläuft, während der Torpedo- 
schnfs (s. u.) nur etwa 40 Sekunden dauert. 

Die Masse des Schwungringes war 800 gr, sein Radius 38 mm. 
Wäre seine Masse ganz am äufseren Umfang verteilt, so würde das 
Trägheitsmoment um die Mittellinie im absoluten cgs- System hetrt^en 

800-3,8ä=ll,6-10»(grcmä); 

wäre andrerseits die Masse gleichförmig auf einer Kreisscheibe an- 
geordnet, so hätten wir als Trägheitsmoment nur|J 

-^ 800 ■ 3,8' = 5,8 ■ 10» (gr cm^). 

Die wirkliche Massen Verteilung des Sehwungringes ist so beschaffen, 

dafs sein Trägheitsmoment C kleiner als der erstgenannte, grSfer als 

der zweitgenannte Wert sein mnfs. Wir nehmen als mittleren Wert. 

etwa an n o if\3/ s\ 

6 = 8- 10^ (gr em^). 

Für den Impuls N ei^ieht sieh somit 

:^ = C ö = 8,4 ■ 10« (gr cm^ sec -i). 

Das Trägheitsmoment des Schwungringes um eine zur Mittellinie des- 
selben senkrechte Axe würde C/2-sein, wenn die Masse lediglich in, 
einer zur MitteUiiiie senkrechten Ebene verteilt wäre: in Wirklichkeit 
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fällt es etwaa gröfeer aus. Bei dem Trägheitsmomeiit Ä in unseren 

Formeln ist auTserdem das Trägheitsmoment des inneren Ringes um 

Beine Dreliaxe mitgerechnet. Es iat also um so mehr j1 > C/2; wir 

schätzen etwa . , -. r,^ / ?. 

A = 5 ■ 10' (gr cm^). 

Bei dem Trägheitsmoment J um die Drehase des äulseren Ringes 
kommt zu dem Trägheitsmoment des Sehwungringes das des inneren 
RiEges um die Vertikale, welches im Allgemeinen gröfser ist wie das 
Trägheitsmomeßt desselben um seiae Drehaxe, und aufserdem das des 
äufseren Ringes hinzu. Es wird also J';>Ä; wir nehmen 
/=6.10ä(grcm'). 

Endlich ist noch das äufsere Drehmoment V abzuscMtzen. Bei 
der genauen Bauart des Apparates ist sowohl das übertragene Eeibungs- 
moment im Lager des äufseren Ringes bei einer Drehung des Torpedo- 
kÖrpers als auch der Widerstand des Venfcilschiebers am Stifte des 
äuiseren Ringes klein. Wir gehen der Gröfsenordnung nach nicht fehl, 
wenn wir beide zusammen höchstens gleich dem Momente von 1 gr 
Gewicht an dem Hebelarme 1 cm ansetzen, also schreiben: 
Y == ^ = rund 10^ (gr cm^ sec~^). 

Hiernach berechnen wir auf Grund der soeben wiederholten Formeln 
die folgenden Gröfsen: 

1. die mittlere Ablenkung des äufeeren Ringes, zugleich die Ampli- 
tude seiner Schwankung 

i',.-^- (8.4. loy =^-^Q « = 0,015, 

2. die Sehwingungsdauer des äufseren Ringes, zugleich die des 
periodischen Teils in der Bewegung des inneren Ringes 

3. die reziproke mittlere Winkelgeschwindigkeit des inneren Eingea, 
d. h. diejenige Zeit, in der sich die Neigung d- des inneren Ringes um 
die Einheit des Winkels in Bogenmafs ändert: 

ä^ = w = 'ins — = 8|4 ■ 10* Sekunden, 

mithin diejenige Zeit, in der sich dieselbe Neigung um 1" 
weise ändert; 



57,3 



= 147 Sekunden = 2% Minuten. 



) Zahlen zeigen ans fegendes: 
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1. Die mittlere Ablenkung des äufseren Ringes ist thatsäehlieh 
durehaua unmerklich; der äufsere Ring ist durch die Kreisel Wirkung 
völlig stabiliert. 

2. Die Schwankungen des äufseren Ringes sind nicht nur wegen 
der Kleinheit ihrer Amplitude, sondern auch wegen der anläerordentlichen 
Kürze ihrer Periode unmerklich. Dasselbe gilt von den periodischen 
Schwankungen des inneren Ringes. 

3. Dagegen würde die gleichförmige mittlere Drehung des inneren 
Ringes in einer nicht zu kurzen Beobaehtungszeit sich bemerklich 
machen; immerhin tritt auch diese Bewegung bei den für den Torpedo- 
schufs verfügbaren Zeiten noch kaum deutlich in die Erscheinung. Wir 
sagten, dafs ein Torpedo mit 15 m/sec Geschwindigkeit läuft und dafs 
die gröfate Schufsweite 600 m beträgt. Die Dauer des Schusses wird 
also höchstens 40 sec; für diese Zeit liefert unsere obige Rechnung eine 
Ablenkung des inneren Ringes um 

147 =1^' 
also noch fast genau die ursprüngliche normale Stellung des inneren 
Ringes. Bei dieser geringen Abweichung bleibt die Widerstandsfähigkeit 
der äufseren Ringes fast ungeschwäeht, so dafs die Anwendung unserer 
Näherungsformeln, welche nach § 1 unter IV) bei gröfseren Ab- 
weichungen versagen würden, hier berechtigt ist. Es kommt hinzu, 
dafs unsere obige Annahme eines zeitlich konstanten Momentes V 
den wirkliehen Verhältnissen nicht entspricht und den denkbar un- 
günstigsten Fall darstellt. In Wirklichkeit wechselt das Moment T 
wegen der Gegenwirkung der Steuerruder und des daraus folgenden 
periodischen Charakters der Seiten ablenkungen während eines Schusses 
mehrmale seinen Sinn; mit dem Momente V kehrt sich aber auch der 
Drehungssinn des inneren Ringes um; die Winkeländernng &■ des inneren 
Ringes wird auf diese Weise teilweise wieder rückgängig gemacht; 
mithin wird auch der Ltmere Ring am Ende des Schusses noch fast genau ' 
dieselbe Lage aufweisen wie in der normalen Stellung beim Abaehiefsen. 
Man bemerke, dafs einen gewissen, wenn auch minimalen Einflufs 
auf die Wirksamkeit des Geradlauf apparates auch die Tiefenabweicbungen 
des Torpedos haben. Wenn der Torpedokörper sich nach unten oder 
oben neigt, so wird die Drehaxe des äufseren Ringes dabei mitgenommen 
und um denselben Winkel wie die Mittellinie des Torpedokörpers gegen 
die Vertikale gedreht. Der innere Ring macht indessen diese Neigung 
in erster Näherung nicht mit, da er in seiner Drehaxe frei beweglich 
ist and durch die Kreiselwirkung des Schwungringes in seiner ursprüng- 
lichen horizontalen Lage festgehalten wird; nur insofern als in dem 
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Lager des inneren Ringes durch die Neigung des äufseren Ringes ein 
Reibungsmoment übertragen wird, kommt eine minimale mittlere Ab- 
lenkung des inneren Ringes nnd im Zusammenhange damit eine langsame 
Drehung des äufseren 'Ringes zustande. Die RoUe des inneren und 
des äufseren Ringes kehrt sich jetzt gegen die vorherige Betrachtung 
um, indem das primäre Reibungsmoment M* jetzt an der Axe des inneren 
Ringes wirkt. Eine merkliche Drehung des äufseren Ringes ergiebt 
sich auch hieraus nicht, da auch die Tiefenablenbungen periodisch 
■wechseln. Wir erwähnen diese eigenartige Verkoppelung der Drehungen 
des inneren und des äufseren Ringes oder der Tiefen- und Seitenab- 
lenkur^en hauptsächlich im Hinblick auf den sogleich zu betrachtenden 
Eowell-Torpedo. 

Die theoretische Überlegung erk^t also die günstigen Erfahrungen, 
die man mit dem Obry-Äpparate gemacht hai 

Endlich haben wir als Gegenstück zu dem indirekten Geradlauf 
des Wh itehead -Torpedos den direkien Geradlauf beim Howell- Torpedo 
darzustellen. Auch hier müssen wir mit einer allgemeinen Besclireibung 



Die äufsere Gfeatalt und die Abmessungen sind etwa die des White- 
head-Torpedos: Länge 4,27 m, gröfster Durchmesser 45 cm, Gesamt- 
gewicht 520 kg. Etwa in der Mitte des Torpedos liegt querschiffs 
gelagert ein kräftiges Schwungrad vom Gewichte 133,8 kg, welches 
also einen wesentlichen Bruchteil des Gesamtgewichtes ausmacht. Die 
Ebene des Schwungrades fäUt mit der yertikalen MittelEngs ebene de» 
Torpedokörpers zusammen. Vor dem Schufs wird dem Schwungrade 
mittels einer Dampfturbine eine Umdrehungszahl von 9500 Touren pro 
Minute erteilt, so dafs bei der bedeutenden Masse des Schwungrades ein. 
erheblicher Arbeitsvorrat in ihm aufgespeichert wird. Es ist dies die 
einzige Energiequelle des Torpedos, durch die sowohl die Geschwindigkeit 
der Fortbewegung unterhalten, wie auch die Richtung der Geschwin- 
digkeit korrigiert werden soll. Das rotierende Sdiwungrad dient heim 
Howell-Torpedo sowohl als Aniriebsmaschine wie als GeradloMfapparat. 




Die Umdrehungen des Schwungrades werden durch zwei konische 
Zahnräderpaare (vgl. Fig. 122) im Übersetzungsverhältnisse 2 : 1 direkt 
auf die WeUen der Propeller übertragen. Die Steigung der Propeller 
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ist automatiBch verstellbar eingerichtefc und wächst mit zunelimendei- 
Laufstrecke des Torpedos; hierdurch wird erreicht, dafs trotz der wegen 
der änfaeren Arbeitsleistung beträchtlichen Abnahme der Schwungrad- 
Umdrehungszahl die (ifeschwindiglieit des Torpedos annähernd konstant 
bleiben kann. 

Um die dem Schwungrad innewohnende Richfckraft beurteilen zu 
können, fragen wir zunächst nach der Art und der Anzahl seiner Frei- 
heitagrade. Bei festgedaehtem Torpedokörper hat das Schwungrad nur 
eine Bewegungsfreiheit, nämhch die einfache Drehung in sieh. Die Axe 
dieser Drehung liegt hier ^uerschiffe, während beim Obry-Apparat die 
entsprechende Axe des Schwungringes bei normaler Stellung desselben 
längsschiffs angeordnet war. Einen zweiten Freiheitsgrad haben wir in 
den Drehungen des Torpedos um seine Längaaxe — den Krängungen 
desselben — zu erblicken, durch welche die Schwungradaxe gegen die 
Horizontale geneigt wird. Diese Krai^ungen vertreten in gewisser 
Weise die Bewegungsfreiheit des inneren Ringes beim Obry-Apparafc. 
Da der HoweU- ebenso wie der Whitehead-Torpedo eine gewisse Star- 
bilität besitzt (auch hier liegt der Schwerpunkt des Torpedos etwas 
Tinter dem der verdrängten Wassermasse), so werden die Krängungen 
im allgemeinen periodisch werden und AusschKge nach der einen Seite 
von solchen nach der anderen Seite gefolgt werden. Als dritten Frei- 
heitsgrad, entsprechend dem äufseren Ringe des Obry- Apparates, haben 
wir die Drehungen des Torpedos um die Vertikale anzusehen, die bei 
Seiten ablenkungen eiutreten. Drehungen um die horizontale, querachiffs 
gelegene Axe, die mit den Tiefenablenkungen verbunden sind, beein- 
flussen dagegen die Lage des Schwungrades nicht und fallen daher für 
ans aufser Betracht. 

Das Zustandekommen der Kreiaelwirkung haben wir uns hier in 
der folgenden Reihenfolge vorzustellen: Eine Seitenablenkung durch 
äufsere Einflüsse sei das Primäre. Sie wurde den Impuls des Schwung- 
rades horizontal zur Seite drehen; die Richtung der Impulsändemng 
ist dabei die Längsaxe des Torpedos. Um diese wirkt das hieraus 
folgende Gegenmoment der Kreiselwirkung K, Gl. IVb in § 1. Dieses 
bewirkt ein Krängen des Torpedos und damit eine Änderung des 
Neigungswinkels der Schwungradaxe gegen die Vertikale. Der Impuls 
"wird dabei in vertikaler Richtung abgelenkt. Daher entsteht ein Gegen- 
moment K' (Gl, IVd in § 1) um die Vertikale, welche dem primären 
seithch ablenkenden Momente enig^engerichtet ist. 

W^ir erkennen also, dafs eine Korrection der Seitenablenkungen 
durch die Kreiselwirkung auch hier eintritt, und dafs sie durch die 
Krängungen des Torpedos vermittelt wird. Dabei wird man nicht über- 
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sehen, dafs diese Krängungen weniger uubeliindert vor sieh' gehen, wie 
die ihnen entsprechenden Drehungen des inneren Rilkes beim Obry- 
Äpparate, dai"B vielmehr der Wasserwiderstand denselben in bedeutendem 
Mafse entgegenarbeitet. Indem er dieses thut und die Krängungsge- 
Bchwindigkeit herabsetzt, verkleinert er aber auch die schliefsliche Rieht- 
kraft, deren Gröfee K' mit der KrUngungsgeschwindigkeit &' propor- 
tional gefunden wurde. Wegen dieses Wasser wider Standes sowohl wie 
wegen der Mitwirkung der Schwere, durch die der Sinn des Krängens 
periodisch umgekehrt wird, liegen die Verhältnisse hier nicht so einfach 
und gUnstig, wie bei dem von 'der TorpedohüUe ganz umschlossenen, 
sorgfältig justierten Obry-Apparat, 

Wir können nun aber auch die Reihenfolge unserer obigen Über- 
legungen amtehren und ein Krängen des Torpedos als das Primäre 
ansehen. Namentlich beim Aufschlagen aufs Wasser [würde dieses in 
bedeutendem Malse durch änfsere Einflüsse erzeugt. Gfenau in der oben 
beschriebenen Weise folgt hieraus durch Vermittelung der Schwungrad- 
wirkuug ein Moment um die Vertikale, also eine Seitettahlenlciing. Wir 
könnten durch Fortsetzung der Sehlufsi-eihe auf ein dem Krängen ent- 
gegenwirkendes Moment achliefsen, wenn nicht bei der langgestreckten 
Gestalt des Torpedos der Wasserwiderstand gegen Seitenablenkungen 
so bedeutend wäre, daCs jenes Gegenmomeut kaum mehr nennenswert 
ausfallen dürfte. Anfserdem interessiert uns nicht die Verhinderung 
des Krängens, sondern die der Seitenablenkungen. In letzterer Hinsieht 
zeigt aber unsere Überlegung: Bas Schwmigrad des HoweJl- Torpedos 
scheint nicht nur eine Vorrichtung m sein, um SeOenablenkungen 0U ver- 
hindern oder rückgängig mt machen, sondern gleichseitig auch um sie auf 
Grund anderweiUg hervorgerufener Krängungen zu erzeugen. Die eigen- 
artige Verkoppelung von je zwei Freiheitsgraden des Kreisels, auf die 
wir schon oben aufmerksam machten, kommt hierin deutlich zum Ausdruck 
(Krängen und Seitenablenkung beim Ho weil- Torpedo, Seitenablenkung 
und Tiefenablenkung beim Whitehead-Torpedo). 

Der Konstrukteur des HoweR-Torpedos scheint die hier ausge- 
sprochenen Befürchtungen über den schädlichen Einflufs des Kfängens 
als berechtigt anzuerkennen; denn er bringt Vertikalruder an, welche 
sieh beim Krängen auslegen und die aufrechte Lage des Torpedos 
sichern sollen. Gegenüber dieser Anordnung kann man aber nicht 
umhin, die folgende Alternative zu stellen: Entweder verhindern die 
B,uder das Krimgen nicht; dann e^seugt dieses Seitenäblenkungen. Oder 
sie verhind&^ es; dann blindem sie auch die Rich(h-aft; denn das 
Krängen ist ein notwendiges Zwischenglied hei der Entstehung des Gegen- 
momentes gegen Seitenablmlimigen. Sind die genannten Ruder wirklich 
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wirksam, so haben wir in dem Torpedo nvu-mehr einen Kreisel von 
swei Freiheitsgraden vor ims; ein solcher besitzt aber nach dem im 
§ 1 pag. 768 allgemein ausgesprochenen Prinzip keine Widerstandsfähig- 
keit gegen Richtungsändemngen. 

Wir haben uns bei dieser Kritik der besonders interessanten und 
kühnen Howell'sehen Konstruktion an die Ausführungen von Hn. Diegel*) 
fflageschloasen, in dessen Arbeit andrerseits unsere obigen theoretischen 
Betrachtangen über den Obry-Apparat aufgenommen sind. Wir ver- 
weisen wegen weiterer Details auf die Darstellung dieses Paehmannes. 

In der Praxis scheint sich der Howell-Torpedo nicht bewährt 
zu haben; wenigstens ist die Regierung der Vereinigten Staaten, die 
den Howell-Torpedo erworben hatte, naehtr^lich ebenfalls zu dem 
Whitehead-Torpedo mit seinem indirekten Geradlaufe übergegangen. 

§ 4. Der SohUcksche Schiffiikreisel. AllgemeineB und Theorie. 

Zu Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts erbaute 
der um die Stahlindustrie hochverdiente englische Ingenieur Bessemer 
ein für den Ärmelkanal bestimmtes Schiff mit einer Salonkajüte, welche 
durch Kreiselwirkung am Rollen (Schwingungen um die Längs axe 
des Schiffes) gehindert werden sollte. Die Kajüte war an zwei starken 
Zapfen so aufgehängt, dafs sie um eine horizontale längsechiffe ver- 
laufende Axe ausBchwingen konnte und trug ursprünglich ein mit ihr 
fest verbundenes Schwungrad. Hierbei war aber das wesentliche Prinzip 
jeder Kreiselstabilierung (vgl. pag. 767) übersehen: Dem Sessemer- 
Jcreisel fddte em Freiheitsgrad und damit die Moglichkeil, die Mollbewegung 
der Kajüte irgend isu beeinflussen.**) Die beabsichtigte Kreiselstabilierung 
wurde dann durch eine hydraulische Maschinerie***) ersetzt, die aber 
flicht mehr automatisch, sondern von Hand betbätigt wurde. Es scheint, 
dafs auch diese nicht befriedigend arbeitete; jedenfalls ist das Problem 
der Schiffs stabilierung erst dreifsig Jahre spater von Otto Schlick in 
Hamburg erfolgreich aufgenommen worden, dem der Schiffbau bereits 
die Durchführung des Maasenausgleichs der Schiffsmasehinen und damit 

*) Selbsttiiätige Steueniug der Torpedos durch den Gerad lauf ap parat. Marine- 
Kundschau 5. Heft 1899. Das Ma,nnskri[it des vorstehenden Paragraphen stammt 
ungefähr aus derselben Zeit; etwaige neuere Erfahrungen im Torpedoweeen sind 
also nicht berücksichtigt, 

••) Vgl. Inetitution. of naval aiohitects, April 1889, Bemertimgen von Jlac- 
farlaue Gray in der Diakueeion zu einem Tottrag von Beftuckamp Tower. 

**^ Institution of naval architects, März 1875, Vortrag von E. J. Reed, on the 
Bessemer Steam Ship; vgl, auch Engineer, ÄufBata von Beasemer vom gleichen 
Datum. 
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die Möglichkeit der modernen, in Gröfse und Leistungefälligkeit ge- 
steigerten Schiffstypen verdankte. 

Der SckUchscke Sdiiffskrdsel hat zunächst die erforderlichen Frei- 
heitegrade. Er dreht nicht um eine im Schiff gelagerte Äxe, sondern 
ist in einem Rahmen befestigt, der um eine querschiffs geisterte Axe 
schwingen kann, wobei die Figurenase des Kreiselrades in der 
vertikalen Längsehene des Schiffes ausschwingt Unsere Fig. 123 stellt 
achematisch die Anordnung auf dem 
Dampfer „Silvana" der Hamburg-Ame- 
rika-Linie dar. Die Ase des Kreisel- 
rades steht in der Figur lotrecht; beim 
Betriebe pendelt sie am diese Lage 
hin und her, wobei sie durch ein 
Übergewicht G in dieselbe zurück- 
gezogen wird. Der Kreiselrahmen JS 
mit seiner horizontalen Drehaxe ZZ 
ist in der Figur zu sehen, er trägt 

das mit S bezeichnete Kreiselrad. Letzteres hat einen Durchmesser von 
1,6 m und ein Gewicht (ohne Axe) von 5100 kg. Es wird ihm 
eine Umdrehungszahl von 1800 Touren pro Minute erteilt, entsprechend 
einer Umfangsgeschwindigkeit von 150,8 m. Das Kreiselrad wird als 
Dampfturbine angetrieben, der Dampf tritt durch den einen Zapfen des 
Rahmens ein, durch den anderen ans. Die hohen Anforderungen an 
die Umfangsgeschwindigkeit (bei gufseisemen Schwungrädern werden 
gewöhnlich nur 30 bis 40 m Umfangsgeschwindigkeit zugelassen) er- 
forderten natürlich sorgfältigste Ausführung und bestes Material. Die 
Anlage ist von Dr. Föttinger konstruiert und vom Stettin er „Vulkan" aus- 
geführt. Seinen Platz findet der Schiffskreisel nahe der Mitte des Schiffes, 

Aufser der „Silvana" wurden auch der englische Dampfer „Lochiel", 
ein Dampfer des Hamburger Staates und ein ausrangiertes Torpedo- 
boot „Seebär" der deutschen Marine, letzteres zur Vornahme der ersten 
orientierenden Versuche, mit einem Schiffskreisel ausgestattet. Außer- 
dem wird ein Kreiselschiff in Danzig gebaut. 

Wir bezeichnen zunächst die Aufgabe des Schifiskreisels im All- 
gemeinen. Zur Vermeidung der Seekrankheit sowie bei Kriegsschiffen 
zur ErleichteruQg der Gfeschützbedienung ist es geboten, die Amplitude 
der durch Seegang erzwungenen Rollbewegungen des Schiffes zu ver- 
ringern, sowie die Dämpfung und vromöglich auch die Periode der 
freien RoRachwingungen, die auf einen einmal hervorgerufenen seitlichen 
Ausschlag folgen, zu vei^öfsem; die Schwingungen des Schiffes um 
seine Queraxe, das „Stampfen", zu bekämpfen, liegt aufserhalb der Auf- 
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gaben des Sehiffskreisels. Die dem Scliiff bei einem Ausschlag erteQte 
Energie dea Rollens kann durch den Kreisel natürlich nicht ohne 
Weiteres vernichtet, sondern nur uuigesetzt werden in eine Schwingnng 
des Kreiselrahmens gegen das Schiff. In dieser Form läl'st sich die 
Schwingungaenergie aber durch geeignete Bremsvorrichtungen beseitigen 
(d. h. in Wärme verwandeln). Es ist eine Bandbrörase {B in Fig. 123) sowie 
ein hydraulicber Bremszylinder, beide gegen den Kreiselrahmen wirkend, 
angeordnet. In der Ermögli^v/ng dieser Sremsuftg haben wir eine 
wesenUi4ihe Seite der Wirksamkeit des Schiffsh-eisels mt sehen. Bei einem 
Wagen arbeitet ja die Bremse von dem Wagenkasten aus gegen die 
relativ dazu sich drehenden Räder. Bei dem Schiffskörper fehlt zu- 
nächst die Möglichkeit des Anlegens einer Bremse, da keine Relativ- 
bewegung der festen Teile vorhanden und der Wasser widerstand, selbst 
wenn er durch Schlingerkiele unterstützt wird, nicht ausgiebig genug 
ist. Die Kreisel Wirkung aber schaffb eine energische Relativbewegung 
des Rahmens gegen den Schiffskörper und ermöglicht damit, dem 
letzteren eine Bremse anzulegen. Natürlich darf die Bremsung nicht 
so stark sein, dafs sie ein Aussehlagen des Kreiselrahmens überhaupt 
verhindert; sonst würden wir wieder auf den dem Schiffskörper fest ein- 
gebauten und daher wirkungslosen Schwungritig zurückfeUen. Dafs 
es ein geeignetes Mittelmafs von Bremsung giebt, welches die freien 
Schiffsschwingungen hinreichend stark dämpft, ohne die Kr ei sei Wirkung 
zu unterbinden, und hei dem auch die erzwungenen Schwingungen 
heruntergesetzt werden, zeigt die Erfahrung und in tTbereinatimmung 
mit ihr die theoretische Überlegung. 

Über die Erfahrungen am Schiffskreisel werden wir im § 6 be- 
richten. Wir wenden uns zunächst zu seiner Theorie. Vorab sei bemerkt, 
dafs wir die Verhältnisse schematisch wieder durch die Fig. 121 des Tor- 
pedokreiselfi darstellen können: Der aufsere Ring entspricht dem Schiffs- 
körper, der innere dem Kreiselrahmen, der Schwungring imaerem 
Kreiselrade. Der Unterschied ist zunächst nur ein quantitativer: der 
äufsere Ring ist im Falle des Schiffskreisels äufserst massig im Ver- 
hältnis zu den anderen Teilen zu denken. Dafs seine Drehaxe jetzt 
nicht vertikal, sondern horizontal gestellt wird, ist natürlich belanglos. 
Bei den zunächst zu betrachtenden freien Schwingungen wäre das 
äufsere Moment T gleich Null, bei den durch Seegang erzwungenen 
Schwingungen periodisch wechselnd. Es giebt aber weitere Unter- 
schiedCj welche es bequemer erscheinen lassen, bei der Entwicklung 
der Formehl einen anderen Ausgangspunkt zu nehmen: Wir müssen 
jetzt die schon genannten Reib angs Wirkungen als wesentlich in die 
Theorie einführen, die wir früher nicht berücksichtigt haben; femer 
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müssen wir beim Schiff und auch beim Kreiselrahmen ein aufrichtendes 
Schweremoment in Rechnung setzen, während wir früher den aufseren, 
inneren und Schwnngrü:^ als genau centriert und daher der Schwere 
entzogen dachten. Wir gehen jetzt aus -von der Betrachtung sweier 
miteinander gekoppelter schmngimgsfähiffer Freiheüsgrade: der eine 
Freiheitsgrad wird gebildet von den um die Langsaxe des Schiffes er- 
folgenden RoEbewegungen desselben, der andere von den um die quer- 
sehiffs gelagerte Drehaxe stattfindenden Ausschlägen des Kreiselrahmens; 
die Koppelung heider besorgt die zwischen ihnen sich abspielende 
Kreis elwirkung. Den Freiheitsgrad des Kreiselrades um seine eigene 
Figurenaxe können wir als solchen ignorieren, da sein Impuls durch 
den Antrieb auf konstanter Höhe gehalten wird. 

Strenge genommen hätte der Kreisel auch noch die Freiheitsgrade, 
die vom Stampfen des Schiffes und seinen etwaigen Drehungen um die 
Vertikale herrühren. Die letzteren werden aber schon wegen des 
groisen ihnen entgegenwirkenden Wasserwidersfcandes gering, andrerseits 
wird sich, wegen des grofsen Trägheitsmoments um die Schiffsqueraxe, 
die Pendelungsenergie des Kreiselrahmens nur in sehr geringem Mafse 
auf die Stampf be weg ung des Schiffs übertragen. Wir betrachten also 
vorläufig das Schiff, abgesehen von 
seinen RoUbewegungen, als fest, 
werden aber im § 6 noch einmal 
auf die Stampf hewegungen zurück- 
kommen und ihren Einflofe nume- 
risch abschätzen (s. pag. 841). 

Sei i> der Winkel' der Boll- 
bewegung des Schiffes um seine 
Ijängsaxe LL' (Fig. 124), %• der 
Drehwinkel*) des Rahmens um 
seine querschiffs gelagerte Dreh- 
axe ÖQ"? beide gezählt von der 
mittleren, aufrechten Lage des 
Schiffes resp. Kreiselrahmens aus, -■b^— 

In der Figur ist mit ^oÖ'o *^^^ mittlere, horizontale Lage der 
Drehaxe QQ' bezeichnet, die dem Winkel j/t = entspricht. 

Betrachten wir zunächst die beiden Freiheitsgrade für sich, unter 




*) Die Bezeichnungen if) ■nad ■9' sollea an üe Euleraclieii Winkel erinnern. In 
der That spielt die Längsaxe LL' hier dieselbe Bolle wie die Vertikale im § 1, 
nm welche ■tp gezählt wird. Nur war es zweckmäßig, mit & nicht wie fiQhei 
den Winkel zwischen LL' nnd der Figorenase, Bondem sein Komplement xa. 
bezeichnSD. 
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Abselumg TOn ihrer Koppelung. Die freien Schwingtmgen des Schiffes 
(bei festgestelltem Kreiselrahmen) werden bekaimteniiafseii durch die 
folgende Differentialgleichung beschrieben: 

(1) ■r'^ + ^'S + «=*-'>■ 

Hier bedeutet 
J das Trägheitsmoment des Schiffes nm die Längeaxe LL', 
W dem. Widerstand des Wassers für die Einheit der Winkelgeschwin- 



Q das Gfewicht des Schiffes oder die Wasserverdrängung (Deplacement), 
H die sog. metacentriache Höhe, eo dafs QH das aufrichtende Moment 

für die Einheit der Wiakelausdrehung angiebt*). 
Wenn wir in dieser Gleichung die Koeffi?;ienten als konstant ansehen, 
80 ist das bekanntermafsen nur in erster Näherung (für hinreichend 
kleine V) richtig, indem in Wirklichkeit H eine komplizierte Funktion 
Ton ^, und W eine einigermafsen unbekannte Funktion**) von d-^jdt 
ist. Indessen soEen alle folgenden Betrachtungen ebenfalls nur erste 
Näherungen im Sinne der Mdhode der Meinen Schwingtmgen sein, so 
dafs die Voraussetzung konstanter Koeffizienten ausreicht. 

Die freien .Schmngungen des Krmelrahmens andererseits (bei fest 
gestelltem Sehiff) werden durch die Differentialgleichung des „physika- 
lischen Pendels" beschrieben: 

Hier bedeutet 
j das Trägheitsmoment des Kreiaelrahmens, einsehliefslich des in ihm 

enthaltenen Schwungringes, um die Queraxe Q(^, 
w den Widerstand für die Einheit der Pendelungsgeschwindigkeit, der 

sich aus dem (nicht unbeträchtlichen) Zapfenwiderstand und dem 

am Umfange des Rahmens angebrachten Brems widerstand zn- 

sammenaetzt, 
q das Gewicht von Kreiselrahmen und Kreiselrad, 
h den Abstand des gemeinsamen Schwerpunktes beider von der 

Drehaxe QQ'. 



*) Näheres Bncykl. d. Math. Wisa. IV, Art. 6 von Stäctel, Nr. 39. 
•*) Näherea liierüher in Bneykl. d. Math. Wisa. IV, Alt. 22 von Krilöff und 
Mäher, Nr. 8. 
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Aus (1) und (2) folgt die Periode der freien Schwingungen T ond z 
der beiden Freiheitsgrade, die wir unter Äbsehung von den Reibungs- 
widerständen berechnen wollen: 

oder die zugehörigen „Frequenzen": 

(3) ¥=y¥. ¥=1/|-*) 

Unsere Pendelgleiehung (2) gilt unabhängig davon, ob sich das 
Kreiselrad in Rotation befindet oder nicht. In der That machen sich 
die Kreisel Wirkungen desselben nach dem mehrfach angezogenen Prin- 
zip des § 1 bei der Bewegung erst geltend, wenn der Kreisel einen 
■weiteren Freiheitsgrad erhält. Solange die Drehaxe Q^ , wie bisher 
Torausgesetzt, festgehalten wird, äufsert sieh die Kreiselwirtung nur 
als Druck auf die Lager und beeinÜufat die Pendelbewegung in keiner 
Weise. Sie tritt aber in Wirksamkeit, wenn wir jetzt beide Freiheits- 
grade gleichzeitig betrachten. 

Schlägt die Kreiselase OF im Sinne der positiven * (vgl. 
Fig. 124) aus, so entsteht eine Kreiselwirkung um die zu OF und 
OQ senkrechte Axe in aolehem Sinne, dafs sie die Figureuaxe der 
Axe dieser hinzukommenden Drehung gleichsinnig parallel zu stellen, 
also die Halbaxe ^ zu senken sucht. Der in der Figur linke Zapfen 
der QuerschifFsaxe (bei Q') erfährt dabei einen Druck nach oben, der 
rechte Zapfen bei Q einen solchen nach unten. Es sind das diejenigen 
Lagerdrucke, die bei Feststellung des Schiffes dieses aufzunehmen hat, 
die sich aber nun als Bewegungsmoment geltend machen. Mit Rück- 
sicht auf den eben festgestellten Sinn, der dem positivem Sinne von 
^ entspricht, wird die das Schiff bewegende Kreiselwirkung nach 
Gl. (I) des § 1: 
(4) +Nf^. 

Der Eigenimpuls JV des Kreiselrades bestimmt sich in unserem Falle 
als das Produkt aus dem Trägheitsmoment des Kreiselrades (ohne 
Rahmen) um seine Figureuaxe und seiner durch den Turbinenanfcrieb 
erzeugten Winkelgeschwindigkeit. 

Schlägt andererseits das Schiff im Sinne der wachsenden ^ ans, 
so ergiebt sich eine Kreiselwirkung um die zu OF und OL senkrechte 

*) In dieser auch soDst vielfach gehrancht^i Bezeichnungsveise bedeutet 
also „Frequeoz" die Sehwingungszahl fflr die Zeiteinheit 2jtEec. 
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Axe OQ. Dem Sinne nach sucht sie wieder die Figurenaxe der Axe 
OL gleichsinnig parallel zu steUen, wirkt also nach der Seite der ab- 
nehmenden ■&. Nach GL (I) des § 1 wird daher Gröfse und Sinn dieser 
Kreiselwirkung gegeben durch 

Diese beiden Momente wirken wie äufsere Bewegungsmomente 
und sind als solche auf der rechten Seite der Gleichung (1) bezw, (2) 
zuzufügen. 

Noch sei bemerkt, dafs die Anwendung der Gl. (I) bei der Be- 
rechnung von (4') nur so lange berechtigt ist, als der Winkel zwischen 
OF und OL nahezu ein Rechter, also & klein ist. Die genauere 
Gl, (II) würde statt (4') den Wert —Nco3&-^ ergeben (man beachte, 
dafs & jetzt das Komplement des früheren d bedeutet und daher sin 
durch cos zu ersetzen ist), der sich aber von (4') nur um kleine 
Gröfsen höherer Ordnung unterscheidet. Almlichee ist von der Be- 
rechnung der Kreiselwirkung (4) zu sagen, die eigentlich nicht um OL, 
sondern um die gemeinsame Senkrechte der Axen OQ imd OF 
wirkt. Da diese mit OL den Winkel fl' bildet, so würde zu (4) eben- 
Mls der Faktor eos* hinzutreten, der aber im Sinne der Methode 
der kleinen Schwingungen wiederum gleich 1 zu setzen ist. Schliel's- 
lich kann man bemerken, dafs ein Ausschlag des Kreiselrahmens noch in- 
sofern auf die Sehiffsbewegung Einflufs nimmt, als er das Trägheits- 
moment J desselben abändert. Aber abgesehen davon, dafs auch diese 
Änderung nur durch höhere Potenzen des als klein vorausgesetzten 
Winkels & gemessen wird und daher nach der Methode der kleinen 
Schwingungen ebenfalls zu vernachlässigen ist, ist die Masse der Kreisel- 
vorriehtung zu der des ganzen Schiffes so verschwindend, dafs dieser 
Einflufs überhaupt nicht in Frage kommt. 

Bei Hmzufügung von (4) und (4') gehen nun die Gleichungen (1) 
und (2) in die folgenden Bewegungsgkickungen für die freien Schmn- 
gungen des msammengesetzten Systems Schiff umd Kreisel über: 

•'S + i^-S+e^v^ + ^w. 

Wir haben also nunmehr ein gekoppdles (simultanes) System zweier 
Unearer Bijfererdialgleichmgen mit TionstaMen Koeffizietttem: 

(5) 
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Die Eoppelung ist eine GesckmndigkeitsJcoppelung, weil sie durch Glieder 
mit den ersten Differentiftlqaotienten vermittelt wird. Sie ist überdies 
konservatwer Natur, da sie keinen Energieverlast, sondern nur eine 
Energieübertragung bewirken kann. Änalytiscli drückt sieh dies durch 
die enl^gengesetate Gleichheit der j^oppelnngskoeflizienten" (-]- N^ 
— N) in (5) aus und beweist sich durch Aufstellung der Euergie- 
gleichnng wie folgt: Man multipliziere die beiden Gl. (5) bzw. mit -^ 
und -TT ; dann fallen in der Summe die Koppelun^gheder heraus, und 
es ergiebt eich: 

Die beiden Glieder iinker Hand bedeuten die Änderung der kinetischen 
iind potentiellen Energie des Gesamtsystems. Die beiden Glieder rechter 
Hand können nach Lord Rajleigh als Disaipationsfunktion bezeichnet 
werden; sie sind allein durch die ursprünglichen ßeibungsterme ge- 
geben und von der Koppelung nicht beeinflufst. 

Wir haben hier ebenso wie auf pag. 766 ein Beispiel für den von 
Kelvin eingeführten Begriff der gyroskopischen Terme*); auch die 
Kelvin 'sehe Bezeichnung wird durch unseren Fall erläutert; unsere 
Koppelungsglieder sind Merkmale einer vorhandenen inneren Gjration 
des Systems, d. h. Kreis elwirkungen. 

Wir kommen zur Integration des Systems (5). Diese geschieht 
in bekannter Weise durch den Ansatz: 

i> = A^"', & = öe*"'. 

Die Gl. (5) liefern zwischen A, a, a die Bedingui^en: 

A{~ Ja* -^iWa+ QM) == + ailHa 

a{—ia^ -\- iwa + gh) = — AiNa 
oder 

/^s ^ -j-iNo: _ —jcci-^iwa-\- qh 

W a —Jcc^ + iWa + ijH —iNa 

Für « ergiebt eich also die Gleichung vierten Grades: 

(7) (J«ä ^iWtt~ Q£0(Ja^ - iwcc - qh) = JV^a^ 

Ihren vier Wurzeln a^, ßg, %, «j entsprechen nach (6) vier Verhält- 



•) Vgl. den Zusatz am Schlaft des g 
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nisse der Gröfsen A^ : a^, J^ : Og, Äg : a^, Ä^ : a^. Die allgemeine 
Lösung der Gl. (5) schreibt sich nun: 

Von den hier vorkominenden 8 Koeffizienten bleiben 4 nach GL (6) 
wiUkürlicli; sie genügen, die allgemeine Losung einem willkürlichen 



^Zum Zwecke einer späteren Anwendung wollen wir hier ein Bei- 
spiel mit einem speziell gewählten Anfangazustande näher ausführen. 

a) Wir denken una das Schifl zu Anfang um seine Längsaxe um einen 
Winkel ^u angedreht, den Kreisel aber ruhend in seiner yertikalen 
Gleicl^ewiehtslage. Die Anfai^bedingungen für i— lauten dann: 

^ ^O' dt dt 

Wir wollen hier Ton der Dämpfung absehen, also w = W ==0 setzen. 
Dann wird nach (7): a^ = — o^, «^ = — «^ und man erkennt leicht, 
dafs die entsprechende Lösung sich aus (6) uod (8) ergiebt zu*): 

^ ~ Ai cos a^t + A^eoaa^t, 

0- = a^ sin a^t + a^ sin Kj t, 
wobei noch: 

(8') ß,«, + «,«, = 0, A -I- ^ == %■ 

Mittels (6) und (8') folgt dann das Verhältnis, in dem die beiden 
Schwingungen zu der Schiffsbewegung beitragen: 
if,'■^ 1^1 |j«.^-9A).(gg-J«, ') 

^^^ \ä\- J^^V 

b) Hätten wir umgekehrt anfangs das Schiff in ßuhe angenommen 
und den Kreiselrahmen um einen Winkel Ö-„ gedreht, so erhielten wir 
ganz analog die Darstellung: 

iij) = A, sin^i^ -f A^ siuKjf, 
# = «1 COB«!^ + tXg coaa^t, 
Ji«! + ^«a = 0, «1 + Oj = &o, 
I % I (jX'-gA)(CH — Jtt.') 
I «. 1 -W'«.' 

Wir verstehen nun unter «j die Wurzel, die, bei verschwindender 
Koppelung, in die Frequenz der freien Schiffsschwingung, xmter «^ die- 
jenige, die in die Frequenz der freien Kreiselpendelnng übergeht 
(p. Öl. (3)) und unterscheiden diese beiden Schwingungen als „Haupt- 

■*) Vgl. die ähnliche Darstellung der durch einen Anstoß abge&ndetten, auf- 
rechten KreiBelbewegung, pag. 368. 
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eehwingimg" und „Nebenschwingimg". ScKUefseii wir den Fall der 
Resonanz zwisclieii beiden Schwingungen aus, nehmen also QS/J^qJi/j 
an, so folgt in dem Falle a, dafs wegen des grofsen Trägheits- 
momentes J bei allen praktisch erreichbaren Impulsen die Amplitude Ä^ 
bedeutend über A^ überwiegt, und umgekehrt im Falle b die Ampli- 
tude ßj über a^, während im ersten Fall das Verhältnis a^/a^, im 
zweiten das VerMltnis AJA^ yerhältnismäfsig wenig von der Ein- 
heit abweicht. Gab also (Fall a) das Schiff den Anlal's zu den 
Schwingungen, so überwiegt in der Sehiffsbewegung der Anteil der 
Hauptschwingung, während sich auf den Kreisel beide Schwingungen 
etwa gleichmäfsig verteilen. Das entsprechend vertauschte Verhalten zeigt 
sich, wenn (FaU h) der Kreisel den Anstofs zu den Schwingungen giebt. 
Andrerseits ist nach Formel (6), z. B. für die Nebenschwingung: 

alao wird (Fall fe), ausgenommen bei naher Resonanz, die vom Kreisel 
auf das Schiff übertragene Nebenschwingung hier nur kleine Ampli- 
tuden annehmen. Die entsprechende Formel im Falle a lautet bei der 
vom Schiff auf den Kreisel übertragenen Hauptechwingung 

I ^L I ^ I ^% 1. 

hier sind an Stelle der Gröfsen J, § ff die viel kleineren j, qh getreten, 
Bo dals das Verhältnis a,/-Äj bei der Hauptschwingung für die praktisch 
vorkommenden Werte von N erheblich wird. 

Da wir nun oben fanden, dafs bei den vom Schiff oder Kreisel 
.angeregten Schwingungen je an den dem anderen Freiheitsgrad „indu- 
zierten" Schwingungen beide Frequenzen etwa gleichmäfsig beteiligt 
sind, so ist das Ergebnis, das auch durch die Erfahrung bestätigt wird, 
folgendes: a) Das Schiff kann durch eine ursprüngliche RoUbewegung 
■den Kreisel Verhältnis mäfs ig stark anregen, b) dagegen können auch 
grofse Kreiaelpendelungen das Schiff nur wenig zum Schwingen bringen, 
außer im Resonanzfalle, in welchem daher für genügende Abbremsung 
■der Nebenschwingung zu sorgen sein wird.) 

Die eingehende numerische Diskussion der Gl. (7) wird uns im 
folgenden Paragraphen beschäftigen. Um sie vorzubereiten, ist es nötig, 
die Gleichung so umzuschreiben, dafs darin nur tmbenannte Zahlen vor- 
kommen. Man kann etwa folgendermafsen voi^ehen: 

ttff sei die durch (3) bestimmte Frequeaz der reibungsfreiea un- 
gekoppelten Schiffsschwingungen: 

(9) «."--*/ «■»! ß-'-, 
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ferner sei v das Verhältnis der Frequenz der reibungsfreien nngeboppelten 
Kreiaelschwingungen*) zu derjenigen der Schiffsschwin gangen: 

(9') ^«^a^^M also ^ = ^^V- 

Führt man noch die ebenfalls unbenannten Abkürzungen**) ein: 

(9) K=y—, h^^ »* = ^n — i, 

80 ergiebt sich aus (7) für die nunmehrige dimensionslose Unbekannte /? 
die Gleichung; 

(10) {ß^ ~ iKß - 1) (ß^ - ihß -v")^ n'ß\ 

Von den hier eingeführten Zahlen mifet n die Kr ei sei Wirkung, 
k die Bremswirkung, K die ursprüngliche Dämpfung der Schiffsschwin- 
gui^en, wobei K im VerlüQtnis zu h unter Umständen vernachlässigt 
werden kann. Dem Frequenzverhältnis v werden wir insbesondere auch 
den Wert 1 geben, in welchem Falle die ursprüngliche Schiffs- und 
Pendelschwingung in Resonanz stehen. Für m = fallen die Wurzeln 
ß in zwei Paare auseinander, die der ungekoppelten Schiffs- und Pendel- 
Bchwingung entsprechen. Wir werden zu untersuchen haben, wie sich 
diese Paare bei wachsendem n und geeignet angenommenem h stetig 
verändern. Der aus der ungekoppelten ursprünglichen Schiffs Schwingung 
herauswachsende Schwingiingsmodus, den wir als „Hauptschwingung" 
bezeichneten, wird dabei an Dämpfung und unter günstigen Verhält- 
nissen auch an Schwingungsdauer zunehmen, wie es zu Anfang dieses 
Paragraphen als wünschenswert gefordert wurde. 

Indessen sind es nicht die freien Sckwingtmgen von Schiff und 
Schiffskreisel, die uns in Rücksieht auf die Praxis in erster Linie inter- 
essieren, sondern die durch den Seegang erziiMngevKM Schwingungen. 
Der Bruchteil, auf den die Amplitude der letzteren durch den Kreisel 
herabgesetzt werden kann, liefert den einfachsten, wenn auch nicht 
den einzigen Mafsstab für die Wirksamkeit der Konstruktion, 

Wir schreiben zumchst die Bewegnngsgleichung des Schiffes bei 
festgestelltem Kreis elrahmen auf bewegter See hin. Hierzu führt 

*) Von einem Vethältnia der Scliwinguiigsfrec[uenzeii kann natürlich nur die 
Bede aein, solange beide Schwingungen petiodisch erfolgen. Dagegen behält 
unsere allgemeine in 61. (9') entkaltene Definition aiieh im ftperiodischen Falle 
ihren Sinn. Wenn v weiteihin trotzdem vielfach kurz als Frequenzveihältnis be- 
zeichnet wird, so ist dieses für die aperiodischea Fälle im übertragenen Sinne so. 
verstehen und auf die eigentliche Definition (9') zurückzugreifen. 

•*) Die Dämpfungskonstante K hat natürlich nichts mit der sonst so bezeich- 
neten Kieiselwiikang K zu thnn. 
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folgende überschlägliche Überlegung*): Während auf glatter See das 
aufrichtende Moment die Mittelebene des Schiffes in die Vertikale ein- 
zustellen strebt und daher (s. Gl. (1)) dem Winkel ij> selbst proportional 
zu setzen ist, wirkt es auf bewegter See dabin, jene Ebene in eine 
gegen die Vertikale geneigte Richtung hineinzudrehen, die etwa senkrecht . 
gegen die gewellte Wasseroberfläche steht, jedenfalls aber in derselben 
Periode wie dieae und in einem von der Wellenamplitude abhängigen 
Betrage um die Vertikale schwankt. Das aufrichtende Moment ist jetzt 
proportional ij? — j^u zu setzen, wenn jp^ die variable Neigung der genannten 
Gleichgewichtslage des Schiffes gegen die Vertikale bedeutet. Wir 
tragen also in dem dritten Term der Gl. (1) ii — % an Stelle von ^ 
ein, während wir den ersten und zweiten Term ungeändert beibehalten. 
(Die Trägheitswirknng des rollenden Schiffes ist ja nach wie vor allein 
durch die Beschleunigung des Schiffes, der Wasser widerstand wenigstens 
der Hauptsache nach durch die Drehgeschwindigkeit des Schiffes gegen 
die ganze Wassermasse, nicht wesentlich gegen seine wechselnde Ober- 
fläche bestimmt.) Gl. (1) geht dabei über in 

= 0. 

Wir nehmen einen regelmäfsigen harmonischen Zug von Wasserwellen 
an, den wir uns seitlich gegen das Schiff heranrolleu denken. Sei <o 
die Frequenz der WeEen (gleich 2z geteilt durch die Schwingungs- 
dauer), so kann i;^ proportional cos (ot und daher 

(11) j^ + irg + efltf-cco.oi 

gesetzt werden. Die WeHung der Wasseroberfläche wirkt also wie ein 
äufseres Moment C cos cot auf das Schiff ein, welches in der Periode 
der Wellen wechselt; seine Amplitude C wächst mit der Amplitude 
der Wasaerwellen. Im Allgemeinen ist die Wasserform natürlich keine 
regelmäfsige Sinus- oder Cosinuslinie. Wir können sie aber immer für 
eine behebige Zeitdauer in eine Reihe solcher zerlegen und jede einzelne 
für sich behandeln. 

Ebenso wie aus der Gl. (1) die Gl. (11) durch Hinzufügung des 
Gliedes Gcosmt entsteht, erhalten wir aus den Gieiehnngen (5) für die 
freien Schwingungen unseres gekoppelten Systems die folgenden Diffe- 
rentialgleichungen**) für die durdi den Seegang erzwimgenen Schwingungen 
desselben: 

•) Wegen näherer Ausführungen und Litteraturangaben vgl, Encyld. d. Math. 
Wiae. W, Art Eiiloff und Müller 32, Nr. 4d. 

**) Im Anachluls an pag, 796 weisen wir darauf hin, dafs diese Gleichungen, mit 
TT = «I = R= ft = übergehen in die Gleichungen (IVh) und (IV e) des § 1, wenn 
wie dort speziell V ^ C cos tut aetaen. 
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indem ja weder an der Bewegung des Kreiselrahmens noch an seiner 
Kreisel Wirkung durch das äufsere Moment direkt etwas geändert wird. 

Auch die Integration dieses Gleiclmngssystems geschieht nach einem 
wohlbekannten Sehema, bei dem wir ebenso wie oben am besten 
komplex rechnen. 

Wir sehreiben 

Tp = Ae'"^', & = ae''"' 

nnd ersetzen auch die rechte Seite der ersten Grl. (12) durch den 
komplexen Ausdruck 

Ge'-". 

Bestimmt man dann die komplexen Koeffizienten A, a durch die aus 
(12) folgenden Bedingungen: 

tÄ(-Ja^ + iWo}-^ QS)-iaNco=C, 

^ \a(~30}^ + iwo}-{- qh) + iANa = 0, 

so genügt nicht nur unser komplexer Ansatz den durch Eintragen von 

c""' an Stelle von cos mt modifizierten Gl. (12), sondern zugleich der 

reeUe Teil desselben den ursprünglichen Gleichungen. Aus (13) folgt: 



-^ (_ Je» + i TT» + QH) C- >' + w» -I- 4^) - 



(U) 

Bildet man den absoluten Betrag dieser GrÖfaen, so hat man die Ampli- 
tude, bildet man das Verhältnis des imaginären und reellen Teiles 
und geht zum Arcus-Tangens über, so hat man die Phase der durch 
den Seegang erzwungenen Schiffs- und Kreisel Schwingung. 

Aus dieser partikulären Lösung von (12) erhält man die allgemeine, 
wenn man üir die allgemeine Lösung (8) der Differentialgleichungen 
der freien Schwingungen euperponiert. Indem letztere stets gedämpft, 
beim Schiffskreisel sogar absichtlich abgebremst sind, bleibt bei einem 
regelmäfsigen Wellenzuge nach kurzer Zeit nur noch unsBre erzwungene 
Schwingung übrig, deren Amplitude uns also ein einfaches Mafs für 
die Wirksamkeit des Schiffskreisels liefert, Dafs diese, wie wir sagten, 
nicht das einzige Mafs ist, leuchtet ebenfalls ein. Es mnls die weitere 
Bedingui^ hinzukommen, dafs die freien Schwingungen, die bei dem 
nach Amplitude, Phase und Periode unregelmäfsigen Charakter des 
Seegangs immer wieder neu erzeugt werden, hinreichend schnell ab- 
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ge(^mpft werden. Andernfalls würde nnter den wirklich obwaltenden 
Verhältnisaen ein Endznstand, wie er durch unsere erzwungenen Schwin- 
gungen dargestellt wird, gar nicht erreicht werden. 

Bei der Diskussion des folgenden Paragraphen werden wir daher 
gleichzeitig die beiden Punkte ins Auge zu fassen haben: Amplitude 
der erzwungenen Schwingung, Gl. (14), Dämpftmg und Schwingungszahl 
der freien Schwingung, Gl. (10). Zur Vorbereitung mögen hier die 
Werte (14) in unbenannte Form umgeschrieben werden. Aufeer den 
in den Gl. (9) definierten Gröfsen werden wir dabei die Abkflrzui^en 



80 dafs y das Verhältnis der Wellenfrequenz zur Eigenfrequenz des 
Schiffes bezeichnet Dann ist (14) gleichbedeutend mit 



(15) 



Ks-1){y'-ihi-v^-n 






^ •' U I [(j''-i)(y'-*'')-(Ä^ + «')r']'+[*7(7'-i) + ^y(T'-«')]^ 
Ein schaltungs weise bestätigen wir auch an dieser Formel die mehrfach 
hervorgehobene Thatsache, dafs der festgestellte Kreisel völlig unwirk- 
sam wird, da£a sieh nämlich für Ä = cx> derselbe Wert von A wie für 
M ~ ergiebt, welcher A,, heifsen möge. 

Im Allgemeinen wird man die SchiffsreJbung K gegenüber der 
durch die Bremse gesteigerten Reibung des Kreiselrahmens vemaeh- 
lässigen und also Gl, (16) ersetzen können durch: 



(17) 



J(y«_l)(j,S_„i)_„äy*]S-|-fc'j,S(yi_lJS 



Für das Schiff ohne Kreisel aber darf die Dämpftmg K nicht unter- 
drückt werden, weil sonst im Fall der Resonanz zwischen Schi ff b- 
sehwingung und Welle die Amplitude der erzwungenen Schiffssehwin- 
gung beständig anwachsen würde, was nur durch die Däonpfung ver- 
mieden wird. 

Wir werden zu zeigen haben, dafs sich bei den in der Praxis vor- 
liegenden Verhältnissen aus (16) oder (17) ein Wert \A\ < \Äf,\ be- 
rechnet, dafs also, wie es am Anfang dieses Paragraphen gefordert wurde, 
die Amplitude der erzwungenen Schwingungen durch den Schiffskreiael 
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im AHgeraeinen heruntergesetzt wird. Als wirksamen Faktor werden wir 
hierbei die Qröfse n, also die Stärke des KreiBelimpalsea erkennen, wahrend 
die Dämpfung Ä hier im umgekehrten Sinne, also gegen die Herab- 
setzung der Amplitude, wirkt. Wir können im Grofsen und Ganzen 
sagen: Bei den erswwngenm Schwingimgem erweist skh die Trägheüs- 
wwhmg, bei den freien die H&ihmtgaiovrhimg des Schiffshrmsels als mafs- 



Wir fügen einige Angaben Über die Litteratur des Schifekreisels 
an. Die Differentialgleichungen der freien Schwingungen UTirden zu- 
erst Ton H. Lorenz*), jedoch ohne Berücksichtigung der Brems- 
wirkungen, aufgestellt und diskutiert. Fast gleichzeitig veröffentiiehte 
A. Föppl**) eine eingehende, auch numerische Untersuchung der freien 
Schwingungen, bei der er nachdrücklich auf die wichtige Rolle der 
Bremsung hinwies. Die zusammenfassende Darstellung, die FÖppl im 
■6. Bande seiner Vorlesungen über technische Mechanik giebt, ist uns 
«rst bei der Korrektur bekannt geworden. Wir hoffen, dafs unsere in 
analytischer Hinsicht etwas weitergehende Darstellung die auf beson- 
derer Sachkenntnis und eigener Anschauung beruhende Föppl'sche Be- 
handlung zweekmäfsig ergänzen möge. Einen Ansatz für die er- 
zwungenen Schwingungen giebt Malmström.***) 

Schlick selbst beschreibt seine Konstmktion aufser in einigen 
kleineren Mitteilungenf) in einem Vortrag vor der Schiffbautechnischen 
■Gesellschaft ff), in dem auch die Grundlagen der Theorie und die 
praktischen Ergebnisse besprochen werden. 

Die letzteren werden wir in § 6 darstellen; zu ihrem Verständnis 
müssen wir zunächst in etwas umständliche Diskussionen der Gl. (15) 
für die erzwungenen und (10) für die freien Schwingungen eintreten. 



Unsere Kreiselwirknngen (4) und (4') in den Sch.'wingungBgleich.ungen sind 
Beiepiele von „gjroskopischeii Gliedern", Man denke sich ein mechanischea 
System tob beliebig vielen nicht- cjkliBchen Freiheitsgraden tJi, *, . . . und be- 
liebigen cjklischen Bewegni^en nach. Art umlaufender Schwungräder tp, x • • • 
Ihre TrägheitHwirkungen machen sich in den Gleichungen der tf},S' . . . durch 
EuBatzglieder, die „gyroskopiachen Tenne", hemerklich (ygl. den Zusatz au § 1, IV, 
pag. 771), welche die Bewegungen der i^, & . . . miteinander verkoppeln. Bei 
kleinen Schwingungen sind sie linear in den uioht-cyklischen Geschwindigkeiten 

*) Physika!. Zeitschr. 5 (iy03) pag. 37. 
**) Zeitschr. d. VereinB deutBcher Ing. 48 (1904) p. 478 und pag. 983. 
***) Acta Societatia i'ennieae, t. 36, 1907. 

f) Zeitschr. d. Vereins deutBoher Ing. 50 (1906) pag, 1466 und 1929. 
■f-f) Jahrbuch der Schiffbautechnischen Gesellschaft 1909, Nr. S. Vgl. auch 
Institution of Naval Arcliitecta, Mära 1904, mit einem theoretiBchen Anhang von 
A. Föppl. 
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mit Eoeffizieuten JT, M, . . ., welche von den cykliachen Impulsen abhängen 
Daher ei^ebb sich als allgemeiae Form dieser Tenae Nip' + MS' -|- - ■ ■ . Charak- 
teristisch ist hdil, daß in der Beichleuniguugsgleicliiuig für ip der Koeffizient von ifi' 
verschwindet, derjenige von ^' entgegengesetzt gleich ist dem Koeffizienten von 
in der BeschleunigungsgleichTuig für *. Das KoeffizientenBchema dieser Tenne 
also, wie man sich ausdrückt, ein „schiefes". Es ist wie pag. 801 leicht au sehen, 
dafs daher die Energiegleichnng durch die gjroskopischen Terme Oberhaupt nicht 
beeinflnfst wird. {Vgl. Natural Philosophy I, Art. 345 VII.) 

Die Diskusaion des Schiffskreisels als eines Systems gekoppelter Schwingungen 
hat eine weitergehende Bedeutung für alle diejenigen Aufgaben der Physik, die 
ihren Ausdruck in der Betrachtung gekoppelter Schwingungen finden-, wir erinnern 
z.B. an den Zeeman-Effett. Die Schwingnngsdauer von Lichtwellen wird bekannt- 
lich vei~3,ndert, wenn die Lichtquelle in ein Magnetfeld gebracht wird. Man denkt 
sich in der Lichtquelle Systeme von Elektronen, so dafs jedes System eine Anzahl 
freier Schwingungen besitzt, analog zu unserer freien Schiffs- und Kreisel- 
achwingung. Das System ist also zunächst durch eine Anzahl von Schwingunge- 
gleichungen charakterisiert. Im Magnetfeld wird nun auf jedes Elektron eine auf 
seiner Bewegungsrichtnng senkrechte, also konservative Kraft ausgeübt, so daft 
auch die Gesamtenergie durch das Magnetfeld nicht verändert werden kann. Die 
Kraft ist erfahmngamäfsig von der Geschwindigkeit des Elektrons und den Kom- 
ponenten des Magnetfeldes bilinear abhängig. Diese beiden Bedingungen führen 
aber dazu (vgl. oben), dafs sich das Magnetfeld in den Schwingnngsgleichnngen 
durch den Zusatz „gyroskopischer Terme" bemerkbar macht. An Stelle der 
cyklischen Impulse treten jetzt die Komponenten der Feldstäike H, die Schwin- 
gungsgleichungen nehmen also die Form, an; 



? + fih - 



fi.i = - 



= 0, 



wobei sich die h linear durch den Vektor S ausdrücken. Wie beim Schiffskreisel 
nach Gl- (10) die Beeinflussnng der Schwingungen vom Parameter «' abhängt, so 
wird hier die „Verschiebung der Spektral linien" von Jff* abhängen, also sehr klein 
. sein bei kleinem H. Nur wenn die beiden Ireien Schwingungen in Resonanz standen, 
alao im Fall ii=^l, erhalten wir, bei Absehen von der Dämpfung, ans (10): 



P~l-±nß. ±f-l±-f + '-- 

also eine Beeinflussung der Schwingungen, die von der ersten Potenz n abhängt. 
Entsprechend wurde die magnetische Verschiebung der SpektraÜtnien von Zeeman 
auerat in Etilen zusammentall ender Schwingungsfreqnenaen (D-Liaie) nachgewiesen. 
Ähnlich werden wir beim Schiffskreisel (vgl. pag. 81B) das Znsammenfallen der 
Frequenzen von Schiffe Schwingung und Kreiselschwingung in gewissem Sinne als 
günstigsten Fall erkennen, d. h. als denjenigen Fall, in dem der Kreisel in einer 
Hinsicht die SchifFsschwingung am stärksten beeinflufst. Für nähere Ans- 
föhrungeu Tgl. Encykl. d. math. Wiss. Bd. T3, Art. 22 (Lorentz, Magneto- 
«ptische Phänomene) Nr. 31 — 48. 
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§ 5. Spezielle Diskussion der Wirkung des Sohifi^krelsels. 
A. Erzwungene Sehwin gangen. 

Die nähere Disküseion der im vorigen Paragraphen aufgestellten 
Ansätze beginnen wir mit der Beaprechung der durch den Schiffskreieel 
beeinflufsten, vom Seegang erzwungenen Schwingungen. 

Wenn wir Yorerat die durch die Reibung im Wasser veranlafste 
Dämpfung K gegenüber der durch die Bremse bewirkten Dämpfung k 
vernachlässigen, so wird das Verhältnis der Amplitude A der erzwungenen 
Schifisacbwingung zu der Gröfse c, die die Amplitude der erregenden 
WeUe mifst, nach GL (17): 

^'■'> I C I [{j,»_l)(y«_„')_M'j.'j' + ftV(7'-l)' 

Die BeeiafluBsung der Amplitude, wie überhaupt des Schwingungs- 
verlaufes, werden wir wesentlich nur als von den folgenden drei dimen- 
sionslosen GrÖfsen abhängig betrachten: 

dem Verhältnis der Frequenz der Welle zu der der freien, un- 
gedämpften Schiffsschwingung, j»; 

der Gröfse h, die die Dämpfung der Kreiselsehwingung mifst; 

der Gröfse n, dem Mafs für den dem Kreisel erteilten Impuls. 

Für den Parameter v kommt in Betracht, ob er kleiner oder 
gröfser als 1 gewählt ist, ob also die freie Kreiselpendelung langsamer 
oder schneller als die Schiff ssehwingung verläuft. Durch die Auf- 
hängung des Kreisels kann v leicht variiert werden und wird zu 0, 
wenn er im Schwerpunkt unterstützt ist. 

Ohne vorerst auf numerische Diskussionen einzugehen, sei nur be- 
merkt, dafs die freie Sehwingnngsdauer eines Schiffes. je nach der Gröfse 
desselben zwischen sehr weiten Grenzen schwankt. Das Gleiche gilt 
von der Periode der Wellen, die zwar im Allgemeinen erfahrungsgemäfs 
für ein bestimmtes Meer einen bekannten mittleren Wert annimmt, 
aber beträchtlich um diesen schwankt und sich bedeutend von Meer 
zu Meer ändert. Aufserdera müssen wir, wie schon erwähnt, an eine 
Übereinauderlagemng mehrerer harmonischer Wellenzüge denken. Um- 
somehr wird das Verhältnis der beiden Frequenzen variieren, und es 
wird auch im praktischen Interesse berechtigt, für die Diskussion y^ 
als von bis oo veränderlieh zu betrachten. 

Im Interesse der analytischen Diskussion werden wir auch zeit- 
weilig h^= annehmen. Thatsächlich kann dieser Wert nicht erreicht 
werden, da, auch abgesehen von der Anbringung der hydraulischen 
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Dabei 



Bremse, die Lagerreibung an dem schweren Kreisel immer i 
beträchtliche ist. 

Eine obere Grenze für n^ endlich iat nur durch technische Schwierig- 
keiten gegeben. 

Für die graphische Darstellung der Funktion — =f{y\ k^, n^} 
wollen wir y^ als unabhängige Variable wäblen, die Grö&en Ä' «* 
werden dann als Parameter je eines Kurvensystems aufenfassen und 
aufserdem wird v^^l zu unterscheiden sein. Bei unserer Wahl der 
unabhängigen Variabeln y^ haben wir den Vorteil, an die bekannten 
Eesonanzkurven aus der Theorie der erzwungenen Schwingungen an- 
knüpfen zu können. 

1. Abhängigkeit vom Impuls, Bremsung Null. Für « ■=■ 0, 
den Fall, in dem der Kreisel nicht auf das Schiff einwirkt, fallen 
natürlich in dem Ausdruck (17), alle Glieder fort, die von der Koppelung 
mit dem Kreisel herrühren, und es bleibt: 

d. h. der einfoehste Fall einer Resonanzkurve ohne Dämpfung, 
ist mit Af, die zu n = gehörige Amplitude bezeichnet; 
Weise werde die zu einem beliebigen Wert n gehörige Amplitude A^ 
genannt. Die Amplitude A„ wächst in der Nähe von y ^\., d, b. 
wenn die Welle in Resonanz mit der freien Schiffs Schwingung steht, 
stark an, bleibt aber 
doch vermöge der 
hier vernachlässigten 
Wasserdämpfung K 
auch für y =1 endlich. 
Wir lassen die 
in F^. 125 und 127 
stark ausgezogene 
„Grundkorve" (18) 
nun mit wachsendem 
«* sieb stetig ver- 
ändern, unter Vorgabe eines festen Wertes von v^. FSr die Grenzen j'=0 
und y — oo kann durch die Koppelung mit dem Kreisel keine Veränderung 
eintreten. Denn für die unendlich lange Periode der Wellen, y = 0, tritt an 
Stelle der erzwungenen Schwingung die auf pag, 805 bezeichnete Gleich- 
gewichtslage, unabhängig davon, ob der Kreisel rotiert oder nicht. In 
Übereinstimmung damit wird das mit »^ behaftete Glied in (17) für 
7 = selbst 0, so dafs sich stets einlebt: — =1 für y =- 0. 
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Die unendlich rasche Schwingung, ^ = 00, kann bei rotierendem 
Kreisel ebenso wenig eine erzwungene Schwingung anregen, wie bei 
stillstehendem, so dafs sich ans (17) für y = 00 ebenfalls unabhängig 
von n ei^ieht: \=^\ =0. Die sämtlichen Kurven des zu variablem n 
gehörigen Kurvensystems (Fig. 125) gehen daher von dem Punkt: 
j. = 0, — ^ — 1 aus und berühren bei ^ = 00 asymptotisch die y-Axe. 

Im vorigen Paragraphen fanden wir, dafs durch die Koppelung mit 
dem Kreisel an Stelle der einen freien Schiffssohwingung nun zwei freie 
Schwingungen treten, von denen die eine aus der ursprünglichen freien 
Schiffschwingung, die andere aas der auf das Schiff übertragenen 
Kreiselschwji^ung entsteht, Resonanzerscheinungen werden auftreten, 
wenn die Periode der Welle mit einer dieser beiden Perioden überein- 
atimmt. 

In der That ist der Nenner in dem Ausdruck (17), der für ft = 

Kl (r'-«'') , 



(^^) m=[(f^ 

diejenige quadratische Funktion von y\ die nach GL (10) (pag- 804) 
verschwindet, wenn die Frequenz der Welle mit einer der Frequenzen 
Systems zusammenfällt. Dafs dieser Nenner: 



immer zwei positiv reelle NuUsteHen, das System also zwei rein perio- 
dische Schwingungen hat, sieht man so: Im Fall m = ist der Nenner 
für y-= und y^=- 00 positiv und hat die zwei Nullstellen: 

y^=l nnd y^= v^. 
Nimmt »^ zu, so bleibt der Wert des Nenners für y^= unverändert, 
für ;"* > nimmt er ab, wird aber wieder positiv für genügend 
u grofses y, so dafs immer zwei positive 

T" y^ NuUsteUen bleiben (vgl. Fig. 126). Und 
zwar rückt die kleinere der beiden Null- 
steilen beständig in der Eichtang des 
abnehmenden, die gröfsere in der Rich- 
tung des wachsenden y^, fo^lich wird 
schliefslich für «^ = 00 die kleinere Nullstelle zu y = 0, die gröfsere 
zu y = 00. 

Wächst also n^ von zu positiven Werten, so geht die Grundkurve 
{n = 0) der Fig. 125 in eine Knrve mit zwei UnendliehkeitseteRen über, 
von denen die eine nahe bei der schon vorher vorhandenen Uneudlieh- 
keitsstelle y* = 1 Hegt, während die andere in der Nähe der Stelle 
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j/ä = ^3 entsteht. An der Stelle y^ =- v^ seibat erhält aber auch der 
Zähler in dem Ausdruck (19) eine NuUsteUe, so dafs also die Ampli- 
tnde 1^1 immer dann verschwindet, wenn die Welle in Resonanz mit 
der freien, unTeränderten Kreiselschwingung steht. Im Falle m* = 
hatten sieh die ünendlichteitss teile und Nullatelle von \Ä\ hei y^=tj* 
gegenseitig zerstört. 

2. Fallunterscheidung v^ ^ 1. Es sei die aus y = 1 ent- 
stehende UnendHchkeitsstelle mit y^, die aus y= v entstehende mit y^ 
bezeichnet; wir unterscheiden nun die zwei Fälle: f^>l (Fig. 125) nnd 
«^ < 1 (Fig. 127), je nachdem die Periode der freien Kreiselschwii^ng 
kürzer oder Bnger als die der freien Sehiffsschwingung ist. Es sei 
hier vorläufig bemerkt, dafs sich diese Unterscheidung auch später bei 
der Diskussion der freien Schwingungen als wesentlich erweisen wird. 

Nach der Bemerkung zur Fig. 126 ist im ersten Fall y^^ < 1, 
j-j^^-w^ Die Amplitude wächst daher von ihrem Anfangswert |jä/c|=-l' 
für y^O an und wird für den Wert y^= y^^ unendlich. Dieser ist um 
so kleiner, liegt also um so weiter von dem ursprünglichen Pol y^=l 
ab, je gröfaer der Eigenimpuls des Kreisels ist. Von j"=yi ab nimmt 
die Amplitude ab und wird zu an der Stelle y = ii, wo die Kurve 
in Fig. 125 die y-Axe berührt. Die Amplitude wächst wieder für 
gröfseres y und wird noch einmal unendlich au der Stelle y = y^. 
Dabei ist y^ um so gröfser, je gröfser n^ ist. Für den Grenzfall « = oo 
würde (wie schon bemerkt) der Pol y^ nach 0, der Pol y^ nach ot> 
rücken, und es würde für jeden von und co verschiedenen Wert von 
y die Amplitude werden. 

Nach dem Vorhergebenden ergieht sich, dafs es, im Hinblick auf 
die erzwungenen Schwingungen, günstig ist, den Kreisel so aufzuhängen, 
dafs seine freie Pendelschwingung möglichst in Resonanz mit dem 
Wellenzuge steht, d. h. u = y wird. In diesem Falle wäre die er- 
zwungene Schwingung beim Schiff überhaupt verschwunden. Für die 
Amplitude und Phase der erzwungenen Schwingung des Kreisels ergäbe 
sich dann aus (15) (p^. 807): 



-^1/|. 



d. h. die Amplitude der erzwungenen Kreiselschwingung wäre um so 
kleiner, je gröfser der Eigenimpuls des Kreisels gewählt ist, in der 
Phase müfste die Schwingung um eine Viertel-Periode gegen die Welle 
verzögert sein. In dieser Phase und Amplitude einmal angeregt, kann 
dann die Kreiselsehwingang immer gerade das entgegengesetzte Moment 
auf das Schiff ausüben als die Welle, so dafs das Schiff, abgesehen 
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von anderen Umstanden, in Ruhe bleibt. Die Notwendigkeit eines 
grofsen n folgt bier analytisch daraus, dafs für kleines n die Ampli- 
tude der Kreiselscbwingung sehr grofs werden müfstej und damit die 
Znl^sigkeit unserer Ableitung, die ja nur kleine Ausschläge voraussetzt, 
fortfäUt. 

Da wir es aber überhaupt nicht mit einer harmonischen Welle 
zu thuu haben, sondern mit einer Übereinanderlagerung mehrerer, und 
ngedämpft ist, so kann 
von einer genauen Be- 



andererseits die freie Kreiselschwingung nie 




folgung dieses Prinzips 
gar keine Rede sein. 

Der zweite Fall, üi'<l 
(9. Fig. 127), ist nur da- 
durch vom ersten ver- 
schieden, dafs dieÄmpli- 
tude zunächst für den 
Wert j-a < V unendlich 
wird, dann für j» = ii < 1 
Null, wie im ei-sten Fall. 
Von hier ab wächst sie mit wachsendem y und wird noch einmal un- 
endlich für einen Wert y^ > 1, nimmt dann schliefslich wieder ab, um 
f lir j> = 00 NuU zu werden. Dabei rückt jetzt mit wachsendem n^ der 
Pol y^ von der Stelle y» v aus immer mehr nach hin, der Pol y, 
von 1 aus immer mehr uach 00. 

3. Folgerungen über die Wirkung von n. Um nun einen 
Mafsstab für die Günstigkeit der Koppelung mit dem Kreisel zu ge- 
winnen, haben wir in Fig. 125 und 127 die Kurven für endliches n 
mit der Grundturve für » ■= zu vergleichen. Fragen wir zuimchst 
nach den WellenhLngen, für die die Amplitude überhaupt nicht ver- 
ändert wird, also A^ = Ag ist. Auch hierbei setzen wir vorläufig 
lc = voraus. 

Wir erhalten aufser den Stellen y = und y = 00 noch weitere, 
die nach (18) und (19) durch die folgende Gleichung bestimmt sind: 

2(/-l)(j,a_^s)_„a^8_0. 

Es giebt zwei positive Werte von y^, die diese Bedingung er- 
füllen, sie sollen y'^ und y"^ heifsen. y' und y" sind also die Ah- 
scissen der Punkte, in denen die Kurve von beliebigem n diejenige für 
K = sehneidet. Dann liegt y' ersichtlich zwischen 1 und y^, y" 
zwischen v und y^. Wir entnehmen den Figuren: 
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i^r alle Wellen, deren Freguens gunschen y wnd y" Hegt, ist die 
Wirhmg des Kreisels eine gimsUge, d. h. die Ämpliiude der etsimmgenm 
Schwingungen vmd äwdi ihn verrmgert. Für alle anderen Wellen da- 
gegen ist die Wirkung eine tmgünslige. 

Insb^ondere ist klar: An der Stelle y* = 1, d. h. in der Nähe der 
Resonanz mit der freien Sehiffsschwingung bei ausgescIialteteTn Kreisel, 
ist die Wirkung immer eine günstige. Sicher ist auch das ganze Gebiet 
zwischen y^=l und y^=-v^ günstig beeinflufst, da für y^^v^ noch 
^=0 ist. 

Demnach sehen wir auch: Ist w^ > 1, so enthält das gimsfig beein- 
ßafste G^iet im Wesenäiclien W^etüän^en mit 7^> 1, ist v^ -Cl, so 
enthMt es im Wesentlichen Wellenlängen mit y^ < 1, Bezüglich der 
Impulsstärke folgt: Dmch Vergröfsenmg von w*, also des Eigen- 
impulses, wird das Gebiet nach beiden Seiten hin erweitert, indem die 
Stellen y, y" dem Polen y^, y^ nachfolgen. 

Nach dem Vorbeigehenden können wir die günstige Wirkung des 
Kreisels auf die erawungenen Schwingungen darin erblicken, dafs er, 
bei geeigneter Aufhängung, die Frequenz der Eigenschwingungen des 
Schiffes möglichst von der Frequenz der WeUen entfernt, also scMdliche 
Sesonanewirkimg&i ausschaltet. 

4. Abhängigkeit von der Bremsung h. Wir gehen nun dazu 
über, die bisher vernachlässigte Dämpfung k mit zu berücksichtigen. 
Wir können ihre Wirkung leicht dadurch diskutieren, dafs wir die 
bisher erhaltenen Figuren entsprechend modifizieren. 

Bemerken wir zu dem Ende, dafs der vollständige Ausdruck (17) 
des Amplitudenwerts, wenn wir y=\Alc\^ setzen und den Nenner 
heraufmultipliziert denken, sich folgen der mafaen schreiben läTst: 

(18 c) f(y,y) + ^'9{t/>7)~0. 

Hier bedeutet /'(j/,y) = eine" der vorher gezeichneten Kurven, wie 
sie einem bestimmten Werte von n im Falle }c = entsprachen. Für 
^ = C30 andererseits haben wir g(if, y) = Oj diese Kurve muTs mit 
unserer „Grundkurve" für « = übereinstimmen, wie man leicht nach 
(17) betätigt, da ja ein unendlich stark gebremster Kreisel ebenso un- 
wirksam ist wie ein nicht rotierender. Die Schnittpunkte der beiden 
Kurven /'^O und g = wurden soeben mit y', y" bezeichnet; durch 
sie mufs nach (18 c) auch die Kurve für ein beliebiges ft hindurchgehen. 
An diesen zwei Stellen y', y", die aber übrigens von dem Wert n^ 
und v^ abhängen, hat also die Dämpfung keinen Einflufs auf die Ampli- 
tude der erzwungenen Schwinguijg, Für die anderen Werte von y^ ist 
nur zu beachten, dats sich \Ajc\^ als lineare Punktion von fc* mit wachsen- 
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dem k^ beständig in gleichem Sinne veränderfc, nnd für keinen endlichen 
positiven Wert von 1^ verschwindet oder unendlich wird. Wir erhalten 
alao das Knrrenbüschel, das zu einem festen «^ und »^ und variablem Ä' 
gehört, wenn wir die entsprechende Kurve in Fig. 125, bezw. 127 
kontinuierlich in die Grundkurve ^ — oo überführen (vgl, Fig. 128). 

Dabei nimmt die 
Ordinate überall au, 
wo sie kleiner als 
die der Grundkurve 
(18) war, überall 
D sie gröfser 
als diese war. Also: 
- Dwek die Brem- 
simg h wird die Wir- 




j,j ^jg auf die Amplitude 

der erewungeneM 
Schwingung überall abgeschwächt. War die Wirkung ohne Dämpfung 
günstig, so wird sie ungünstiger durch die Dämpfung, war sie 
dagegen ungünstig, so wird sie günstiger! Demnach können wir 
jetzt erst recht das Resultat formulieren: Die günstige Wirhing des 
Kreisels auf die erzwmigmen Schwingungen hestekt nur darin, dafs er 
die Freqii&is der freien Sdiiffschwvngwngen hei geeigneter Aufhängung 
imd geeigneter Impulsstärhe möglichst von der Freguem der Wellen entfernt. 
Wir finden darin den ersten Teil der am Ende des vorigen Para- 
graphen (pag. 808) aufgestellten Behauptung bestätigt, dal's nämlich 
für die erzwungenen Schwingungen die TrÖgheitswirhmgen des Kreisds 
der mafsgebende Faktor sind, während die Dämpfung die Wirkung hier 
nur abschwächt. Voraussetzung für das reine Auftreten der erzwungenen 
Schwingungen ist aber, wie wir nochmals betonen, dafs die freien 
i durch die Bremse genügend abgedämpft sind. 



B. Freie Schwingnngen. 

1, Hauptschwingung und Nebenschwingung. Im Folgenden 
haben wir nach Schwingnngsdauer und Dämpfung der durch den Scbiffs- 
kreisel abgeänderten freien Sohiffescbwingungen zu fragen, d. h. die 
Wurzeln der Gl. (10), pi^. 804: 

(10) (/Sä ~ 1) {ß^ - ikß - v^) - n^ß^ = 

bei variablem m^, v\ k zn diskutieren. Wie schon im vorigen Para- 
graphen (p^. 802) bemerkt, treten an Steüe der einen freien Schiffs- 
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Schwingung dnrcli Koppelung mit dem Kreisel zwei auf. Die eine ist 
aus der eigeutliclien SchiffsscLwiiigung entstanden (Hauptschwingung), 
die andere aus der freien Pendelung des Kreiselrahmens und durch die 
Koppelung mittels des Eigenimpulses auf das Schiff übertragen (Neben- 
sehwingung). 

Wir könnten diese Gleichung 4. Grades, deren konjugierte Wurzel- 
paare die Schwingungen bestimmen, algebraisch auflösen. Für die 
Diskussion wäre damit aber wenig gewonnen, insbesondere wäre aus 
der komplizierteii Form der Lösungen kaum zu sehen, wie sich die 
beiden Schwingungen " aus der ursprünglichen Schiffs- und Kreisel- 
schwingung bei wachsendem «^ stetig ableiten. Wir benutzen daher 
besser „Kontinuitätsmethoden". 

Für den ^mpfungsfreien Fall h = K=0 haben wir bereits in 
dem Abschnitt über die erzwungenen Schwii^ui^en, S. 812, an F^. 126 
erkannt, dafs von den beiden Schwingungen, Haupt- und Nebeu- 
schwingung, die raschere mit wachsendem »* immer noch weiter be- 
schleunigt, die langsamere weiter verzögert wird. Die Periode der 
Schiffsschwingung wird also in diesem Falle verlängert, wenn die Periode 
der Kreiselschwingung kürzer war, verkürzt, wenn sie länger war, als 
die der Schiffs Schwingung. Dem entsprach die Bewegung der Pole in 
den Resonanzkurven, Fig, 125 hezw. 127. Schliefslich wurde für un- 
endlich grofses »^ die Periode der einen Schwingung 0, die der 
anderen oo. 

Berücksichtigen wir die Dämpfung, so müssen wir die Wurzeln, 
statt wie in Fig. 126 als Punkte der reellen Axe, als Punkte einer 
komplexen Ebene x + iy darstellen. Der reelle Teil x bezeichnet dann die 
Frequenz, der imaginäre iy die Dämpfung, so dafs 23cyjx das logarith- 
mische Dekrement bedeutet, solange die Schwingung nicht aperiodisch 
gedämpft ist. Wir können dann natürlich nicht mehr die einfache 
Schlufsweise wie bei Fig. 126 über den Verlauf der Wurzeln anwenden. 

Dafs jetzt keine der Wurzeln von (10), wie im dämpfungsfreien 
Fall, rein reell sein kann (auch wenn K — ist, ausgenommen für 
tt* == oder n^'-^ oo), wird sieh in der folgenden Diskussion ergeben. 
Beide Schwingungen sind also gedämpft. Doch sind rein imaginäre 
Wurzeln, also aperiodisch gedämpfte Schwingungen, möglich. Negativ 
imaginäre Wurzeln dagegen, d. h. ein aperiodisches Anwachsen des 
Ausschlags von Schiff, bezw. Kreisel, schliefst die Form der Gl. (10) 
aus, da eine negativ imaginäre Wurzel die linke Seite von (10) zu 
einer Summe von lauter positiven Gliedern machen würde. Dafs auch 
keine Wurzeln mit negativ imaginärem Teil, also anwachsende Schwin- 
existieren, werden wir gelegentlich der näheren Diskussion 
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(vgl. pag. 824) noch zeigen, es läfst sich übrigens ohne Beweis vorher- 
seheii, da solche Lösungen mit der immer negatiren Dissipationsfunktion 
im Energieprinzip, p^. 801, nicht verträglich wären. 

Um die beiden Schwingimgen in den Wurzeln zu unterscheiden, 
fioU. im Folgenden das zur Hauptschwmgtmg gehörige Paar immer mit 
ti^3, das zur Neb^ckwinffung gehörige mit %i/3 bezeichnet sein. Für 
M* = ist dann 

Si.5.-±i; 



Vv l! 






Die 4 Wurzeln beschreiben bei variablem «^ Bewegungskurven in 
der komplexen Ebene, die wir zu untersuchen haben. Solange die 
Schwingungen periodisch sind, werden die Kurven für ^j und £2, bezw. 
ijj und ijg symmetrisch zur imaginären Äxe*); bei aperiodischem Ver- 
halten fallen die Kurven in die imaginäre Axe zusammen. 

2. Näherung für kleinen und grofsen Impuls, Wir suchen 
zunächst, wie sich die Wurzeln von (10) verändern, wenn n^ von zu 
einem kleinen positiven Wert übergeht, wobei der gröfseren Übersicht- 
lichkeit halber wieder ^ = angenommen werden soll. Wir bemerken 
aber gleich, dafs die folgende Methode sich ebenso im Fall K> an- 
wenden läfst und die Resultate dann nur unwesentlich geändert werden. 

Die Gl. (10) kann als Gleichung für das Paar g, ^^ geschrieben 
werden : j 

Wir suchen die Wurzel £(, die aus der Wurzel £1 = -|- 1 enteteht, 
setzen demnach auf der rechten Seite als erste Näherung £ — -|- 1, 
und erhalten daraus die zweite Näherung: 





s. +yi+T-^ 


~a • 






T + 


Die Quadratwurzel ist nach n^ ent< 
rücksichtigt. Ebenao wird: 


wickt 


Daraus 


S.- 1 *(,_,.)■ 

folgt: 





•) Ein WTirzelpaar von der Form a + ib, —a-\-ib soll „konjugiert reell", 
11 Analogie zur Bezeiclinnng „konjugiert imaginär" heifsen. 
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War die Schiffsschwingung ungedämpft, so wird sie hei wachsendem w* 



Die Freguens der Saupisehwingung nimmt ah oder su, je nachdem 
die Frequenz der Kreiselschwingmig gröfser oder Meiner (v^ ^ 1), als die 
der Schiffsschmngung wa/r. 

Wir bestätigen auch wieder, dafs die Wirkung des Kreisels ver- 
achwindet, wenn die Dämpfung In, unendlich wird. Andrerseits ver- 
schwindet der Dämpfungszuwachs -^ — i^a i ^.t naturlich auch, wenn 
Ä = ist. Zwischen fc = und fe = oo mufs er also ein Maximum 
Haben; die Differentiation des genannten Dämpfungazuwachsea ei^ebt, 
dafs dieses für den folgenden Wert von ft eintritt: 

itV« = (!-«'')*. 

Während die Hauptschwingung an Dämpfung zunimmt, nimmt 
die Dämpfung der Nebenschwingung von ihrem ursprüngliehen Wert iliß 
aus (vgl. pag. 818) ab, da die Summe der Dämpfungen, d. h. die Summe 
der 4 Wurzeln oder der Koeffizient von — i^ in (10) konstant bleibt. 
Der Sehlufs ist natürlicli entsprechend zu modifizieren für den in der 
Praxis meist vorkommenden Fall aperiodisch gei^mpfter Neben- 
schwingung. 

Fragen wir endlich noch, vrie die Periode der Ereiselpendelung, 
also -v^, au wählen sei, damit die Dämpfung der Hauptachwingung bei 
festem /c möglichst rasch mit w^ zunimmt. Offenbar wird, ausgenommen 
den Fall /e - 0; ,, 



(1- 



!)')'+ i' 



ein Maximum, wenn v^ ^=\ gewählt wird, also freie Kreiselpendelung 
und Sehiffssohwingung in Eesonanz standen (vgl. den Zusatz za § 4, 
pag. 809). Solange die Neben- ^ 
Schwingung nicht in Betracht 



kommt, ist also, wenigstens bei 
hinreichend kleinen Werten von 
«*, mit ii^= 1 die günstigste Auf- 
hängung des Kreisels gefunden. 
Nach dem Vorhergehenden 
bewegt sich bei kleinem n die 
Wurzel £i von 1 aus (Fig. 129) 
in der Richtung des wachsenden j/ 
•und des wachsenden oder abnehmenden x, je nachdem f ^ ^ 1. Wir 
suchen nun noch das Ende unserer Bewegungskurven, d. h. das Verhalten 
der Wurzeln für den Grenzwert des Eigenimpulses m^ = oo. 
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Für einen solehen kann die Gl. (10) erfüllt sein durch ein Wurzel- 
paar ß^ = 0, wobei wir zunächst offen lassen, ob dieses Wurzelpaar zu 
der Hauptschwinguug % oder der Nebensehwingung ij gehört; als zweite 
Näherung erhält man dann: 



Ein zweites mögliches Worzelpaar ist ß'^ = no. Für die zweite Naherui^ 
erhält man hier: 

(3* - ihß - (1 + D* + »^ = 0, 



= ^±l/-T + (l + ''' + ' 



')■ 

Wie im dämpf ungsfreien FaU haben wir also für unendlich f 
Eigenimpuls in erster Näherung die freien Frequenzen und oo. Die 
erste Schwingung ist auch in zweiter Näheimng ungedämpft, die zweite 
hat die Dämpfungekonetante Ä/2 wie im Falle w = 0. 

3. Verschiedene Möglichkeiten des Überganges 
von kleinem zu grofsem Impuls. Je nach den Verhältnissen ist es 
nun erstens möglieh, dafs die ursprüngliche Schiffssehwingung bei 
wachsendem n schliefslich in die dämpfungsfreie mit der Frequenz 
stetig übergeht. Dann würde die Dämpfung für einen gewissen Wert 
Ton n ein Maximum erreichen, über das man durch VergrÖfserung des 
Impulses nicht mehr hinauskommen kann (vgl. die Kurven im Qua- 
dranten I der Fig. 129; in dieser ist Tc konstant zu denken, n variiert 
auf der einzelnen Kurve von bis oo, v wechselt von Kurve zu Kurve 
als Parameter der Schar). Es wäre aber auch möglich, dafs die Schiffs- 
sehwingung stetig in die unendlich rasche Schwingung übergeht, die 
dann die volle Dämpfung der Kreiselschwingung übernommen hätte, 
wie in den Kurven des Quadranten II der Fig. 129. Endlich ist es noch 
möglich, dafs von einem stetigen Übergang überhaupt nicht mehr ge- 
sprochen werden kann, wenn für einen gewissen Wert von n etwa die 
beiden Schwingungen in Dämpfung und Schwiagungsdauer überein- 
stimmen und dabei ihre Rolle teilweise vertauschen, wobei eine Kurve 
deijeuigen Art entsteht, die in Fig. 129 die Quadranten trennt. Dieser 
Fall tritt ein, wenn v-=l, also im Anfang die Frequenz der freien 
angedämpften Kreiselpendelung mit der der Schiffssehwingung überein- 
stimmt, während die erste Möglichkeit durch v> 1, die zweite durch 
« < 1 realisiert wird, wie in der Figur angedeutet ist. 

In Fig. 129 stellen die Kurven des III. und IV. Quadranten die zur 
Neben Schwingung gehörigen Wurzelwerte dar, und zwar ao, dafs je die 
Kurven der Quadranten I und IH bezw. II und IV zu gleichem v* 
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gehören. Da fc, wie hervorgehoben, für alle Kurven der Figur das 
gleiche ist, beginnen die Bewegungskurven der Nebenschwingongen 
sämtlich für » = in Punkten der horizontalen Geraden y =- ]of2, ujxd 
zwar an Stellen, die von v abhängen; nur bei kleinem v, wenn die ur- 
sprüngliche Kreiselpendelung aperiodisch war, setzt die Kurve auf der 
imaginären Axe ein^ Wegen der Bedeutung von d im aperiodischen 
Falle, wo wir nicht mehr vom Verhältnis der Schwingungszalileu 
schlechtweg sprechen können, vgl, die Anm. zu pag. 804. 

Da gerade von diesen verschiedenen Möglichkeiten des Übei^nges, 
wie leicht ersichtlich, der Grad der für die Schiffeschwingung erreich- 
baren Dämpfung abhängt, und damit die Günstigkeit der ganzen An- 
ordnung, so wollen wir sie im Folgenden näher untersuchen, wobei wir 
den genauen Beweis für die vorangestellten Behauptungen nachtragen 
werden. Bezüglich der zu wählenden Impulsstärke können wir ein 
Resultat schon jetzt feststellen: Haben wir einen Verlauf der Wnrzeln 
wie im I. Quadranten, so erreicht die Dämpfung der Schiffs Schwingung 
für einen gewissen Wert von «^ ein Maximum, und es wird daher 
hinsichtlich der Dämpfung schädlich, den Impuls über diesen Wert 
hinaus zu vergrörsem. Haben wir dagegen eine Kurve im 11. Qua- 
dranten, so kann die Schifis Schwingung bei genügend gesteigerter 
Impulsstärke die volle Dämpfung h der Kreiselpendelung übernehmen, 
und es ist daher zu erwarten, dafs die Dämpfung hier anfangs 
viel rascher mit wachsendem «^ anwächst als im ersten Fall. Für 
grÖfseres «^ aber wird, wie ein Blick auf Fig. 129 zeigt, die Dämpfung 
nur noch langsam wachsen; dagegen ist es hier unerwünscht, dafs 
die Frequenz der Schiffesehwingung ebenfalb beständig zunimmt. Somit 
wird es auch hier eine obere Grenze für den Impuls geben, Über die 
hinaus eine weitere Steigerung hinsichtlich der Dämpfung zwecklos, 
hinsichtlich der Frequenz acMdlieh wird. Dafs aber günstige mittlere 
Werte bestehen, bestätigt die numerische Berechnung in Übereinstim- 
mung mit der Erfahrung. 

4. Quantitative Bestimmung der Wurzeln bei beliebigem 
Impuls. Differentialgesetz für die Wurzelbewegung. Wir 
untersuchen nun diese Verhältnisse durch Weiterfübrung der für »* = 
und »* ■- oo verwandten Näherungsmethode. 

Die GL (10) lautet ausgeschrieben: 

ß^ — i{h + K)ß^ — {l + v^ + kK+n^)ß^ + i {Kv^ + it) (5 + v^ = 0. 

Aus den Koeffizienten dieser Gleichung folgen für die Wurzeln 
folgende Beziehungen, denen wir gleich eine geeignete Form gehen: 
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(20) 



(21) 



o' + *£+»■) 



JX. Technische Anwendungea. 
£,f. + %n, + a, + t,) (Vi + »la) = - (1 + "■ 

Mit Rücksicht auf die Realitätsverhältnisae setzen wir für Prodnkfc 
und Summe: 

\t,+ ii= +is; tj. + ri^^ + ie. 

Hier bedeutet s bezw. e den Dämpfungsfaktor, Yp bezw. Yn die 
augeubliekliche „ dämpfungsfreie " Frequenz der beiden Sclnringungen, 
d. h. diejenige Frequenz, die für s = bezw, ff = vorhanden wäre. 
Aus den obigen Gleichungen folgt dann durct Differentiation 
nach n\ da n^ nur im Koeffizienten von ß^ vorkommt (die Striche 
bezeichnen die Differentiation nach n^): 

s' + e' =0 

es' + se" + p' + x' =1 
jEs' -\-pß' + ep' + s%' = 
%p' + p^' =0. 

Endlich liefert die Auflösung dieser linearen Gfleichungen für die 
Diflferentialquotienten, wenn A die Determinante des Systems bezeichnet, 
folgende Formeln: 

jA ■ s' = —p6 + res 
A ■ e'= -\- p6 — res 
JA./ = p(re-p) 
' A ■ re'= ff (p — x) 



(22) 
Dabei 



(23) 



A- 







1 







= — (p — 3r)^ -t- (s — ö) (pff — jis). 
oder, weim wir aus (21) einsetzen: 

A tt,&-%l,)"+[(S, + a-(% + '?,)][S,5,(%+%)-'i,*ft + 6,)] 

(S,-1,)(E,-1,)(E,-i!,)(S.-%). 

Die Determinante versehwiadet also nur dann, wenn eine Wurzel 
des Paares il^g^ mit einer des Paares ^^jjj zusammenfallt. Solai^e 
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di^er Fall nicht eintritt, behält sie ihr ursprüngliches Vorzeichen bei 
Abänderui^ Ton n^ ständig bei. Nur in jenem Ausnahmefall kann die 
Änderung der Grofsen p, 3t, s, 6 mit w^ unstetig werden, andemfaUa 
findet ihre Änderung mit stetigem Fortschreitungssione statt. 

Die Formeln (22) gestatten nun, mit Rücksicht auf diese Be- 
merkung, die Bewegungskurven der Wurzeln bei Tariahlem m' zu dis- 
kutieren. Für ihre wirkliche Berechnung werden wir n^ von aus- 
gehend, um kleine Werte S{n^) wachsen lassen und die Änderungen 
von p, K, s, ö für diese Intervalle als linear betrachten, nach dem Bei- 
spiel der „mechanischen Quadratur". Man erhält in dieser Art jedenfalls 
in viel rascherer und übersichtlicherer Weise die Wurzeln für eine kon- 
tinuierliche Reihe von Werten des Impulses n% als durch direkte, 
numerische Lösung der Gleichung vierten Grades. 

Die Gleichungen (22) liefern zunächst nur die reeRen Gröfsen 
p, JT, s, 6. Man geht von ihnen aus zu den Wurzeln selbst über durch 
Auflösui^ der quadratischen Gleichungen für diese Paare: 

n" ^ ißn — 3t — 0, 



(24) ^ . 

Vi,ns=- + »|±|/— j + äi- 

Für den Ausgaiigswert n^ = haben die Gröfsen (21) die Werte: 

(25) p=l; 3t = V^; S^K; 6^k, 
so dafs wegen der Kleinheit von K animhemd wird: 
(25 a) A = -{l-^y-^. 



Hier sind p vaii x positiv und bleiben auch bei 

a nach (20) und (21) ihr Produkt den unveränderlichen Wert «' 
hat. Die Determinante A ist nach (25 a) für n^ — sicher negativ, 
bleibt also negativ, solange nicht eine Wurzel des Paares £ mit einer 
des Paares ij zusammenfällt. Wir werden zunächst, wie in Fig. 129, 
annehmen, dafs die Koppelung nicht ausreicht, um die Schiffssohwingung 
aperiodisch zu machen. Dana ist mindestens eines der Wurzelpaare ein 
konjugiertes Paar, und ein Zusammenfallen kann daher nur eintreten, 
wenn die beiden Paare vollständig zusammenfallen, also j) — jt, b = ff 
ist. Tritt dieser Fall nicht ein, so bleibt die Determinante A immer 
negativ. 
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Wie wir endlieh noch bemerken, läfst sicli aus den Gleichungen (22) 
leicht zeigen, dal's die Gröfsen s und c nie negatir werden, die beiden 
Schwüigmigeii also nicht zeitlich anwachsen Irönnen, uud daher die 
Methode der kleinen Schwingungen wirklich anwendbar bleibt. Denn 
«8 ist für keinen endlichen Wert von w* möglieb, dafs p oder re zu 
bezw. oo werden, da die Gleichung (10) nur für unendlich grolses w^ 
verschwindende oder unendlich grolse Wurzeln haben kann, s und 
waren nun für kleines n^ positiv, dann folgt aber aus den Gleichungen (22) 
wegen dea negativen Wertes von A, dafa s sowohl als ff immer an- 
wadisen wurden, wenn sie einmal sehr klein geworden wären. Daher 
ist es für keinen endlichen positiven Wert von n^ möglich, dafs eine 
der Gröfsen s oder verschwindet und weiterhin negativ wird. Bei 
diesem Beweise ist stiUsehweigend vorausgesetzt, dafs A nicht ver- 
schwindet; dieser Ausnahmefall, von dem bereits soeben die Rede war, 
tritt für v^ = \ ein und wird in Nr. 6 besonders behandelt. 

5. Allgemeiner Verlauf der Wurzelbewegung bei v^ ^ 1. 
Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen ist der Verlauf der Kurven 
(Fig. 129) leicht zu diskutieren. Dabei ist zu beachten, dafs in dieser 
und den folgenden Figuren die Abscisse x nicht die Öröfse p bezw. x 

selbst vorstellt, sondern die Frequenzen 1/ß^ —(|-) , bezw.l/sr^ — (^) , 
die aber ähnlichen Verlauf wie p bezw. % selbst haben.*) Die Glei- 
chungen (22) legen es nahe, zu unterscheiden, ob zu Anfang je — p § 
war, d. i. nach (25): 

v^ g 1 . 
Sei zui^chst 

also die Kreiselpendelung rascher als die ursprüngliche Sehiffsschwingung. 
Aus den Formein (22) folgt dann, dafs, solange A negativ ist, p' 
negativ, re' positiv wird, p nimmt also von dem Wert 1 aus ab, 
JE von dem Anfangswerte «'>! aus zu, so dafs nicht j) = n: werden 
kann. Also kann die Determinante A nicht verschwinden und daher 
nimmt p beständig weiter ab, re beständig zu. Dann muTs sebliefslich 
(nach Fig. 129) für grofses w* die Hauptschwingung in die ungedämpfte 
Schwingung mit der Frequenz 0, die Nebenschwingung in die gedämpfte 
mit der Frequenz 00 übergehen. Der Fall u^ > 1 entspricht also, wie 

*) Bntsprecliend dem in der Praxis vorliegenden Fall ist in den Fignren 130 
und 131 die freie Kreiaelpendelnng ab aperiodisch gedämpft angenommen, die 
beidea Wnrzehk jj liegen dann hei kleicem w' auf der imaginären Äse. Nur in 
Fig. 129 aind der gröfseren Deutlichkeit halber auch periodiache Fälle der Neben- 
schwingung gezeichnet. 
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früher bereits ohne Beweis angegeben, der ersten der auf S. 820 unter 
Nr, 3 besprochenen Möglichkeiten, die zugehörigen Knrven liegen im 
I. nnd III. Quadranten. Die Dämpfung der Hauptse^wingimg muß fw 
einen Wert von n^ ein Maximum erreichen, dornt wieder abnehmen. Die 
Formeln (22) bestätigen dieses Verhalten, denn in der Gfleiohung für s' 
überwiegt für genügend grofses n^ das Glied mit dem beständig an- 
wachsenden Faktor re, so dafs, wegen des negativen Wertes von A, 
BehUerslieh s' wieder negativ werden mufs. Die Dämpfung ff der Neben- 
aebwingung, die durch Punkte im HI. Quadranten dai^esteUt ist, er- 
reicht damit gleichzeitig einen Minimalwert und wächst dann wieder 
zu ihrem ursprünglichen Wert ff = ft an. 
Im FaE ^3 ^ j 

d. h. wenn die Kreiselpendelung langsamer war als die Schiftsschwingung, 
folgt aus (22), analog dem Fall v^ > 1, dafe p beständig vom Wert 1 ab 
weiter zunimmt, d^egen re, von w^ < 1 beginnend, beständig abnimmt. 
Daher geht jetzt (nach Fig. 129) für grofses «' die Hauptsehwingung in 
die Schwingung mit unendlich greiser Frequenz über, die aber jetzt die 
volle Dämpfung h übernommen hat, die Nebenscbwiugung nähert sich 
der dämpfnngsfreien mit der Frequenz 0. Wie oben schon behauptet, 
entspricht also der PaU ?)^ < 1 der zweiten der auf pag. 820 genannten 
Möglichkeiten, und es gelten bei dieser Anordnung die dort gemachten 
Bemerkungen. Die Formeln (22) bestätigen, dafs in dem Ausdruck für 
s' jetzt immer das Glied mit der beständig anwachsenden Gröfse p 
überwi^, also s immer zunimmt. 

Thatsäehlich kommt natürlich nur ein kleiner Teil der so be- 
sehriehenen Kurven in Betracht, da ja die Gröfse von «^ schon durch 
technische Schwierigkeiten begrenzt ist. Jedenfalls aber wird nach der 
obigen Diskussion eine gröfsere Dämpfung der Hauptschwingung zu 
erreichen sein, wenn die Konstruktion des Kreisels so gewählt wird, dals 
er ohne Rotation langsamer schwingt als das Schiff. Allerdings wird 
dann zugleich die „dämpfungsfreie" Frequenz der Hauptsehwingung (p) 
erhöht, was schliefslich auch zu einer unerwünschten Erhöhung der 
wirklichen Frequenz x =y p^ — — führen muß, während für mittlere 
Werte von n die wirkliche Frequenz wegen der wachsenden Dämpfung 
doch abnehmen kann. Andererseits ist es vorteilhaft, dafs die in 
der Praxis immer aperiodisch zu wählende Nebenschwingung liir 
gröfsere Werte d^ Impulses aperiodisch bleibt, während im PaU »)^> 1 
die Nebenach wingung viel früher periodisch wird. Erst für grofses «* 
wird die Nebensehwingung auch im Fall ü^ < 1 periodisch, aber von 
sehr langer Periode. Die numerischen Rechnungen bestätigen die obigen 

Elein-SommeTteld, XralGelbenegiing. 53 
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Schlufsfolgeruiigeiij die es als günstig erscheinen lassen, den Kreisd 
möglichst langsam, jed&ifaUs nicht scÄweto- als das Schiff, pendeln 
zu lassea. Doch mufa er immerliin noch ein genügendes Schweremoment 
besitzen, um trotz der Reibung nach Aufhören von Rollbewegungen 
aelbattätig in die vertikale Gleichgewichtslage zurückzukehren. 

6, Spezielle Behandlung des Falles v^ = l.*') Wir haben endlich 
noch den Resonanzfall, v^ = 1, zu behandeln, in dem zu Anfang sicher 
^ = ji — 1 ist. Ana den Gleichungen (22) folgt dann aber, daJs zunäehat 
dauernd bei wachsendem k* 
(26a) p^x^l 

bleibt. 

Denn A kann nicht verschwinden, solange nicht die beiden Wurzel- 
paare vollständig identisch aind, also auch s — G geworden ist. Die 
Gleichungen (22) vereinfachen sich mit j) = ji = 1 zu: 



Daraus folgt, dafs s zunimmt, 6 abnimmt, bis s = 6 geworden ist. 
Durch Subtraktion dieser G-leiehungen folgt: 



(s — 0y = — 4w* -f- const., 

wo const, aus dem Falle « — sich nach (25) zu k^ ergiebt, wenn 
K = angenommen wird. 
Es ist also 



Femer nach Gleichung (10): 

s + ö = k. 
Also: 

(26b) ^) \ ■ 

Hiernach ergiebt sich s — für den Wert w^ = x ' ^^ *^^° ^^° 
wegen (26a) die beiden Wurzelpaare identisch werden. 

Die Gleichung vierten Grades (10) ist im Falle 1;^ = 1 durch blofse 
Quadratwurzeln lösbar. 

*) Die pag. 808 zitierte Behandlung des ProhleioB von Ä, Föppl beschränkt 
eich auf diesen mathematisch etwas leichter zugänglichen Sonderfall. 
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Ibre YoUslSiidige Lösung lautet nach dem Schema (24), pag. 1 
wegen (26 a) und (26 b): 



(27) 






Bei weiterer Vergröfserung von n^ ■würden unsere Werte s und ö 
selbst imaginär werden. Es werden dann zwei andere Vastre der Wurzeln 
zn konjugierten Paaren, und diese geben scbliefslieb wie in den Fällen 
v^ § 1, in die Grenzwerte und oo über, wie auch ans den obigen 
Gleichungen (27) zn ersehen ist. Von einem stetigen IJbergai^ der 
SehifFsschwingung oder Kreiaelsebwingung in eine der sehliefslieb er- 
reichten Sebwingnngen bann dann aber nicht mehr gesprochen werden'. 

Nach dem Vorhergehenden teilt die Kurve für den FaJl d* = 1 
die Zeichenebene in 4 Quadranten, in die sich die beiden Kurven- 
Systeme für die Werte d^=}=1, wie in Fig. 129, einzuordnen haben, 
und zwar ohne dafs sich dabei zwei Kurven schneiden. Denn da die 
linke Seite der Gl. (10) die Parameter v^ und n^ linear enthält, so sind 
durch Vorgabe eines Wurzelpaares diese Parameter eindeutig bestimmt, 
80 dafs im allgemeinen nur eine Kurve durch einen Punkt der Ebene 
hindurchgehen kann. 

Damit dürfte ein allgemeiner Überblick gewonnen sein über das 
Verhalten der Wurzeln für veränderliches w^. Der zuletzt behandelte 
Fall «* = 1 hatte sich früher (p^. 819) als die Anordnung ergeben, 
durch die, wenigstens bei kleinem Impuls, die stärkste Dämpfung der 
Hanptschwingung durch eine vorgegebene Krewelstärbe erreicht wird. 
Auch bei gröfseren Impulswerten bleibt i;^ = 1 in der Hinsicht die 
günstigste Form. Denn bezeichnen die Striche jetzt die Differentiation 
nach 1!^, bei festgehaltenem «^ und k (nicht wie vorher nach n% bei 
festgehaltenem v^ und h), so folgt aus den (^leichungen (20) und (21): 
s' + <S' = 
nts' + pg' + ffp' + Sit' = 
itp' + p!x' = 1 
es' + se'+y -f-rc'^ 1. 

Für den Resonanzfall, in dem nach (26 a) p — z = l, wenigstens 
solange «*<ft74| folgt hieraus: 

es' + se' = 0, 

s' + g' = 0, 

alflO! s' = 0:e' = 0. 
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Bei vorgegebenem «^ haben demnach beide Dämpfui^en im Re- 
Bonanzfall ein Extremum, nämlich, wie sieh in bekannter Weise zeigen 
läfst und schon bei tleiaem «^ gefunden wurde, ein Maximum bei der 
Hauptschwingung, was erwünscht ist, ein Minimum bei der Neben- 
achwingung, was unerwünscht ist, umso unerwünschter, als im vor- 
liegenden ßesonanzfaUe auch die Amplitude der Nebenachwingung ver- 
lÄltniemälsig grofs werden mufs. 

Same es wiw tmf die Dämpfung der Haupischwmgung an, so wäre 
eUäo die Wahl v^ = i die günstigste Anordnung. Zu beachten ist aber 
dann, dafB die Kebeuschwingung entsprechend rasch an Dämpfung 
verliert und wegen ihrer Terhältnismäfsig starken Amplitude auch merk- 
bar werden kann, während für kleinere Werte von v^ die Neben- 
schwingung wegen ihrer geringen Frequenz noch viel länger aperiodisch 
oder langsam periodisch bleibt und sicher nicht störend in Betracht kommt. 
1. Möglichkeit aperiodischen Abklingens der Haupt- 
schwingung, Wir haben uns bisher auf den Fall beschränkt, dafs 

P-^\ : ' — - die Schiffschwingung nicht aperiodisch 

gedämpft wird. Wie aber unsere 
folgenden numeriacheu Rechnungen 
zeigen werden, iat unter den in der 
Praxis vorkommenden VerMltnissen 
diese Beschränkung durchaus nicht 
notwendig, wenigstens nicht bei der 
Anordnung v*^l. 

Das Kurvenbild, das sich dann 
im Gegensatz zu Fig. 129 ergiebt, ist 
in Fig. 130 dargestellt, h iat wie in 
Fig, 129 konstant, aber grÖfser zu 
denken wie dort. Auf der einzelnen 
Kurve variiert n, von Kurve zu Kurve v. 
Bei nicht zu grolsem v (vgl. I bis IV 
in der Figur) steigen die Kurven von 
ihrem gemeinsamen Äaegangapuukte 
auf der a^-Äxe an, bis sie die i/-Axe 
erreichen. Die Hauptschwingung ist 
dann aperiodisch geworden. Sind 
beide Schwingungen aperiodisch, also 
die vier Wurzeln von (10) rein 
imi^inär, so kann von einer Unterscheidung der Haupt- und Neben- 
schwingung nicht mehr gesprochen werden, da die Trennung der 
Wurzeln in zwei Paare wegfällt. Für sehr grofses 




Auf Kurve I U lU IV V 

ist u' — 0,25 I 1,5 4 

{N) = Nebenschwingung. 

Me Ziffern lieüeiolmen äle Werte toh m". 

PmiktB Bmd aach det Methode tou Ni. 
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g 6. Wirkung des Schiffskreiaels. 829 

die Schwingungen wieder periodisch werden, da für »* — oo immer 
nur die zwei periodischen Schwingungen mit der Frequenz und co 
bleiben. Dabei geht die Dämpfung der raschen Schwingung nicht 
Ober den Wert fc hinaus, die der langsameren Schwingung nach Null. 
Dementsprechend sehen wir in Fig. 130 z. B. aus der Kurve III bei 
zunehmendem n einen oberen und einen in der Nähe des Nullpunktes 
gelegenen unteren Ast sich entwickeln, die beide durch Teüe der 
imagii^ren j^-Axe mit dem ursprünglichen Kurvenaste III verbunden zu 
denken sind. 

Dafs die Aperiodizitö,t nur für mittlere Werte von w* eintiritti, 
stimmt mit unseren früheren Bemerkungen überein, dafs es immer eine 
obere Grenze des Impulses giebt, über die hinaus ihn zu Tcrgrölsem 
zwecklos, teilweise sogar schädlich ist. Das Aperiodizitätsgebiet erlaubt 
uns, die Grenzen einigermafsen quantitativ zu diskutieren, in denen die 
Impulsstärke womöghch zu halten ist. 

8. Günstige Grenzen für Impulsstärke und Bremsstärke. 
Während in Fig. 129 und 130 k konstant, n und v variabel war, ist 
in Fig. 131 v konstant; n variiert auf der einzelnen Kurve, k von 
Kurve zu Kurve. Und zwar haben wir v^ = 1 gewählt, in welchem 
Fall sich die Kurven am leichtesten numerisch berechnen lassen. Die 
den Marken beigefügten Zahlen bedeuten die Werte von «^; die Be- 
rechnung der Punkte ist nach den Formeln der Nr. 6 ausgeführt Dals 
die Kurven hier, ähn- 
lich wie die Kurve für 
i;*^! ia Fig. 129, eine 
Bichtungs unstetigkeit 
haben, wenn Haupt- und 
Nebenschwingungen zu- 
sammenfallen, ist nn- 
Im Allge- 
1 das gleiche Bild 
würde sieh für einen 
anderen Wert von «^ 
ei^eben, nur würden 
die Kurven in der Um- 
gebung der KnieksteUen sc 
tmserer Figur ste' 
bleiben, wie die Kurven 

fiir v^ ^ 1 in Fig. 129. Ebenso ist es unwesentlich, und nur 
durch die spezielle Wahl «^ = 1 bedingt, dafs die Wurzeln sich 
anfänglich flir alle Werte von Je auf demselben Kreise bewegen 
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(weil hier das Produkb der zwei konjugiert reellen Wurzeln 

£i£a = {a; + iy) {-x^iy) 1 ist). 

Die Kurve I der Fig. 131 giebt den Verlauf der Wurzeln für den 
kleinen Wert ft = 2. Euer geht für «^ = die zur Nebenschwingnng 
gehörige Wurzel ti von dem Werte + i aus, sie steht auf der Grenze 
zwischen Periodizität und Aperiodizität und bewegt sich mit wachsen- 
dem «^ auf dem Kreise x^ -\- y^ = 1. Die zur Hauptschwingung ge- 
hörige, i, geht vom Punkte ±^ 1 aus (in der Figur ist mir die Wurzel 
mit positiv reellem Teil gezeichnet) und bewegt sich auf dem nämlichen 
Kreise nach aufwärts. Nach den Gleichungen (26), S. 826 fallen die 
beiden Wurzelpaare zusammen, wenn 

w' = --■ ^\ 

geworden ist. Für gröfseres «^ wird s und ß imaginär; dann ist 
aus den Gleichungen (27) ersichtlich, daTs keine der 4 Wurzeln 
(ausgenommen die Grenze n -= co) rein imaginär sein kann, die 
Schwingungen also nicht aperiodisch sein können. Das Gleiche gilt 
noch für die Kurve II, fc = 3, nur ist hier anfangs die Nebenschwin- 
gung aperiodisch, sie wird aber periodisch für »^ = 2. Für n^ = 2,25 
fallen die beiden Paare zusammen und bleiben dann beide periodisch. 

Für die Kurve III ist h= A gewählt. Hier wächst die Dämpfimg 
Ä' bis zu 2 an, und die Hauptschwingung erreicht damit gerade die 
Grenze zwischen Periodizität und Aperiodizität mit dem Wert w^ '— 4. 
Für denselben Wert aber fallen hier Haupt und Nebenschwingung zu- 
sammen und werden dann mit wachsendem n^ wieder periodisch, so 
dafa sich die Frequenzen schlieMich den Werten und oo mhem. 

Wir fassen zusammen: 

Für kleine Werte der Dämpfung h, in unserem FaUe v^ = \ für Ä ^ 4, 
ist es nicht möglich, den Impuls so zu wählen, dafs auch die Haupt- 
schwingung aperiodisch wird. Für alle Werte h> 4= d^egen durchläuft 
die Wurzel i den ganzen Kreisquadranten, und die Schwingung wird 
aperiodisch, ehe die Paare zusammengefallen siud, und zwar nach (27), 
wenn 16 — (J — yi;? — 4 n^Y = wird. Dem entspricht der positive 
Wert K^ = 2ft — 4, Für alle Impulsstärken n^'^'1^14: aber werden 
beide Schwingungen wieder periodisch, und es ist daher sicher zweck- 
los, den Impuls über diese Grenze zu steigern. 

Um auch für die Punkte des Kreisquadrauten die Abhängigkeit 
der Dämpfung vom Impuls n^ zu zeigen, haben wir links von der 
imaginären Achse die Kurven 
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aufgetragen, also den imaginären Teil von ^ als Funktion von n^, und 
zwar für verecliiedene Werte der Dämpfui^ K Die Ziffern an der 
horizontalen Axe bezeichnen die Werte von n^. Aus den Kurven ist 
zu ersehen, daTs für genügend grofses 7c, im Fall d^ = 1 fwr i: > 4, die 
Schwingung immer aperiodisek werden kann, äafs aber die hiersu er- 
forderliche Kreiselstfkke um so gröfser ausfällt, je gröfser die Dämpfimg h ist 

Einsohaltungs weise sei hier bemerkt, dafe bei dem für die „Silvana" 
konstruierten Kreisel und den Gröfsenverhältnissen dieses Schiffes «^ 
nicht beträchtlich über 20 gesteigert werden kann. Die Kurven zeigen, 
dafa dann le nicht gröfser als 10 sein darf, damit noch Aperiodizität 
der Haupts chwingung möglich wird; dem entspräche eine Bremsstärke 
w = 1000 mkgsec. 

Die im Vorhergehenden beschriebenen Verhältnisse für v^ = 1 
geben ein genügendes Bild auch für die entsprechenden Verhältnisse bei 
anderen Werten*) von v^. Die Wirkung der Bremse, wie sie sich im 
Vorhergehenden ergab, läfst sich daher folgendermafsen verallgemeinern: 

Der Dämpfungsfaktor der Hauptschwingung, s, wächst mit n' an, 
bei Ideirmn k rasch, aber je gröfser k ist, desto limgsamer (vgl. den 
linken Teil der Fig. 131), hawn aber nie üher den Wert Ti selbst kina^- 
gdien. Ist er in die Nähe dieses Wertes gekommen, so wä(3ist er mm- 
noch langsam, um sich asymptotisch dem Grenzwert k bu nähern (vgL 
den rechten Teil der Fig. 131). .Es können also im Ganeen gr'öfsere 
Werte van s bei gröfserem k erreicht werden, aber nur unter der Voraus- 
setzung, dafs man den Impuls beliebig steigern kami. 

Wegen der tatsächlichen Grenze für die Impulsstärke wird aber für 
die Praxis gerade die Frs^e in Betracht kommen, wie bei festem n^ 
die Gröfee k zu wählen sei, damit möglichst günstige Wirkung erzielt 
wird. Nach den vorhergehenden Überlegungen existiert immer ein 
solcher günstiger Bremewert. Nehmen wir nämlich einen grofeen Wert 
von k, so liegt der dem festen Wert «^ entsprechende Punkt auf dem 
anfänglichen steilen Anstieg der betreffenden Kurve {nämlich im Falle 
der Fig. 131 auf dem Kreisbogen), nnd zwar um so hoher, je kleiner h 
ist; wählen wir dagegen einen kleinen Wert k, so liegt er auf einem 

*) Da wir den Fall c' >■ 1 als ungünstig auBgescMoBsen haben, bildet «' ^ 1 
die obere, «' = die untere Grenze für v. Im letzteren Falle lassen sich analytisch 
(dwrch Bildung der Diskriminanie von Gl. (10)) die an&logen RcBnltate ableiten. 
Z. B. ergiebt sich hier als günstigste Bremsstärke bei gegebenem n statt (38) auf 
pag. 832 ungeffihr 

(280 k^ = 3(n^-{-i) 

Durch diese Feataetzung kann. AperiodiBitö,t der Haupts chwingnng erreicht werden, 
wenn m*>8 gewählt ist. 
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der anschliefsenden Kurvenäste mit iiürmelir geringem Anatieg (näm- 
lich im Falle der Fig. 131 auf einem der vom Kreise nach recMs ab- 
zweigenden Bögen), also (vgl. Fig. 131) um so höher, je größer k ist. 
Wir werden die günstigste Wirkung erhalten, wenn wir h so hestimmen, 
dafs der Punkt n^ gerade auf dem Übergangsbogen zwischen beiden 
Gebieten der beirr. Kurve liegt. Für den speziellen Fall unserer Fig. 131 
(v^^ 1) zieht sich dieser Übergangsbogen in den Verzweigungspunkt 
mit dem Parameterwert «* = h^/4: zusammen. Wir erhallen also um- 
gekehrt hei festem n^ und für v^ ^1: 
(28) k" = An^ 

als günsügste ^emsstärlce. 

8. Zahlenbeispiel für „Silvana". Um einen Anhalt für die in 
der Praxis in Betracht kommenden Gröfsen der Werte «^, J:^, n^ zu 
gewinnen, halten wir uns an das Beispiel des Kreisels in der „Silvana", 
der schon am Anfang des vorigen Paragraphen erwähnt war. 
Die Verhältnisse bei der „Silvana" sind die folgenden: 
Wasserverdrängung {Q): 850000 kg 

Metacentrisehe Höhe (B): 0,4 m 

Freie Periode der ßollbewegnngen {-—)■ 8 sec. 

Daraus ergiebt sich das 

Trägheitsmoment (J): 550000 mkgsee^. 

Die Abmessungen des Kreisels waren annähernd: 

Gewicht von Kreisebad und Welle (g): 6000 

Trägheitsmoment der rotierenden Massen (0): 175 

Winkelgeschwindigkeit des Kreiselrades (ra): 189 sec~', 

Trägheitsmoment um die Queraxe (j) ge- 
schätzt zu etwa: 150 mkgsec*. 
Daraus ergiebt sich zunächst für unseren Parameter »^: 
2 _ .y __ J^' _ ns' ■ 189' ^ g- 

Das Frequenzverhältnis v konnte wegen starker Dämpfung durch 
den Versuch nicht bestimmt werden. Wir dürfen aber nach einer 
brieflichen Mitteilung von Herrn Otto Schlick n < 1 annehmen. 

Über die Bremsstärken sind nähere Angaben unbekannt, doch ist 
jedenfalls die freie Kreiselpendelung durch die Lagerreibung aperiodisch 
gedämpft, wie wir ebenfalls von Herrn Schlick erfahren. Hieraus 
folgt zunächst Ä ^ 2 im Falle d ^ 1, da nach der Gmndgleichung (2) 
in bekannter Weise Yv^ ~ h^ji der Frequenz der Kreiselpendelung pro- 
portional ist. Bei hinzutretender Bremse mufs umsomehr fe > 2 sein. 
Formel (28) bezw. (28') würde als günstigsten Wert & "= 9 bezw. Ä = 8 
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ei^ben. Für das Folgende wollen wir Ä = 7 annehmen. Die frühere 
Fig. 130 ist, wie daselbst bemerkt, für diesen Wert-yon k nach der 
Methode Ton Nr, 4 herechnet, darin sind die achrittweise gefundenen 
Punkte mit den zagehörigen Werten von n eii^etrt^en. Dem Wert 
]c= 1 entspricht eine Bremsstärke w = 700 mkgsec. 

Die Fig, 130 zeigt, dafs in diesem Fall für alle Werte v^^l 
(Kurre I, II, III) für verhältnismäfsig kleine Werte von n^ schon 
Aperiodizität der Hauptschwingnng eintritt. (Die angeschriebenen 
Ziffern bezeichnen überall die dem betreffenden Punkte zugehörige 
Gröfse von n^. Für den Wert v^ — 1,5 (Kurve IV) kann die Schwin- 
gung, mit w^ = 9,3, gerade die Grenze zwischen Periodizität und Aperio- 
dizität erreichen, um bei gröfserem n^ wieder periodisch zu werden. 
Für noch gröfseres v^ (V, VI) erreicht die Dämpfung nur einen Maxi- 
malwert und nimmt wieder ab, ohne dafs die Schwingung aperio- 
disch wird. 

§ 6. Besnltate nnd praktische Erfahrungen am Scliiffskreisel. 

Wir wenden uns noch zn einer kurzen Besprechung der im letzten 
Paragraphen erhaltenen Resultate, insbesondere zu ihrem Vergleich 
mit den von Schlick selbst gewonnenen Erfahrungen bei seinen Ver- 
suchen mit dem „Seebär" und der praktischen Ausführung der Kreieel- 
bonstrukfcion bei der „Silvana" und dem „Lochiel". 

Die wesentlichsten Ergebnisse sind, aufser in früheren Publikationen 
(vgl. pag. 808), in einem kürzlich erschienenen Vortrag*) von Schlick 
zusammengestellt. Herr Schlick hatte auch die Freundlichkeit, uns 
weitergehende Erfahrungen brieflieh mitzuteilen. 

Zunächst ist zu bedenken, dafs der Ansatz in § 4 in mehrfacher 
Einsicht im Interesse der analytischen Ausführbarkeit einfacher ge- 
staltet ist, als es der Wirklichkeit entspricht. Erstens geht er von 
der Annahme kleiner Schwingungen, und zwar des Schiffes und deS 
Kreisels, aus. Was das Schiff betrifft, so sind in der That seine Schwin- 
gungen erfahrungsgemäfe, insbesondere nach Einschaltung des Kreisels, 
gering, d. h. die Ausschlt^e betragen im Höchstfall wenige Grade. 
Ohne Kreisel waren die Ausschläge bei der „Silvana" bei stürmischem 
Wetter etwa 10—15*'. Anders steht es mit den Ausschlägen des 
Kreiselrahmens, die ja, nach den Bemerkm^en auf S. 803, beträchtlich 
gröfser sind als die des Schiffes, wie die Erfahrung durchaus bestätigt. 
Aus einem gleich zu besprechenden Grunde kommen hier Ausschläge 
bis zu 45" nach beiden Seiten in Betracht. Unter diesen Umständen 



*) Jahrbuch der SchifFbautechnisclien Geaellsohaft, 1909. 
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mul's die Annahme kleiner Schwingungen die Wirkung des Kreisela 
günstiger erscheinen lassen, als es die strenge ßeckuung ergeben würde. 
Denn wir nahmen bei Berechnung der etwa durch die RoUbewegung 
veranlafsten Kreiselwirknng, die den Kreisel zum Pendeln bringt, an, 
dafs die Ereiselaxe senkrecht auf der Längsase des Schiffes stände. 
Diese Kreiselwirkung nimmt aber ab, wenn der Kreisel ausschl%t, 
entsprechend der früheren Formel (II) in § 1, um ganz zu yer- 
schwindeu, wenn sich die Axe um 90* gedreht hat, da sie dann 
der Axe der Rollbewegung gerade parallel wird. Wir haben also die 
Koppelung zwischen Schiff und Kreisel als zu stark angenommen, und 
damit mufs die Beinflussung der Rollbewegungeu durch den Kreisel 
Überliaupt sich zu grofs ergeben. Da indessen nur Ausschläge bis zu 
45" vorkommen, und dieser Ausaclilag erfahrungsgemäfs nur selten er- 
reicht wird, wird die gemachte Überschätzung der Kreiselwirkungen 
keine beträchtliche sein. ThatsäehUch ist es bekannt, dafa in vielen 
Fällen auch bei endlicher ÄmpHtude die unter der Annahme kleiner 
Ausschläge gefundenen Resultate mit der Erfahi-ung durchaus überein- 
stimmen,*) Übrigens wäre eine strenge Berechnung wegen anderer 
«mtontroUierbarer Vernachlässigungen hier offenbar nicht am Platze. 

Gröfsere Ausschläge des Kreiselrahmens als bis zu 45" waren bei 
der praktischen Ausführung durch einen „Stopper" verhindert, der also 
zeitweise die Kreiselwirkung aufhebt 

Eine weitere analytische Vereinfachung liegt in dem Ansatz der 
Kreiselbremsung — k -^ , der ein Inkrafttreten der Bremse erat bei 
Vorhandensein einer schwingenden Bewegung ausdrückt. ThatsäcbHch 
hat der Kreisel, abgesehen von der hydraulischen Bremse, auch bei 
Anwendung von Kugeligem, vermöge seines grofsen Gewichtes be- 
träehtUche Lagerreibung, die bei kleinen Geschwindigkeiten die Gesetze 
der gleitenden, bezw. roUenden Reibung von festen Körpern aufeinander 
befolgt (Kap. VII, § 2). Nach diesen Gesetzen ist ein gewisses end- 
liches Maximalmoment nötig, um den Rahmen schon von der Ruhe in 
die Bewegung überzuführen. Daher ist der Kreisel bei ruhendem Schiff 
nicht an die Gleichgewichtslage bei vertikaler Axe, d. h, bei möglichst 
tiefer Lage des Schwerpunkts, gebunden, sondern er kann im Gleich- 
gewicht beharren bei einer Verlagerung gegen die Vertikale bis zu 
einem gewissen Winkel *„, der sich aus den Dimensionen des Kreisels 
und der Gröfse des „Lagerreibungskoeffizienten der Ruhe" ergiebt, und 

*) Ala allgemeinea Grund hierfür kann man anführen, dafa der Sinue mit dem 
Bogen, durch den er ersetzt wird, his zu 30° in der aweiten, bia zu iö" in der 
ersten Dezimale übereinfitinunt. 
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etwa als Eeibnngswinkel des Syatems bezeiclinet werdeu kann. Dieser 
Winkel ist beim Kreisel ein ziemlich beträchtlicher, wie sich aus Versuchen 
Ton Schlick, den Kreiselrahmen künstlich zum Schwingen zu bringen, 
ergiebt. Andererseits ist aber auch zu beachten, dafe der Ansatz — S -tt 
für die hydraulische Bremse nur ein al^emeines Schema sein und nur 
das Wesentliche ausdrücken will, nämlich eine Bremskraft, die der 
augenblicklichen Bewegung immer entgegenwirkt. Die spezielle Form 
des Wirkungsgeaetzea ist für den Effekt wohl ziemlich belanglos, wie 
ja derselbe Fehler schliefslich auch, ohne sich zu rächen, bei vielen 
physikalischen Aufgaben begangen wird. 

Eine andere Fehlerquelle aber, die bei der Behandlung aller tech- 
nischen Probleme berücksichtigt werden mufa, insbesondere wenn es 
sich um 80 hohe Geschwindigkeiten handelt, wie im Falle des Schlick- 
schen Kreisels, liegt in der elastischen Nachgiebigkeit des Materials. 
Die Richtung ihres Einflusses ist in diesem Falle zweifellos: eine 
weitere Absehwächung der berechneten Wirkung. Denn einerseits be- 
ruhen ja die Er eis el Wirkungen selbst auf den inneren Reaktionen des 
als starr angenommenen Schwungringes, anderseits werden sie erst 
durch Vermittlung von Reaktionskräften vom Kreisel auf das als starr 
angenommene Schiff übertr^en. Beide Arten von Reaktionen werden 
durch die, wenn auch geringe, elastische Nachgiebigkeit des Kreisel- 
und SchifEmaterials abgeschwächt, so dafs die Wirkung der Kreisel- 
koppelung überhaupt Terringert werden mufs. 

Wir woRen nun, auf Grund der Resultate des vorigen Paragraphen, 
die erforderliche Kreiselstärke zur Erzielung günstiger Wirkung abzu- 
schätzen suchen, können aber, nach den vorangehenden kritischen Be- 
merkungen, natürlich nur einen ungefähren Anhaltspunkt erwarten. 

Wir präcisieren die Frage dahin; 

Wie grofs mufs der KreiseUmpuls gewählt werden, damit die Am^li- 
tude der erzwungenen Sch/wingung a/uf einen geeigneten Bruehteü ihres 
iirsprünglicken W&ies (d. h. ohne Kreisel) redusieri werde. Dabei soll 
der Impuls und die Bremse h genügend sbwk sein, um die durch das 
Mnseis^i erzwungener SdivAngungen immer wieder angeregten freien 
Schwingungen rasch abzudämpfen. 

Die Antwort ist aus den "Überlegungen des § 5 zu entnehmen. 
Beschränken wir uns auf den wesentlich in Betracht kommenden FaE der 
Resonanz zwischen Welle und freier Schiffsschwingung, auf den sich auch 
die Versuche von Schlick beziehen, d, h. 7 = 1, so wird das gesuchte Verhält- 
nis nach GL (17) (pag. 810) und (18) (pag.811) mit g 
\ÄJ K \/k^ + il~ v^) 
AI " n' 
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Beachten wir ferner, dafa v^ nach den Folgerungen auf pag. 825, 
kleiner oder höclistens gleich 1 sein sollte, ein Besultat, zu dem auch 
Schlick durch seine Versuche gekommen ist, so können wir angenähert 
setzen, indem wir den kleinen echten Bruch (1 — v^y neben der grofsen 
Zahl^ft^ vernachlässigen: 

Einen angenäherten Wert von K tonnen wir aus Versuchen ent- 
nehmen, die Schlick heim „Seebär" angestellt hat. Dort ei^ab sich 
(s. auch Fig. 133), daTs der Ausschlag des Schiffes ohne Kreisel bei 
ruhendem Wasser nach 20 Schwingungen auf etwa ^ seines ursprüng- 
lichen Betrages zurückging. Dem entspricht der Wert 

^=0,05. 
Die Gröfse k wird, nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen, 
günstig so zu wählen sein, dafs die freie Schiffsschwingung durch die 
Kreiselkoppelung aperiodisch gedämpft werden kann, und zwar schon für 
verhältnismäfsig kleine Werte des Impulses. Diesen Bedingnngeu genügt 
etwa der der Fig. 130 zu Grunde gelegte Wert k = 1. Mit Rücksicht 
auf die vorerwähnte Unbestimmtheit der Definition von k sei it = 7 
bis 10 gewählt, oder die zugehörige GröÜse der Bremsstärke in dem 
Beispiel der Süvana (pag. 832) w — hjYQH/Jzü 700 bis 1000 mkgsec. 

Nach pag. 830 würde zwar auch schon ein etwas kleinerer Wert 
ausreichen, um die Haupte chwingung aperiodisch zu machen, aber dann 
würde, wenigstens für v — 1, die IsTebenschwingung nahe in Resonanz 
mit der Haupteehwingnng kommen; durch eine Verstärkung der Bremse 
läfst sich dies vermeiden. Um fiir Ä = 7 Aperiodizität der Haupt- 
Bchwingang zu erzielen, müfste n^ = 10 im Fall v* = 1 gewählt werden, 
für k= 10 dagegen «^ = 16, Für kleinere Werte von v^ wird durch 
diese Wahl ebenfalls starke Dämpfung der Schiffssebwüigung erzielt 
(vgl. Fig. 130 und 131). Durch alleinige Betrachtung der freien 
Schwingung und ihrer Dämpfungsverhältnisse werden wir also aof 
einen Wert 

m' - 10 bis 16, bei ft = 7 bis 10 
geführt. 

Wir haben nun weiter zu fragen, ob dadurch auch die erzwungenen 
Schwingungen hinreichend beeinflufst werden. Aus (29) erhalten wir, 
durch Einsetzen der festgesetzten Werte von K, k und n^: 
\A„\ q,05_._7 ^ 



- 0,035 



1 ^ 1 0^O6_:J0 



0,031. 
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Demnach würde der Wert 

«ä-10bi8 16 

ausreieben, um die Amplitude auf etwa '/jj des Betraga herabzudrücken, 
den aie ohne Kreisel annäbme. Für die erforderliebe Winkelgeschwindig- 
keit ergiebt sich daraus nach pag. 804, wenn das Trägheitsmoment 
der rotierenden Massen am ihre Ase bezeichnet: 
(30) 0o = 3,2 YQS] bis 4 YÖEj . 

Für das obige Beispiel der „Silvana" folgt hiernach eine Winkel- 
geschwindigkeit von 140 bis 175 seo'"^*) 

Wie stellen sieh nun die Versuchsei^ebniBse von Schlick zu dieser 
Berechnung? Auf Grund der einleitenden Bemerkungen dieses Paragraphen 
ist zu erwarten, dafs das Resultat ein weniger günstiges sein wird als 
das Ton der Rechnung gelieferte. Trotzdem war der Erfolg der Schlick- 
schen Versuche ein überraschend glücklicher. Bei der „Silvana" fand 
Schlick eine Abdämpfung der erzwimgenen Schwingungen auf ^ ihres 
ursprünglichen Betr^s bei einer Winkelgeschwindigkeit des Kreisel- 
rades von 189 aec~'. Da Über die dort verwendeten Bremsstärken 
nichts Näheres bekannt ist, kann das Resultat nicht unmittelbar mit 
dem unsrigen verglichen werden. Wahrscheinlich verwendete Schlick 
stärkere Bremsen, als sie unserer Rechnung zu Grunde liegen, und 
dann ist es schon aus diesem Grunde in Übereinstimmung mit unseren 
Resultaten auf S. 816, dafs wir eine günstigere Beeinflussung der er- 
zwungenen Schwingungen fanden. 

Weiter ist zu beachten, dafs wir von der Annahme einer harmo- 
nischen Welle ausgingen, die mit der Schiffsschwingung gerade in 
Resonanz steht, während es sich in Wirklichkeit um Übereinander- 
lagerung einer Reihe von Wellen handelt. Von diesen werden aber die 



*) Die l'ormel (30) liefert in unserem Beispiel ähnliche Im puls stärken, wie 
eine von F 5 p p 1 angestellte , überschlägliche Üheriegung, die bezweckt , die 
GrÖfaenordnuug des erforderlichen Impulses zu beatimineii, wenn nur die Dimen- 
sionen des Schiffes und sein zu vernichtender anfänglicher Aussohlag (t/i,,} bekannt 
sind, aufaerdem vorausgesetzt wird, dafs der Ereiaelrahmen bis au 45" anspendehi 
kann. Die betreffende Formel ist (vgl. Technische Mechanik, Bd. VI, § 41) 

Wenn als Maximalwert von ^^ etwa 15° angenommen wird, so wird demnach 
_^ e<a _ 1 -1 /7 
YQHj^^oVj' 

wählt man also schätzungsweise für J/j die TerMltnisse wie bei der „Silvana" 
(vgl, pag. 832), so hat man nähecungsweiae n = yTÖ, wie auch unaere obige Ober- 
l^ung ergab. 
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nicht in Resonanz stehenden nach den Ausführungen des ersten Teils 
von § 5 weniger beeinflufst als die resonierende selbst, wie es ja für 
gewisse Gebiete der Frequenz der auffallenden Welle sogar TOrkommfc, 
dafs der Kreisel die erzwungene Schwingung rersiärkt. 

Bei Berück eiehtigung aller dieser Umstände liefert die immerhin 
noch nahe Übereinstimmung unseres Resultats mit dem Schlick'schen 
eine gewisse Bestätigung des in § 4 gemachten Ansatzes der Differential- 
gleichungen. 

Wir haben aber bei der vorbeigehenden Berechnung auf einen 
wichtigen Punkt noch nicht geachtet, nämlich ob unter den an- 
genommenen Verhältnissen die Kreiaelrahmenausschli^e auch für die 
erzwungenen Schwingungen innerhalb der verlangten Grenzen bleiben. 
Nur dann kann eine wenigstens angenähei-te Übereinstimmung mit der 
Praxis erwartet werden. Die RabmenausschVage berechnen sich aus 
den Pormehl auf pag. 807. Aus Gl. (15) und (17) folgt, wieder nnter 
der Annahme ji^ = y^ = 1 und bei kleinem K: 



m^ 



also bei Zugrundelegung der früher angenommenen Zahlenwerte und 
der oben berechneten Impulagröfsen etwa: 

Äf, der Ausschlag des Schiffes ohne Kreisel betr^ erfahrungsmafsig 
(vgl. die Diagramme Fig. 132) höchstens 10* bis 15". Fügt man noch 
eine Korrektion zu, um die nicht mehr streng zutreffende Annahme 
kleiner Schwingungen in Rechnung zu ziehen, so wird der Ausschlag a 
etwa 20", liegt also in der That innerhalb der Grenzen, für die unsere 
Rechnungen als gültig anzusehen sind. 

Schlick hat seine Versuche dadurch graphisch niedergelegt, daJs 
er die Schlingerbewegungen durch einen von ihm konstruierten Indi- 
kator*) selbstthätig aufzeichnen liefs, der seinerseits auf dem Kreisel- 
prinzip, nämlich auf der raumfesten Lage der Ase eines im Schwerpunkt 
unterstützten Schwungrads beruht, tind zwar wurden Versuche mit dem 
„Seebär", später bei stürmischen Wetter auch mit der „Silvana" und 
dem „Lochiel" vorgenommen. Sie wurden in der Weise ausgeführt, dafs 
das Boot zunächst mit festgebremsten Kreisel quer zur See gel^ 
wurde. Das Boot geriet in Rollbewegungen bis zu 15" nach beiden 
Seiten, in einzelnen Fällen beim „Seebär" sogar bis zu 25*. Dann 



*) In dem Vortr^ in der Schiffbautechniechea Gesellschaft (pag. 135) erwähnt. 



y Google 



§ 6. Eesultftte und praktische Erfaknmgen am SehiffakreiBel. 



839 



wurde der Kreisel gelöst und die ßollbeweguug dadurch fast augen- 
liliclrlich bis auf 1 " bis 2 " reduziert. Dem Moment der Auslösung 
entepriebt der Punkt Ä in den Diagrammen (s. Fig. 132), auf den nur 
nocb die tleinen ßollbewegungen folgen, die die Dis^amme zeigen.*) 




Kg. 132. 

Es sind weiter eine Reibe von Versuchen, besonders am „Seebär" 
yorgenommen worden, um die Dämpfung der freien Schwinguiigen zu 
messen, wie sie durch den Kreisel bewirkt wird. Dazu wurde das Boot 
künstlich durch einen Kran bis zu etwa 15" seitlich geneigt und 
dann die Zahl der Schwin- 
gungen beobachtet, bis die 
Neigung auf -J-^herabgegangen 
war. DasDiagramm(Fig. 133) 
zeigt den EinfluTs des Kreisels. 
Hier entsprechen die Kurven 
1, 2 der Abnahme der Ana- 
schläge bei stillstehendem, die 
Kurven 3, 4, 5, 6 bei rotieren- 
dem Kreisel. Es sinkt z. 
bei der Kurve 5 der Aussehlag 
von l&J-*' zu -J-* in vier Schwin- 
gungen herab, während er 
ohne Kreisel in Kurve 2 von 
13^" zu ^° in 25 Schwingungen gesunken war. Aus der analytischen 
Behandlung hatten wir sogar gefolgert, dafs es möglieh sei, bei ver- 
hältuismäfsig kleinem Impuls Aperiodizität der Schiffsschwingung zu 
erzielen, und zwar für den Fall v^ ^ 1, d. h. wenn die Kreiselpendelung 
nicht schneller war als die Schiffsschwingung. Ob praktisch die 
Dämpfung bis zu dem Grad gesteigert werden kann, bleibe dahingestellt, 

1 sind dem geuaDctenVorttago eutnommen. 
der Ing.-Zeiischr, 1006, pag. 1933. 




*) Die hier miedergegebenen Figure 
Ahnlicbe Diagramme in dem Änfeat^ ii 
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doch sind jedenfalls die Kurren der Fig. 133 nicht mehr weit voß der 
Aperiodizität entfernt.*) 

Bafs v^ ^1 die günstigere Anwdnung ist, stimmi durckam mU der 
Erfahnmg tmd ist midi- von Schlick selbst a-ws seinen Yerstichsergebnissen 
gefolgert worden. Einer brieflichen Mitteilung entnehmen wir, dafs beim 
„Seebär" durch Beschweren des Oberteils des Kreiselrahmens, also 
Verlängerung der Periode seiner Pendelung, die Wirkung des Kreisels 
wesentlich besser wurde. „Die Periode sollte nahezu unendlich grofs 
sein, aber niemals unter die Periode des Schiffes heruntergehen." Die 
Fig. 130 legt hiervon Heehenschaft ab. Man vergleiche die Kurven I, 
II (v < 1) hinsichtlich der zugehörigen Dämpfung mit den Kurven V, 
VI (v > 1). Übrigens entspricht die Kurve VI, v^^ 20, der von Föppl 
in der pag. 808 zitierten Arbeit gewählten „ersten Aufhängungsart". 

Hier anschliefsend können wir die im § 4 vorangestellten Be- 
hauptungen, wieweit bei der Kreiselkonstruktion „Trä^heitswirkmtgen" 
&nersdts, „Däm^fungswirkungen'^ andererseits in Betracht kommen, noch- 
mals zusammenfassen. Für die erzwungenen Schwingungen selbst 
sind nach den früheren Diskussionen die „Resonanz Wirkungen", also 
Trägheita Wirkungen, wesentlich, indem durch die Kreiselkoppelung 
die Periode des Schiffs nach Möglichkeit von der Periode der auf- 
fallenden Wellen entfernt wird und dadurch die Amplitude der er- 
zwungenen Schwingung verringert wird. Die Bremsung beeinfaiUchtigt 
diese Wirkung nur. Gttnstig wirkt die Bremsung beim Seegange nur 
in sekundärer Weise durch Abdämpfung der immer gleichzeitig ange- 
regten freien Schwingung. 

Für die freien Schwingungen dagegen kommen beide Wirkungen 
in Betracht, und zwar für kleinen Impuls wesentlich die dämpfenden, 
für grofsen die Trägheits Wirkungen. Die Unterscheidung zwischen 
„klein" und „grofs" hängt hier von der Bremstärke k ab, (Bei 
«* = 1 z. B. war als Grenze etwa n^ = /;^/4 anzusehen.) 

Dafs bei kleinem «* die Dianpfungs Wirkungen vorherrschen, geht 
zunächst aus dem auf pag. 831 ausführlicher besprochenen Resultat 
hervor, wonach bei kleinem n^ und genügend kleinem k die Dämpfung s 
mit k wächst, so dals die Hauptschwiugung sogar aperiodisch werden 
kann, während für ft = auch die Hauptschwingung immer ungedämpft 

•) Man könnte aick, nacli einer Bemertung von Föppl, eine Verbeaserung 
der Bremawirkung von einer Handtegnlianing der Bremse während des Betriebs 
verspreciien, um dem. Umstände leicktei Eechnung üu tragen, dafs einerseits 
der Kreisel genügende Bewegungsfreiheit besitaen muTs, «m Energie der BoU- 
bewegung aufzunehmen, andererseits genügend stark gebremst sein mnTs, um sie 
zn vernichten. 
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blieb. Anderseits wird hier, .wenigstens in dem günstigeren FaU i;*<,l, 
die „freie Frequenz" Yp der Hauptschwingung vergröfsert, also ist die 
Trägheits Wirkung sogar in gewissem Sinne uoerwüagclit. Für grofse 
Werte von «^ dagegen, liaben wir gesehen, können die Dämpfun^- 
wirkungen mit wachsendem n^ nicht mehr weiter zunehroen, weil sich 
die Schiffsdämpfung einer oberen Grenze nähert. Die Trägheits Wirkungen 
dagegen nehmen beständig zu und werden die vorherrschenden. 

Wir woUen zum Schlufs nicht unerwähnt lassen, dafa namentlich 
von technischer Seite gewisse Bedenken gegen die Kreiselkonstruktion 
erhoben worden sind. 

Ea handelt sich um die. Frage, ob dei: Kreisel nicht , mit der 
günstigen stabilierenden Wirkuiig _auch unerwünschte Folgen fül- das Schiff 
verbinde. Von Marineingenieur F. Berger*) wurde zuerst vermutet, 
dafs der Schiffst reisel gefährlich für das Schiff werden könne, weil 
er die „Rollbewegungen des Schiffes in Stampfbewegungen und um- 
gekehrt letztere' in erstere . umsetze". Denn falls der Kreisel stark ge- 
bremst ist, wie es zur Erzielang günstiger Wirkung ja erforderlich ist, 
so wird die Energie der. Pendelbewegung in der Bremse nicht völlig 
veriiichtet, sondern es, wird als Reaktion der Bremskräfte und Kreisel- 
Wirkungen ein Moment. , um eine horizontale Queraxe.aüf das Schiff 
.übertragen, also Stampfbeweguug angeregt. Bei festgestelltem Kreisel- 
rahraen z. B. wird unmittelbar die von der Rollbewegung herrührende 
Kreisel Wirkung auf das, Schiff, statt auf den Kreiselrahnien , wirken. 
Anderseits wird eine Stampfbewegung des Schiffes, wenn der Kreisel 
durch die Bremse gezwungen ist, diese Bewegung mitzumachen, gerade 
wie die Pendelbewegnng des Rahmens selbst, dnrch ihre Kreiselwirkung 
Röllbewegung des, Schiffes veranlassen. Dals diese beiden Effekte 
thatsächtich vorhanden sind, ist zweifellos, dafs sie für das Schiff aber 
nicht schädlich werden, dafür sorgt ihre Kleinheit.**) 

1. Stampfen durch Rollen angeregt. Denkt man sieb z. B. 
den Kreisel ganz festgestellt, in welchem Falle, wie leicht analytisch gu 
zeigen, die gröfsteii Momente auf das Schiff übertragen werden, so sind 
die beiden Freiheitsgrade des Rollens und Stampfens, die durch die 
Kreisel Wirkungen gekoppelt werden, qualitativ gleichberechtigt, die Aus- 
schläge sind aber, wegen des viel gröfseren Trägheitsmoments der Querase, 
nm letztere viel kleiner als die RoUbewegungen um -die Länggaxe, und 
daher ist dieser „erste Berger'sche Effekt" gewifs ganz zu vernachlässigen. 

Wir können dieses Resultat auch unmittelbar aus früheren. Über- 
legungen in § 4 entnehmen, Wahrend wir nämlich bisher die Länge- 

*) Ztachr. d. V. d, Ing., 190G, pag, 982. 
**) Tgl. eine Bemerkung von Föppl, ibid. 1906, pag. 983, 

Eleln-Sommerfeld, Eieiselbewegimg. 51 
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axe des Schiffes als fest ansahen, ist jetzt eiü weiterer Freiheitsgrad, die 
Drehung nin die Querase, in Betracht zu ziehen. Bei festgestelltem 
Kreiselrahtnen tritt dieser Freiheitsgrad direkt an Stelle derPendelnng des 
Rahmens, so dafs die Koppelung zwischen HoU- nnd Stampfbewegung 
qualitativ durch unsere früheren Gleichungen beschrieben wird. Während 
wir früher zu betonen hatten, dals bei festgestelltem Kreisel sein Einflufs 
auf die Rollbewegung verschwindet, trifft dies jetzt nicht mehr zu, indem 
die Mögliehlteit des Pendels durch die des Stampfens in geringem Grrade 
ersetzt wird. Bei beweglichem Rahmen anderei-seita verteilt sich natür- 
lich die Schwingung auf die beiden Freiheitsgrade des Pendeins und 
Stampfens in einem durch die Bremsstärke bestimmten Verhältnis, 

Bei festgestelltem Kreiselrahmen überwiegt aber jetzt das Träg- 
heitsmoment für die Koordinate &, die jetzt die Stampfschwingung, 
wie früher die Kreiselpendelung mifst, weit über das Trägheitsmoment 
der ßoUschwingungen. An Stelle des früheren Resultates (vgl. pag. 803), 
dafs ausgenommen im Resonanzfall eine ursprüngliche Kreiselpendelung 
nur sehr geringe Rolle chwingungen anregen kann, tritt also jetzt die Aus- 
sf^e, dafs eine Rollsehwingung nur geringe Stampf bewegungen auslösen 
JtannjWennnichtRoll-undStampfschwinguugengerade in Resonanz stehen, 

2. Rollen durch Stampfen angeregt. Der zweite Effekt da- 
gegen ^&kt, da über seine Bedeutung mehrfach diskutiert worden ist, 
eine nähere quantitative Prüfung, wieder auf Grund der Formeln des 
§ 4, wünschenswert erscheinen. Denken wir uns z. B. zu Anfang das 
Schiff in Buhe mit einem Ausschlagwinkel &,, um die Stampfaxe und 
fragen nach der folgenden Bewegung, insbesondere nach dem Bruchteil 
der Energie, der zeitweise in Energie der RoUbewegung verwandelt 
wird. Den Bewegungs verlauf beschreiben dann, da wir wieder den 
Kreiselrahmen fest mit dem Schiff verbunden denken, die Formeln (8'") 
des § 4 (pag. 802), wenn wir nur die dort vorausgesetzte Kreisel- 
pendelung jetzt durch die Stampf Schwingung des Schiffes ersetzen, 
d. h. das Trägheitsmoment j mit dem des Schiffes um seine Queraxe, 
K, vertauschen, und das Schweremoment q ■ h mit Q ■ S, wo S die 
metacentrische Höhe für die Stampf Schwingung bezeichne. Die Be- 
wegung ist natürlich wieder die Überlagerung zweier Schwingungen in 
beiden Freiheitegraden, und zwar werden jetzt bei gegebenem Kreisel- 
impnls die Schwingungen in ihrer Frequenz viel weniger als früher 
bei pendelndem Kreiselrahmen von der freien Roll- und Stampf- 
schwingung ohne Kreisel abweichen. 

Unter Ausschlufe absoluter Resonanz zwischen RoU- und Stampf- 
schwingung können wir daher folgende NäherungsdaTsteBung aus den 
Formeln (8'") zumiehst für die resultierende Stampf bewegung ent- 
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nehmen, wobei wir die Frequenzen «i und a^ durcli die Werte ersetzen, 
die sie im Falle N = annehmen: 

. «1 + «i = *o, 

K I _ A73 '^ J 

1«J ■"* Q{KM-JS)' 
Fähren wir noch, genau entsprechend unseren früheren Parametern n^ 
und v\ unbeuannte GrÖfsen ein: 



W- 



N' 3 __ QS/K 

' QHK'-' ^ ~ QH/J> 



Seiner Definition entsprechend ist unser jetziger Parameter 91^, im Ver- 
gleich mit dem früheren n^ (^gl- P*g- 832), sehr klein, nämlich 

Nun wird K, das Trägheitemoment um die Stampfaxe, mindestens etwa 
50 mal so grofs sein als das um die Rollaxe, J, und nach pag. 832 
ist^ im Falle der „Silvana" annähernd J— 4000 j, also 

gt^ = 2)i=-10-^ 
Unter Zugrundelegung des bei der „Silvana" gewählten Parameter- 
wertes «^ = 20 wird somit 

91^ = 4.10-*. 

Andererseits erhöht der Frequenzfafctor w^j{l — w^y bei Äusachlufa 
der Resonanz die ÖTÖfaenordnung von | a^/a^ \ nicht, indem er nur in 
der nächsten Nähe von w — 1 gröfser als 1 ist. 

Aus diesem Verhältnis aber können wir den Bruchteil der Energie 
in bekannter Weise entnehmen, der zeitweise der Stampfbewegung 
entzogen und in Eollbewegung verwandelt wird. Die Überlagerung 
der beiden Schwii^ungen ist nämlich eine „Sehwebung" in der Stampf- 
bewegung, mit der maximalen Eue^ie*); 

Jäi -¥(». + ».)■-*-*•' 

und der minimalen Euei^e: 



*) Dieae Pormein werden allerdings unter der Annahme ahgeleitet, daB die 
Frequenzea a, nnd «j uahezu übereiuBtimmen, also w wenig TOn 1 yerBchieden ist. 
Bei genauerer Bechnung würde in den Auedruek für die EnergieBchwankang noch 
eine Potenz von m als Faktor eingehen, der aber die Gröfaenordnung nicht beeinflufat. 
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Bie EHergieSchwankimg betnigt also nur etwa 10"* bis 10"^ der 
mittleren Energie des Stampfens, und aucli nur dieser BrucMeil wird 
zeitweise in RoUenergie verwandelt. Wir kommen somit zu dem Resultat, 
dafe auch der „zweite Berger'sche Effekt", ausgenommen den Fall der 
Resonanz zwischen RoU- und Stampfsehwingiing, für das Schiff ernst- 
lich nicht in Frage kommen wird. 

Übr^ens ist von Herrn Skutsch*) der Vorsehlag gemacht, die 
besprochenen Wirkungen durch Verwendung zweier Kreisel unschädlich 
zu machen. Die beiden Kreisel soUen symmetrisch zur mittleren Quer- 
ase eingebaut sein und mit entgegesetztem Drehsinn, aber gleicher 
Geschwindigkeit umlaufen, überhaupt in allem genaue Spiegelbilder 
sein, was durch zwangläufige Verbindung zu erreichen wäre. Wegen 
des entgegengesetzten Umlaufsinna würden dann durch die ßoU- 
bewegungen entgegengesetzte Ausschläge der beiden Kreisel veranlafst 
"und die- auf das Schiff übertragenen , auf Anregung des Stampfens 
wirkenden Momente würden sich daher aufheben. Das Gleiche gilt 
für die Umkehrung, die durch die Stampf bewegung ausgelösten 
Momente. 

3. Materialheanspruchung. Ein weiteres Bedenken, das man 
gegen dieÄnwendungdesKreiselsToi^ebracbt hat, beruht auf der Annahme, 
dafa ein in der geschilderten Weise an der RoUbewegung gehindertes Schiff 
besonders stark von der See, namentlich von üb erb rech enden Wellen zu 
■leiden habe. Von den Teilnehmern an den Probefahrten wird aber aus- 
gesagt, dafs nur au Stelle der Rollbewegungen ein ruhiges Heben und 
Senken des Schiffes in der WellenoberÜäche getreten sei, ohne Überbrechen 
von Wellen; die anrollenden Wellen seien einfach unter dem Schiff ver- 
schwunden. Andererseits wäre wohl denkbar, dals durch die Verhinderung 
der RoUbewegung eine stärkere Beanspruchung der inneren Verbände 
eintritt. Schlick selbst bestreitet solche Bedenken mit dem Hinweis 
auf die grofsen Beanspruchungen, die grofse Schiffe im Seegang aus- 
zuhalten haben, dem, sie ja nur wenig folgen, wenn nicht gerade die 
auffallende WeUe in Resonanz mit der Sehiffscbwingung steht. Ebenso 
ist es bekannt, dafs die RoUbewegungen der Segelschiffe bei gesetzten 
Segeln durch den Luftwiderstand ganz unterdrückt werden, ohne dafs 
das Schiff Schaden leidet. 

Man kann femer anführen, dafs die ^nze durch den Kj-eisel zu 
vernichtende Energie der RoUbewegung durchaus nicht aonderhch grofa 
ist. Sonst wäre es überhaupt nicht möglich, durch den im Verhältnis 
zum Schiff doch kleineii Kreisel fast die gesamte Energie zu zerstören. 



*) Ztscbr. d. T. d. Ing. ia08, S. 4«4; 
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Berechnen wir anf Grund der S. 832 gegebenen Zahlen für die „SÜTana" 
das Tom Kreisel auf das Schiff übertragene Moment 

^■% 

und zwar für die vom Seegange erzwungenen Schwingungen. Deren 
Periode wählen wir, wie es mittleren Verhältnissen entspricht, zuT = 8sec. 
Nehmen wir den ungünstigsten Fall an, dafs der Kreisel den gröfst- 
mÖglichen Ausschlag von 45" erreicht, so wird ö' = -7- siu 2re — , also -^_ 
im Maximum gleich -r— = ^nr eee"^- Femer war nach pag, 832 
iV= Oo) = 175 - 189m]^ec. Also wird das fragliche Moment rmid 
20000 mkg. Nehmen wir als Lagerabstand am Kreiselrahmen etwa 2 m, 
so wird in jedem Lager eine Kraft von 10 Tonnen angreifen, also eine 
im Verhältnis zu den sonst im Schiff vorhandenen Gewichten mäTsige 
Last, Diese Beanspruchung erfährt daa Schiff durch den Kreisel. 

Die angeführten Bedenken dürften kaum ein wesentliches Hindernis 
für eine ausgedehntere Verwendung des Schiffekr eiseis sein, und über- 
haupt werden die eigentlichen Probleme, zu denen die weitere Ver- 
vollkommnung der Konstruktion führt, nicht auf der dynamischen, 
sondern auf der technischen Seite liegen. 

Die Zukunft mufs lehren, ob sich der kühne Gedanke Schlicks 
trotz der seiner Durchführung entgegenstehenden erheblichen Kosten 
und Schwierigkeiten im Verkehr allgemein «iubüi^em kann, oder ob 
er in der Geschichte mehr als ein markantes Beispiel groisen Mafs- 
stabes für die tatsächliche Ausführbarkeit richtig gedachter mechanischer 
Konstruktionen dastehen wird. 

§ 7. Der KrefseLkompaTs. 

Bei Besprechung der Foucault'schen Versuche, die Erdrotation 
durch ihre Eiawirkung auf die Bewegung eines rasch rotierenden 
Kreisels nachzuweisen, haben wir*) die von Foucault ausgesprochene 
Idee erwähnt, diese Wirkungen zur Orientierung auf der Erde zu be- 
nutzen, also ein Kreiselinstrument als Kompafs auszubauen. Es handelte 
sich hier um die Eigenschaft eines Kreisels, dessen Pigurenaie nur in 
der Horizontal ebene beweglich ist (eines Kreisels „von zwei Freiheits- 
graden"), sich wie eine Dekliuationsnadel selbstthätig in den Meridian 
einzustellen, andererseits eines Kreisels, dessen Figurenaxe nur in der 
Meridianebene beweglich ist, sich wie eine Inklinationsnadel in die 
Richtung der Erdaxe einzustellen.**) 

') pag. 734 f. ") pag. 746 f. 
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An die praktische Ausführung dieses Gedankens konnte natur- 
gemäfs erst geschritten werden, nachdem es gelungen war, auf lange 
Dauer ohne Unterhreehung umlaufende Schwungräder herzustellen, was 
jetzt durch Verwendung von Elektromotoren erreicht wird. Ein wesent- 
liehes technisches Erfordernis ist hierhei, dafs das äufsere Moment, das 
entgegen der Reihung den Eigenimpuls konstant erhalt, strenge um die 
Figurenaxe wirkt, also keine Impulsänderungen in der Äquatorehene 
erzeugt. In den 80er Jahren sind Versuche TOn Seiten der Kriegs- 
marinen in Frankreich, Holland und England ausgeführt worden, doch 
ist über ihr Ergebnis wenig an die Öffentlichkeit gekommen, jedenfalls 
haben sie nicht zur dauernden Einführung eines Rotationskompasses 
geführt.*) In Deutschland wurden die eraten Versuche in den 90er Jahren 
von Werner von Siemens geleitet, in Anlehnung an ein von Van 
den Bos angemeldetes Patent.**) 

Die Frage nach der Herstellung eines brauchbaren Kreiselkompasses 
ist neuerdings wieder akut geworden, insbesondei-e zur Verwendung auf 
Kriegsschiffen, auf denen durch die Vermehrung der Eisenmassen das 
magnetische Erdfeld derartig verzerrt wird, dafs die Angaben des 
Magnetkompasses im höchsten Grade unsicher, ja fast unbrauchbar 
werden. Besonders erschwerend wirkt der Umstand^ dafs die Eisen- 
massen an Bord vielfach verlagert werden (Munition, Geschütze) und 
dals der Betrieb elektrischer Maschinen die Kompafsnadel direkt 
m^netisch beeinflufst, sowie dafs der auf das Schiff vom Erdfeld 
induzierte Magnetismus von Schiffsbewegungen abhängt.***) Es sind 
daher von verschiedenen Firmen Versuche in dieser Richtung gemacht 
worden, von denen aber bisher nur die von Anschütz-Kämpfe in 
Kiel zur Veröffenthchung gelangt sindf) und zur praktischen Ver- 
wendung geführt haben. 

Hier wird nicht die Foucault'sche Anordnung verwendet, sondern 
ein Kreisel von drei Freiheitsgraden, der unter dem Einfluls der 
Schwere steht, entweder so, dafs der Schwerpunkt auf der Figurenase 
oder in der Äquatorehene des Kreisels liegt. 

*) M. Edm. Dubois: Sur le gyrosoope marin, C. B, 98, pag. 327, 1887; 
W. Thomson: Gjroatatio model of a magnetic compass, Nature 30, pag. 524, 1884. 
«^ D. B- P. Kl. 42, No. 84513. 

***) S. Encyklopädie d. math. Wissensch, VIl, 5, pag. 330 ff. (Nautik, von 
H. Moldau). 

■j-) Jahrbuch der Schiff bautechnisehen Geaetlachaft, X, 1909, pag. 363; daau 
math, Anhang (Mas Schnler) pag. 661. Die Versuche der Firma Hartmann & 
Braun, Frankfurt a. M., nacli Konstruktionen von Prof. Ach, sind noch nicht 
veröffentlicht. 



y Google 



§ 7. Der KreiselkomparB. ,847 

Sehen wir von der Schwere ganz ab, so wäre der Kreisel sowohl 
gegen die Erde wie gegen den Raum in Ruhe, wenn aeine Figurenase 
parallel zur Erdaxe stände. Dieses GEleichge wicht wird durch die 
Schwerewirkung gestört, im ersteren Falle haben wir einen schweren 
sjmmetrischen, im zweiten einen, wenigstens dem Kraftangriff nach, 
schweren unsymmetrischen Kreisel. 

Beim schweren symmetrischen Kreisel zunächst zieht die Schwer- 
kraft die Figm-enaxe aus ihrer raumfesten Lage hinaus, und die ent- 
stehende Raumbewegung hat weiter ablenkende Kreiaelwirkungen zuj- 
Folge. Es wird nun, wie bei dem früher behandelten Gilbert'schen 
Barygyrostop*), eine Buhelage relativ zur Erde möglich sein. Die 
Bewegung des gegen die Erde ruhenden Kreisels ist dann, im Räume 
betrachtet, eine reguläre Präcession der Figurenase um die Erdase, bei 
der Schwerkraft und Kreiselwirkungen sich das Gleichgewicht halten. 
Die Figurenase liegt dabei beständig in der Meridianebene des Be- 
obachtungsortes, unter einem zu bestimmenden Winkel gegen die 
Vertikale. Diese Bestimmung liefert einfach die Bedingung der regu- 
lären Präeession: 

Kreisel Wirkung bei der Erdrotation = Schweremoraent, 
erstere durch die Formel (II) von S. 764 bestimmt. 

Bei dieser Präeession ist der Uuterstützungspunkt des Kreisels 
nicht fest, sondern er wird, auch wenn er gegen die Erde ruht, auf 
einem Parallelkreis um die Erdaxe geführt, er erfährt also beständig 
eine radial in der Ebene des ParaUelkreises gerichtete Beschleunigung. 
Eine Beschleunigung des TJnteratützungspuuktes wirkt aber wie eine 
am Schwerpunkt angreifende, entgegengesetzt gerichtete Kraft (vgl. 
z. B. S. 612), deren Gröfse das Produkt aus dieser Beschleunigung und 
der Masse des Systems ist. Diese scheinbare Kraft ist die der Erd- 
. rotation entsprechende Centrifugalkraft, die andererseits die Abplattung 
der Erdoberfläche bewirkt. Wir setzen sie daher richtig in Rechnung, 
wenn wir die im Lote des Erdortes liegende, thateächlich gemessene 
Kraft als Schwerkraft betrachten, die Resultante aus reiner Gravitations- 
wirkmig und Centrifugalkraft. 

Diese ideale Bewegungsform des Kreisels, die wir weiterhin ds 
„Raumpräcession" bezeichnen wollen, würde zu Stande kommen, wenn 
von Anfang an die Kreiselaxe im Meridian unter der genau richtigen 
Erhebung gegen den Horizont eingestellt würde, wobei allerdings die 
Einstellung von der geographischen Breite und der Schiffsgeschwindig- 
keit des Ortes abhängen, also mit der Schiffs bewegung korrigiert werden 

*) pag. 763. 
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miifste. Auf diesem -Prinzip beruht ein von Ansehütz-Kämpfe kon- 
etmiertes KreiselkompafsmodeU*), daa die Firma in einem früheren 
Stadium' ihrer Versuche zum Patent angemeldet hat. 

Soll der Kreisel- bei seiner Raampräcession die Nord-Südrichtung 
angeben, so miifs er eine merkliche Abweichung von der Vertikalen 
haben; daher muTs wegen der verhältnismä'fsigen Kleinheit der dnrch 
die Erddrehung verursachten Kreiselwirkungen auch daa Schweremoment 
sehr klein sein. Die Folge davon ist aber, dafs die Gleichgewichtslage 
im: Meridian einen sehr geringen Stahilitätsgrad besitzt, so dafs der 
■Kreisel auf einen kleinen Anstofs hin, wie er durch die Schiffs - 
bewegungen fortwährend zu Stände kommt, die Buhelage verlafst und 
ähülich, als ob die Erde ruhte, relativ zur Erde eine langsame Prä- 
feessibn um die Vertikale ausführt oder zum mindesten in einer sehr 
■langen Schwingung in den Meridian zucäekkekrt. 

■In dieser unzureichenden Stabilität liegt der hauptsächliche Grund, 
dafs die erste Form des Kompafses nicht zur Ausfährung gekommen ist. 

Betrachten wir nun den anderen Fall des unsymmetrischen Eräfte- 
angrifFs, der bei dem ausgeführten Kompafskreiael von Anachütz- 
Kämpfe vorliegt,**) Es sei der äufsere ßing des kardänisehen Ge- 
hänges um die Vertikale drehbar, der innere Ring um den horizontalen 
Durchmesser des äufseren Ringes, die „Knotenlinie" des Kreisels. Dieser 
jnjiere Ring trage ein Übergewicht in der Art, dafa in seiner Gleich- 
gewichtsl^e seine Ebene horizontal, also auch die in der Ebene des 
inneren Ringes senkrecht zu dessen Drebaxe gelagerte Figurenaxe 
JioHzonial liegt. Der Schwerpunkt des Systems liegt dann in der 
Aqnatorebene des Kreisels, ohne aber die Rotation xun die Figurenaxe 
miföumachen. Dieses rein _ achematische Bild, der Anordnung genügt 
für unsere nächsten Zwecke; die wirkliche Ansführong wird am Ende 
des Paragraphen besprochen werden. 

In kinetischer Hineicht kann das System^ immer noch als sym- 
,nietrischeT Kreisel aufgefafat werden, wenn die Eigenrotation so stark 
ist, dafs die Tri^heit der Ringe neben der des Schwungkörpers zu ver- 
nachlSssigen ist. Das Sehweremoment wirkt dabei nach wie vor um 
die Kuoteidinie< des Kreisels, nw ist es nidit mehr dem Sinus, sondern 

•) D. E. P. Nr. 178614, 1906. 

**) ü. 'E..P,Nr. 182865, 1808. Versuche mit .dieaem System sind auch von 
O, Martienäsen gemacht worden, s. Phjaik. Ztschr. VII, Nr. 16, S. 635, 1906. 
Bei Veraachen von Föppl zum Nachweis der Erdrotation tritt an Stelle der 
Schwerkraft die Elaistidtät der Äufhängefäden des ebenfalls horizontal liegenden 
Ereiaela. Sitznngaher. d. Akad. d, Wiaa. Mönchen, 1904, Heft L Vgl. auch die 
Zusätze am Scblufs dieses BwcheB, 
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dem Cosinus " der früher als ft bezeidmeten Abweiclning der Figuren- 
axe von der Vertikaleü proportional. Die vorher für den symmetrischen 
Kreisel gemsichten Angaben lassen sich also auch auf diese Anordnung 
übertr^en. Es ist eine- stationäre „Ranmpräcession" möglich, bei äßt 
die Fjgurenaxe beständig in die Nordrichtung des Beobaehtungsortes 
weist, mit konstanter Erhebui^ über den Horizont. Die Erhebung 
bestimmt eich wieder aus der PracessionsbediBgung: 

Schwerem oment = Kreiselwirkung, 

und kann sehr klein gemacht werden, wenn das Sehweremoment ge- 
nügend grofs ist. 

Diese stationäre Bewegung ginge im Falle der ruhenden Erde in 
die Gleichgewichtsl^e mit horizont^er Axe über. Ähnlich wie in 
diesem GrenzfaU verschwindender Erddrehung wird die allgemeine 
Bewegung die Überlagerung dieser stationären Bewegung mit einer Pra- 
cession um die Vertikale, einer „Horizontalpräcession", sein, die zu 
Stande kommt, wenn ein genügend grofser Anstofs die Raumpräcession 
stört, aber in ihrem Charakter natürlich durch die Erddrehung beeinflufst 
ist. Bei einem kleinen Anstofs d^egen wird die Horizontalpräcessiou 
in eine Schwingung um die Nordriehtung ausarten. 

Es ist hier nicht ohne Weiteres einzusehen, wie die Eichtkraft zu 
Stande kommt, die den Kreisel in den Meridian zurückzieht; eine solche 
hatten wir früher nur bei dem Foucault'schen Kreisel von zwei Freiheite- 
graden kennen gelernt. Man kann sich nun die dynamische Wirkungs- 
weise klar machen durch Vergleich eben mit dem Foucault'schen Kreisel, 
der nur, in der Horizontalebene beweglich ist. Die späteren analytischen 
Ergänzungen werden diese allgemeinen Vorstellungen näher belegen. . 

Im Foucault'schen Falle verhindert ja die Führung in der festen 
Horizontalebene die Axe, bei vorhandener Erdrotation im Baume stille 
zu stehen. Die dadurch erzwungene Raumbewegung hat die Kreiael- 
wirkung zur Folge, die die Axe in den Meridian zurückzieht, also die 
Schwingung um den Meridian veranlagt. Die Impuls Verlagerung bei 
dieser Schwingung wird durch das Moment der auf der Horizontalebene 
■senkrecht stehenden Drucke geleistet {s. pag. 746). Was hier die zwangs- 
weise Führung in der Horizontalebene macht, bewirkt bei unserer An- 
ordnung das Schweremoment des Übergewichts, das gewisaermafsen eine 
nachgiebige Führung darstellt. Es leistet qualitativ dieselbe Impuls- 
verlagerung, wie dort die Pührur^sdrucke, zieht also die Fignrenaxe in 
die Gleichgewichtslage zurück. Da übrigens auch hei der Foucault'schen 
Anordnung die Elastizität der horizontalen Führungsehene in Betracht 
kommt, die Führung also^thatsächlich keine vÖUig zwangsweise ist, so 
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fällt der Unterseliied qualitativ überhaupt fort, es ist nur bei Poiicault 
das Schwerem oment als sehr grofa zu denken. 

Nimmt man z. B. den „Nordpol" der Figurenaxe zu Anfang in 
horizontaler Lage und nach Osten weisend an. Er wird nun zm^chst 
seine Lage im Räume beibehalten, daher wegen der Erddrehung relativ 
zum Horizont sich heben. Das dadurch entstehende Schweremoment 
verlagert den Impuls von seiner östlichen Lage in nördlicher Eiehtnng, 
und damit erfährt die Figurenaxe, die im Mittel der Impuleaxe folgt, wie 
von der pseudoregulären Präcession her bekannt ist, eine Ricbtkraft nach 
Norden. Zeigte dagegen der „Südpol" der Figurenaxe nach Osten, so wird 
dieser in gleicher Weise nach Süden abgelenkt, der Nordpol erfähi-t also 
wieder eine Richtkraft nach Norden, so daTs in der Tbat die Nordlage 
eine stabüe Gleichgewichtsl^e für den Nordpol der Figurenaxe bedeutet. 

Und zwar wird, wie die analytischen Entwicklungen bestätigen werdei^ 
dieser Gleichgewichtslage bei der jetzigen Anordnung eine verhältnia- 
raäfsig grofse StabiKtät zukommen, der vorher erwähnten symmetrischen 
Form gegenüber Wegen des vei^röfeerten Schwerem omeuts, das in der 
geachilderten Weise die Einstellung in den Meridian in entsprechend 
kürzerer Zeit bewerkstelligt; der Foueault'schen Anordnung gegenüber 
ist die Erhöhung der Stabilität anderer Art, nämlich eine durch das 
Vorhandensein der drei Freiheifcsgrade bedingte Unempfindliehkeit gegen 
Störungen von nicht zu langer Periode, Das Schema dieser StabÜierung 
ist nur durch das Hinzutreten des Schwer emoments, das in gewissem 
MaTse die Freiheitagrade beeinträchtigt, von dem in § 1 (unter IV) be- 
handelten verschieden. Die dort betonte spezifische Wideristandsf ähigkeit 
gegen Riehtungsänderungen äulsert sich auch hier noch im verlangsamten 
Nachgeben, einer „effektiven Trägheit", die den Kreisel gegen Störungen 
von nicht zu langer Periode unempfindlich macht. Sie verschwindet 
erst für unendlich grofses Schweremoment, den Fall des Foueault'schen 
Kreisels, der Störui^en nur noch sein eigenes Trägheitsmoment ent- 
gegenzusetzen Jiat, Die Stabilität kann noch verstärkt werden durch 
geeignete Dämpfungsvorrichtungen, deren bewundernswürdige Dui'ch- 
führung einen Hauptanteil an dem Erfolg des Kreiselkompasses hat. 

Gröfötmögliche Erhöhung der Stabilität in der stationären Nord- 
Südl^e ist inabesondere erforderlich wegen der Einwirkung der Schiffs- 
beweguhgen auf den Kreisel. Denn jede Bewegung des Schiffes be- 
deutet eine Störung seiner Gleichgewichtsbedingungen, veranlafat also 
Schwingungen, die in engen Grenzen gehalten werden müssen, damit 
der Apparat praktisch brauchbar sei. Zwei Fragen sind nun zu beant- 
worten: 1. Wie reagiert der Kreisel auf eine gleiehmäTsige Bewegung, des 
Schiffes? 2. Wie reagiert der Kreisel auf eine BesohleimigMng dea SphifieB? 
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1. Fährt das Schiff mit konatanter Geschwindigkeit toh Ost nach 
West, oder umgekehrt, so ist diese BeweguBg gleichbedeutend mit 
einer kleinen Verringerung, bezw. Vergröfserung der Erdrotations- 
geschwindigkeit, Im ersten Fall ist, angenommeE, dafs eich die 
stationäre Raumpräcession eingeeteUt hat, deren Präeessionageschwindig- 
keit eine geringere als hei ruhendem Schiff; dieser entspricht eine 
kleinere Kreiselwirkung, der also auch ein kleineres Sehweremoment 
das Gleichgewicht halten mufs. Die Folge ist dann nur eine etwas 
geringere Erhebung der Figurenaxe aber den Horizont. Im anderen Falle 
wird umgekehrt die Figurenaxe eine etwas gröfsere Erhebung annehmen.. 
Diese Wirkung ist dieselbe wie beim Übergang zu einer anderen geo- 
graphischen Breite und unschädlich, da sie die Weisung nicht beeinflufst. 

Eine Fahrt in der Nord-Südrichtung andererseits ist gleichbedeutend 
mit einer zur Erddrehung hinzukommenden Drehung um einen äquato- 
rialen Durchmesser, wobei aber die resultierende Axe aus der Erd- 
drehung und dieser hinzukommenden Drehung wegen der Kleinheit der 
letzteren wenig von der Polaraxe abweicht. Die schliefsliehe Wirkung 
ist nun, dafs bei der stationären Raumbewegung die Figurenaxe sich 
in die Vertikalebene durch diese resultierende Drehaxe einstellt. Ihre 
Richtung weicht also von der Meridianebene ab, jedoch, ausgenommen 
in hohen Breiten, nur um einen kleinen Winkel- Die Abweichung, 
die sich westlich bei Süd-Nord- und östlich bei Nord-Sudkurs ergiebt, 
beträgt z. B. für einen mittleren Geschwindigkeitswert, etwa 16 .Knoten 
in der Stunde*): 

für die Breite: O" 20» 40« 60» 70" 

Abweichung: 1,02" 1,04«' 1,33" 2,03" 2,97". 

2. Wir kommen nun zu den Beschleunigungseffekten, die in erster 
Linie beim Übei^ang von einer zu einer anderen verschieden grofsen 
oder verschieden gerichteten Geschwindigkeit auftreten. Vermöge der 
bei der wirklichen Konstruktion ausdrücklich vorgesehenen Dämpfung 
steUt sieh die Figurenaxe, sobald die Geschwindigkeit wieder gleich- 
förmig geworden ist, in die neue Gleichgewichtslage ein, wenn diese 
einen genügeiTden Stabilifätsgrad besitzt. Durch die Störung der ur- 
sprünglichen Gleich gewiehtabedingungen aber entstehen Schwingungen, 
deren Amplituden den Betrag der scLliefslich erreichten Abweichung 
überschreiten können. Wie kommen des Näheren solche Schwingungen 
zu Stande? 

Bei einer Geschwindigkeitsänderung des Schiffes in ost-westlieher 
firichtnng behält der Kreisel zui^chst seine Eaunipräcessionsgesehwindig- 

*) Siehe den pag. 81S zitierten Aufsatz von Schaler, pag. 569. 
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keit bei, da ja daa Schweremoment sich zuoäclist nooh nicht verändert 
hat. Da diese nicht mehr mit der Eauingeschwindigkeit des Schiffes 
übereinstimmt, so weicht der Kreisel aus der Meridianebene seitlich 
" aus und be^nnt eine von Nutationen überlagerte, langsame Horizontal- 
pnicession. Denn eine solche muia immer eintreten, wenn die Gleich- 
gewichtsbedingung der Raumpräcession (pag. 849) gestört wird, wie bei 
ruhender Erde jeder Änstofs eine pseudoreguläre Horizontalpräcession 
bedingt. Dabei ist eine genügende Gröfse der Richtkraft nach dem 
Meridian erforderlieh, damit die Figur enaxe nicht eine vollständige 
Präeession ausführt, sondern nach einem kleinen Ausschlag in einer 
Schwingung um die neue Grleichgewichtslage in den Meridian zurückkehrt. 
Wir werden diese Forderung noch quantitativ zu präcisieren haben, be- 
merken aber im Voraus, dafs schon wegen der Kleinheit der Störung 
diese Ausschläge sehr klein sind neben den gleich zu besprechenden Aus- 
schlägen bei der nämlichen Geschwind! gkeitsänderung in Richtung des 
Meridians und daher praktisch nicht in Betracht kommen. ■ Übrigens 
sind sie auch deshalb weniger wesentlich, weil die Schiffahrt im All- 
gemeinen nicht auf Breitenkreisen, sondern auf gröfsten Kreisen erfolgtl 

Die Beschleunigung des Unterstützun gapunkte s ist nach den 
bekannten Trägheitsgesetzen einer am Schwerpunkt angreifenden, ent- 
gegengesetzten Kraft äquivalent. Für eine Ost-Westbeschleunigung ist 
deren Moment um die Figurenase gerichtet und daher unwesentlich. 
Für eine Nord-Südbesehleunigung dagegen wirkt ihr Moment um die 
Knotenlinie und hat, wie das Sehweremoment, in letzter Linie eine 
pseudoreguläre Horizontalpräcession zur Folge, die zunächst so lange 
andauert, als die Beschleunigung währt. Es ist erforderlich, dafs 
während der Andauer der Beschleunigung der Gesamtbetrag dieser 
Präeessionsbewegung innerhalb praktischer Grenzen bleibt. Übrigens 
ist diese Abweichung stets nach derselben Seite gerichtet, wie die der 
nachher sich einstellenden neuen Gleichgewichtslage (vgl. oben), so 
dafs für die nun resultierende Schwinguiig nur die Differenz dieser 
beiden Abweichungen als Amplitude in Betracht kommt. 

BeaehleuniguDgen des Schiffes, und zwar im Meridian und senk- 
recht dazu, kommen bei jeder Wendung in Frage. Daher steht die 
Figurenase an einer Kurve nicht vÖUig stiU, wie die Magnetoadel, 
sondern sie macht kleine Schwingungen, und nur wenn diese genügend 
klein sind, läfst der Kreiselkompafs die Kurve richtig erkennen. 

Neben den absichtlichen Beschleunigungen des Schitfes kommen aber 
auch alle unregelmäfsigen Bewegungen ganz wesentlich in Betracht, wie 
Schwingungen des Schiffes und der Kreiselunterlage. Da es sich bei 
solchen Störungen stets um kurzperiodische handelt, so können sie, nach 
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den bekannten Eesonanaprinzipien, dadurch unschädlich gemacht werden, 
dafs die Eigenschwingangsdauer des Kreisels grofs gewählt wird. Dies 
wird nun gerade durch die schon genannte effektive Trägheit des Änschütz'- 
sehen Kreisels erreicht, ohne dafs es deshalb nötig wäre, zu grofse und 
technisch nachteilige Maaeen anzuordnen. Die örÖfse der Schwingungs- 
dauer ist aber andererseits naturgemäfs beschränkt durch die Forderung, 
dafs der Kreisel bei einer gröfaeren Störung nicht zu lange' braucht, um 
seine Gleichgewichtslage zu erreichen. Bei dem Auschütz-Kämpfe'scheh 
Apparat ist als günstiges Mittel eine Schwingungsdauer von 70 Minuten 
gewählt, und Überdies werden durch kardaniache Hängung des ganzen 
Systems äufsere Stöfae nach Möglichkeit von vornherein abgeschwächt. 
In der durchaus notwendigen Länge der Schwingungsdauer scheint 
insofern eine Schwierigkeit*) zu liegen, als eine ao l^igsame Schwin- 
gung nicht unmittelbar dem Äuge als solche kenntlich ist. Nun ist 
aber jede Schwingung, wie wir noch sehen werden, mit einer gleich- 
periodischen geringen Hebung und Senkung der Pigurenaxe verknüpft, 
die durch eine empfindliche Libelle auf der Kompafsrose angezeigt 
wird und dem Steuermann die augenblictliche Mifsweisung des Kom- 
passes, das Vorhandensein einer Schwingung, zu erkennen giebt. Bei 
einer gleichzeitigen Wendung wird allerdings die .Libelle für diesen 
Zweck vorübergehend unbrauchbar, da dann- durch die Zentrifugalkraft 
ihre Grleiehgewiehtslage gestört wird. 

Wir haben des Weitereu den Bewegungsverlauf analytisch darzu- 
stellen. Bei der Berechnung der Kreiselwirkungen machen wir wieder**) 
die Annahme, dafs die Impulsaxe mit der Figurenase zusammenfalle, 
vernachlässigen also den Impuls, welcher der Bewegung der Figurenaxe 
um die Brdaxe und relativ zur Erde entspricht, neben. dem Rotations- 
impuls um die Figurenaxe. Als wirkende Momente haben wir dann 
das Sehweremoment und die Kreisel Wirkungen, die von den Eaum- 
bewegungen der Figurenaxe herrühren, anzusetzen. 

Es bezeichne %• die Erhebung der Figurenachse Über den Horizont, 
und zwar bedeute positives ^ eine Hebung der Seite, von der aus die 
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt, also des „Nordpols"; 
^ die westliche Abweichung des Nordpols von der Nordrichtnng SN. 
P sei das Schweremoment für den Ausschlag -^, also Psin^fr für den 
Ausschlag ^, B das Trägheitsmoment des ganzen Systems um die 
vertikale Axe, Ä um die horizontale Knotenlinie, N der Eigenimpula. 

*) Vgl. die Diskuasion an dem pag, 848 zitierten Vortrag tou Anschütz. 

**) Wie g 1 dieees Kap. imter 1 und II. Vgl. aucli die friiiiereii Kälietungs- 
formeln über paeudoreguläie Präcesaion in Kap. V, die weaentlieb auf djeaer An- 
nahme beruhten. 
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In Ä und B sind aufser der Masse des Scliwungringes die Massen der 
ÄufMngeTorrichtung einbegriEFen, soweit sie an der Bewegung der 
SchwuQgringaxe teilnehmen. Ä ist konstant, B kann bei kleinen Er- 
bebungen ■& annähernd als konstant angesehen werden, fflr die Konatansü, 
von N sorgt der Antrieb. Ferner sei o» die Winkelgeschwindigkeit 
der Erde, 93 die geographische Breit«. Die Erddrehung zerlegen wir in 
die Komponenten o» sin cp um die Vertikale und m cos cp um die horizon- 
tale Nord- Südrieb tung. 

Diese Drehkomponenten geben Anlafs zu Kreiselwirkungen, deren 
Axe senkrecht auf der fraglichen Drehase und der Impulsaxe steht. 
Eine einfache geometrische Überlegung gibt für diese die folgendea 
nach der Formel (IE) des § 1 berechneten Werte: 

Um die Knotenlinie: 

K = NtD (sin 9 cos & — cos g) sin 9' cos ij>). 

Um die Vertikale: 

K' ^ — N<a cos 9) cos^ sin^. 
Von der Bewegung relativ zur Erde rühren die Kreiselwirkungen her: 

Um die Knotenlinie: 



Um die Vertikal»: 


If~co.». 


er sind 


die Bewegungsgleichungen: 
A -j^ =- Na (sin ip eoB& ~ cos q^ sin * cos ^) 




+^4f 


cos» -P sin» 




Bg:__ff„»„, 


pcos9Bin*-iy4rCos». 



Wir besehränken uns nun auf solche Bewegungen, bei denen, wie 
es dem Zwecke des Kreiselkompasses entspricht, die Erhebung ■9- be- 
ständig sehr klein bleibt, vemachläsaigen also & neben endlichen 
Gröfsen, während Nia selbst als kleine GrÖfse erster Ordnung an- 
zusehen ist. Die Rechtfertigung dieser Vernachlässigung liegt in der 
verhaLtnismäfs^en Grölse des Schweremoments, das ähnlich wie beim 
Foucanlt'schen Horizontalkreisel eine nachgiebige Führung in der Nähe 
der Horizontalebene bedeutet. Die Gleichungen (1) werden dann*): 

(2a) A^ = Nm8m(p + N^ - P», 

(2b) B^^-Nw cosy sini^ - N~- 

*) In. Übeiemstimmung mit den Grundgleichung-en (1) in dem zitierten Auf- 
satz von 0. Martienssen, Physik. Ztschr. Bd. 7 (1906) pag. 535. 
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Au3 (2 a) erhalten wir durch Differentiation und Einsetzen von 
aus {2 b): 



Andererseits wird nach zweimaliger Differentiation von (2 b): 

(3.) -NA'if-AS'^ + NA.oo.^'-^^. 

Aus (3) und (3 a) wurden wir offenbar durch Addition eine 
Schwingungagleiehung vierter Ordnung für die Koordinate ip erhalten, 
die alBO eine Überlagerung zweier Schwingungen bedeutet, und zwar, 
wie wir sogleich hier zufügen, einer langsamen und einer schnellen, 
die wir als Pracession und Nutation auffassen können. Diese zwei 
Sehwii^ungen sind ihrerseits der Baumpräcesaion Überlagert, die sich 
durch konstante Werte von ip und & ausdrüefeen mufs, und zwar nach 
den Gleichungen (2) durch die Werte: 

Die Figurenaxe weist also in dieser Gleichgewichtslage nach Norden, 
unter kleiner Erhebung über 'den Horizont, da JVro immer klein ist und 
P genügend grofs gewählt werden kann. 

Die beiden Schwingungen betrachten wir nun gesondert. Handelt 
es sich um eine langsame Schwingung um die Gleichgewichtslage, so 
ist die Gl, (3) angeimhert in bekannter Weise durch die folgende Gl. (4) 
zu e 

die wegen der relativen Kleinheit von PSm und GrÖfee von N^ that- 
sächlich eine langsame Schwingung darstellt.*) 

Dieser langsamen Schwingung überlagern sich noch rasche Muta- 
tionen, die man bei Berücksichtigung der bisher gestrichenen Glieder 
erhält. Setzt man nämlich 

■>l' = %-\- ti, 

*) Entnehmen wir nämlich die Oröfse der linken Seite von (8) ans (8 a), a» 
wird sie durch zwei Glieder auBgedriickt, die einzeln klein Bind gegen zwei Glieder 
dec rechten Seite. Denn es ist Al^<a ~r^s^ ohne Weiteres neben N^^r^ zu. 
vernachläSBigen, femer für die langsame Schwingung (4) AB -j^ von der Ord- 
nung -=7jr- PJ5 -rry , also nehen PB -~ au vemftchläsaigen. Die Lösnng der 
Gleichung (4) stellt; also in der That eine Näherungslösung auch für die Gl. (3) dar. 
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wobei ipf, der &L (4) genügen soll, so erhält man für kleine Ab- 
weiehimgen ^j aus (3) nnd (3 a) durch Elimination von ■& die Gleichung; 

(5) *^®S" + {-^-^'» co«9' cos^'o + ^' + -P-ß)^ 

+ PNa cos q!) cos i<f, • Tj^i = 0. 

Setzt man ^j ^ cse^', so mufs A der Gfleiehung vieiien Grades 
genügen: 

ABl^ + (ANm cos tp cos'^o + N^ + PB)l^ 
(5,a) 

+ PJTro eosy cos lifo = 0. 

Bei genügend grofsem Wert von ^ ist diese Gleiehung immer für 
einen grofeen negativen Wert von X^ erfüllt, , den man' hinreichend 
genau bei Vernachlässigung des absoluten Gliedes in (5 a) zu 



erhält. Diese grofse Frequenz entspricht in der That den raschen 
Nutatronen der Figurenaxe bei der pseudoreguläreu Präcession. Die 
anderen beiden Wurzeln von (5 a) dagegen fallen klein aus und ent- 
sprechen der vorangestellten langsamen Schwingung. 

Die Ubereinanderlagei"ung der beiden Schwingungen atellt die 
voUatändige mherungsweise Losung des Systems (2) dar.*) Für die 
raschen Mutationen bleibt, wie von der pseudoregulären Präcession her 
bekannt, die Schwiiigur^ in & von der GrÖfsenordnui^ derjenigen 
von ij}^. Wir. haben noch zu bestätigen, dafs, wegen des Verhältnis- 
mäfsig grofsen Schwerem oments, das die Figurenaxe in die Horizontal- 
ebene drängt, der Winkel ^ auch für die langsamen Schwingungen 
wirklich immer klein bleibt. Aus (2 b) folgt: 

dg 
dt 

Hier" ist sa an sieh und ^ -^ jedenfalls für die langsame Schwin- 
gung (4) klein, also bleibt * zwischen engen Grenzen. Der sichtbare 
Schwingungscbarakter wird daher eine langsame horizontale Schwin- 
gung, die von einer gleichperiodischen Vertikalschwingung von sehr 
kleiner Amplitude begleitet ist. Wegen der Kleinheit von d^p/dt^ 
sind nach (2 b) beide Schwingungen in der Phase um eine Viertel- 



*) Wir würden natürlich unmittelbar diese Übereioanderlagerang von zwei 
Schwingungen erhalten haben, wenn wir in den Gleichungen (3a) nnd (2b) auch ij! 
als klein vorausgesetzt hätten. Doch ist diese Vemachlnssignng nicht immer (z. B. 
für die erste Einatellang des Kreisels) berechtigt. 
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■Wellenlänge veraehobeHj so dafs. die Kreiselspitze eine flaebe Ellipse 
teschreibt, mit der grofsen Äxe im Horizont, der kleinen im Meridian. 
Die letztere ist aber so klein, dafs die Figurenase in der Tbat wie eine 
horizontal schwingende Magnetnadel ei^eheint. 

Da bei diesem Schwingungsvorgang die raschen Kutationen ver- 
3ia«hlä8sigt sind, die in Wirklicbkeit auch, wohl weil sie rasch ab- 
klingen, sieh nicht fühlbar machen, so handelt es sich hier, unseren 
Torangestellten Behauptungen entsprechend, um die allerdings durch 
■die Erddrehung ungleichförmig gemachte Horizontalpräcession. Man 
kann sie als langsam veränderliche reguläre Präcession auffassen, bei 
der das wegen der wechselnden Erhebung veränderliche Scbwerenioment 
■der Impulsverlagerung das Gleichgewicht hält. Sie ist hier der Eaum- 
präeession Überh^erfc und daher ungleichförmig geworden, während sie 
bei verschwindender Erddrehung in eine gleichförmige Horizontal- 
präeeasion mit dauernd gleicher Erhebung überginge. 

Nach der Gl. (4), die, in den Dimensionen einer Schwingnngs- 
gleichung geschrieben, lautet: 

(4) (5 + JS)fi+»-»cos,.sm*-0, 

schwingt der Kreisel wie eine Magnetnadel mit der „Richtkraft" 
(eigentlich dem Moment der Richtkraft) Na cos (p. Der Trägheit der 
Nadel entspricht hier eine effektive, die ans dem Trägheitsmoment B 
und einer scheinbaren „Trägheit der Horizontalpräcession", -p-, zu- 
sammengesetzt ist. Die letztere verschwindet für unendlich grofses P, 
d. h. wenn die Figurenaxe, wie beim Foucault'schen Kreisel von zwei 
PreiheitsgradeUj in die Horizontalebene gebunden ist, und die Gl. (4) 
geht dann eben in die Scbwingungsgleichung dieses Horizontalkreisels 
über (s. pag. 748, Gl. (4)). Dieses effektive Trägheitsmoment, das aber 
bei genügend grofsem Eigenimpula weit über das ursprüngliche Träg- 
heitsmoment B überwiegt, macht den Kreisel von drei Preiheifegraden 
in erhöhtem Mafse unempfindlich gegenüber äufeeren Störungen von 
nicht zu langer Periode. 

Die Sehwiogungsdauer der Bewegung ist für kleine Schwingungen: 

(6) r_2..T/5±», 

^ ^ r jPNto cos <p ' 

sie wächst also bei grofsen Werten des Eigenimpulses mit diesem 
wie yiN/Pä: Man hat daher in der Wahl des Eigenimpulses wie auch 
des Schweremomentes ein Mittel, die Schwinguiigsdauer zu reguheren, 
während die Gröfse von jB praktisch unwesentlich ist. 
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Um den Kreisel unempfindlich gegen äufsere Störungen zu machen, 
ist eine recht lange Schwingungsdaner erforderlich, die hier durch einen 
grofsen Wert des Impulses erzielt wird. Dagegen wäre beim Foucault'- 
seheu Kreisel eine Verlängerung der Schwingnngs'dauer nur durch un- 
liebsame Vergröfseruiig des Trägheitsmoment es B oder unzulässig kleine 
Werte des Impulses N zu erreichen. 

Die Gl. ^4) giebt aber bekanntlich wie beim Pendel nur für ge- 
nügend kleine Anstöfse eine wirkliehe Schwingung. . Die vorher mehr- 
fach gestellte Frage, für welchen Austofs der Kreisel eine dauernd gleich- 
sinnige Horizontalpräcession wirklich ausführt und nicht schwingend 
in die Gleichgewichtslage zurückkehrt, ist nun mit der auch beim ein- 
fachen Pendel auf zu werf enden Frage identisch: 

„Ist die Bewegung eine periodische Schwingung oder erreicht das 
Pendel den höchsten Punkt und bewegt sich also beständig im gleichen 
Sinn?" 

Die Antwort liefert hier wie dort der Energiesatz. Durch Multi- 
plikation mit -^ und Integration folgt aus (4): 

m (? + ^) [(t)' - iW - 2^" »»^ («"* - 1). 

wobei f-j^i die Winkelgeschwindigkeit für i/j = bedeutet. Die 
Figurenaxe macht keinen vollen Umlauf, d, h. erreicht den Wert ip = % 



(V (S).<¥- 

Praktisch ist die obige Beorderung aber noch viel zu weit gestellt, 
da bekannthch bei grofsen AusschKgen die Schwingungsdauer wie 
beim Pendel nicht mehr nach der Formel (6) zu bemessen ist, sondern 
viel langer, für den Grenzfall, daß ij! = ^ wird, sogar unendlich aus- 
f äEt. Daher sind nur viel kleiner* Ausschläge zulässig als der durch 
die Formel (8) gegebene. 

In dem Fall einer westögtlichen Geschwindigkeitsänderung des 
Sehifles ist {-tt) unmittelbar kinematisch zu entnehmen. Es sei Ära die 
zusätzliche Winkelgeschwindigkeit um die Erdaxe, die der Änderung der 
Sehiffsbewegung entspricht und die wir uns der Einfachheit wegen als 
momentan erfolgend denkeu. Nach Gl. (2 a) gilt, hei Vernachlässigung der 
Nutationen, also des Gliedes Ä&", nach der Geschwindi gkeite ändern ng: 
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Da vor der Gesell windigfeeitsän der ung Gleichgewiclit bestand, so war 

daher, weil # zunächst ungeäuilert bleibt, 

d. h. die Figureaaxe setzt zunUclist mit der ihr vor der Besciileanigüng 
eigenen Geschwindigkeit die Raumpräcession fort nnd weicht entsprechend 
-ans dem Meridian aus 

Die (allerdings zu weit gefafste) Bedingung (8), dafs der Kreisel 
in den Meridian zuruckkehre, wird daher: 



Bei dem Anschütz'sehen Instrument ist 2" = 70 min gewählt, 
während Aßi einen kleinen Bruchteil der Erdgesehwindigkeit beträgt. 
Nehmen wir etwa 

. 1 12«., 

'^"'-«'"-ioMTM""'" 
und die geographische Breite zu 45" an, so ist 



betraf; unsere Bedingung (8) ist also durchaus erfüllt. Es besteht 
daher hier keine Gefahr, dafa eine west-östliche oder ost-westliche 
Beschleunigung zu einer Horizontalpräeession von erheblichem Ausschlag 
Anlafa gäbe. 

Ans der Euergiegleichung (7) und der gefundenen Anfangs- 
geschwindigkeit (dif/dt)g'^Ae> siaip ist dieser Ausschlag, t/'s, wirklieh 
zu entnehmen. (Die Bezeichnung jp^ soU auf Beachieuniguug im Breiten- 
kreis hinweisen.) Es ist zu setzen (dil)/dt)^, = ,p =0 und folgt dann 
angenähert: 

cos ib.^l — r^j5 A a', 

^i ^Fta cos tp ' 

oder, da es sich um einen kleinen Winkel handelt, also 

cos ^j ^, 1 — ^ ^j^ 

gesetzt werden darf: 

t,=^Amm9ypJ^- 
Der Änderung Agj der Winkelgeschwindigkeit entspricht die 
lineare Geschwindigkeitsänderung 

Au = Aroü eosfp 
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WO li den Erdradius bezeichnet. Also ist schliefclicli: 



Ae. n/ N 



Wir berechnen nun noch den ballistischen Ausschlag, der der 
nämlichen und ebenfalls als momentan angenommenen Geechwindig- 
keitsänderang Ac, aber jetzt in der Richtung des MeridianSj entspricht. 
Eine solche äuTsert sich nach pag. 852 zunächst in einem um die 
Kuotenlinie wirkenden Moment. Ihre letzte Wirkung ist eine Hori- 
zontalpräcession unter Beibehaltung der vertikalen Erhebung, wenigstens 
mit grofser Annäherung; daher kehrt nach Aufhören der Beschleunigung 
der Kreisel schwingend in die Ruhelage zurück, ohne die Präcession 
fortzusetzen. Es kommt also hier nur darauf an, den ganzen Aus- 
schlag innerhalb genügend enger Grenzen zu halten.*) 

Ist Q das nach pag, 847 berechnete Moment der Bescbleunigungs- 
drucke um die Knotenlinie, also 



wo y die Beschleunigung bezeichnet, so addiert sich Q in Gfl. (2a) zu 
dem Schweremoment P&, während das Glied A ■ d^^jdt^ für die Hori- 
zontalpräcession zu streichen ist. Somit wird 



JVß sin q? - P* + Ö + A"^ = 0. 



Die beiden ersten Glieder beben sieh hier auf wegen der Gleich- 
gewi ehtsbedingung der Raumpräcession, die für die in Betracht kommende 
Erhebung erfüllt ist, wenn die Beschleunigung nicht zu lange andauert. 

Es bleibt also . , ^ 

d^ Q_ 

dt N' 

daher wird der gesamte Ausschlag {ip^ weist auf Beschleunigung im 
Meridian hin) 



~-ß 



dt = 



da Av = f ydt, 

unter t^ und t^ die zeitlichen Grenzen der Beschleunigung verstanden. 

Der Aussehlag kann also durch Wahl der Konetruktionsgröfsen 

und zwar gerade wieder der Sehwingungsdauer, die von NjT abhängt, 

für alle Fälle auf ein geeignetes Mafs herabgedrückt werden. Der 



*) Siehe für die folgende RecliniiDg Schulet, 1. < 
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vorher berechnete AosscLlag bei ost- westlicher Beschleunigung, ijj^, 
wird, auf Grund der später angeführten Mafse des Anaehätz' sehen 
Apparates berechnet, für nicht zu hohe Breiten viel kleiner, nämlich 
weniger als 1/100 dieser Ablenkung tfi^, ist daher in der That prak- 
tisch nicht zn berücksichtigen. 

Die Stabilität des Kreisels wird noch erhöht durch die Dämpfung 
der Schwingungen, die wir in der Gl. (4) durch ein schematisches 
Zusatzglied -\-Dä'^/dt berücksichtigen können. Bei dem Ansehütz'schen 
Apparat ist die eigentliche Reihung natürlich auf ein Minimum be- 
schränkt, um die erforderliche Beweglichkeit des Kreisels nicht zu 
hindern. Die künstliehe Dämpfung wird dort mittels einer sinnreichen 
Pendel Vorrichtung durch ein aufs eres um die Vertikale wirkendes 
Moment erreicht, das durch den vom Kreisel erregten Luftstrom erzengt- 
wird. Die Vorrichtung ist so getroffen, dafs das Moment der Erhebung 
der Figurenaxe über die Gleichgewichtslage im Meridian, also nach 
Gl. (2a), bei Vemachlässigung von &", der angenblickhehen Präcessiona- 
ge seh windigkeit proportional wirkt, wie es zur Dämpfung erforderlieh 
ist. Die Aoschütz'sche Anordnung hat übrigens bei Breitenänderungen 
eine kleine Abweichung aus dem Meridian in der Gleichgewichtslage zur 
Folge und in geringerem Grade auch hei Schiffsbewegungen, die bei 
Benutzung des Kompasses bekannt sein mufs. 

Bei der technischen Aus- 
fuhr ung ia t die b or izontale Gleich- 
gewichtslage der Axe, die wir 
schematiseh durch ein Über- 
gewicht am inneren Ring des 
kardanischen Gehänges beschrie- f 
ben, durch Aufhängung an einem 
Schwimmer erreicht. Dadurch 
hat der Kreisel die erforderlichen | 
drei Freiheitsgrade, und die Rei- 
bung ist auf ein Mindestmafs I''b la*- 
heschmnkt. Fig. 134 zeigt die """^^ ""'*" 
schematische Anordnung: Der Schwungring ist in dem Gehäuse s gelagert, 
dessen Form die horizontale Figurenaxe und die vertikal stehende Schwung- 
■ ringebene erkennen läfst. Das Gehäuse s ist durch das Verbindungestück d 
mit dem Schwimmer i starr verbunden. Dieser ist in einem ringförmigen, 
mit Quecksilber gefüllten Gehäuse k beweglich. Das über die Ring- 
of&iung hinübergefiibrte Verbindungsstück tragt, starr befestigt, oben 
die Kompafsrose i; der Schwerpunkt des ganzen Systems liegt unter- 
halb vom Metazentrum, d. i. annähernd dem Schwerpunkt des ein- 
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getavichteii Teils, bo dafs die GleieligewichtBlage auch ölme Rotation 
stabÜ ist. Für die kleineu Tertikalen Erhetiiiigeii des ganzen Systeme 
nm die Knotenlinie ist genügender Spielraum gelassen. 

Der Durchmesser des Kreiselrades beträgt 14,8 cm*), sein Trägheits- 
moment um die Rotationsase 136000 grcm^. Die Umlaufsgeschwindigfeeit 
wird durch einen Drehstrommotor konstant gehalten, auf 20000 Umläufen in 
der Minute, Daraus berechnet sich der Impuls ku JV=28-10'grcm^sec~'. 
Das Schweremoment P beträgt 15 ■ 10^ gr cto* sec""^, entsprechend 
einem im Abstand 10 em von der Ase aagebiachten Übergewicht Ton 
1500 gr. Das Moment der Riehtkraft des Kompasses, Not cos <p, ist. 
dann, für die Breite von Kiel berechnet, rund 12000 gr em* sec~*, sein 
scheinbares Trägheitsmoment um die Vertikale -p = 52 ■ 10^ gr cm*. 
Neben dieser scheinbaren Trägheit der Horizontalpräcession kann das 
wirkliche Trägheitsmoment B, das von der Gfröfsen Ordnung des Träg- 
heitsmoments um die Rotationsaxe sein wird, ganz vernachlässigt werden. 
Die daraus sich ergebende Schwingungsdauer wird, wie schon erwähnt, 
etwa 70 Minuten, AUe Einzelheiten der Konstruktion, insbesondere 
elektrischer Antrieb, Schmierung der Kugellager usw. sind natürlich 
aufs sorgsamste durchgearbeitet, wie überhaupt der Apparat ein Meister- 
Werk der Feinmechanik darstellt. 

Der Anschütz'sche EreiselkompaJs ist nicht nur in der deutschen, 
sondern auch in der englischen und österreichischen Marine eingefähi-t. 
Jedes Schiff hat einen an drei Stellen des Schiffes automatisch ab- 
lesbaren Kreisel und eiaen Reservekreisel. Es sind die Ergebnisse von 
mehr wöchentlichen Versuchsfahrten veröffentlicht worden, bei welchen 
der Schwungring ohne Unterbrechung mit konstanter Umdrehungszahl 
lief und etwa eine Müliarde Umdrehungen zurückgelegt hat. Die Ab- 
weichungen aus dem Meridian erreichten, nachdem sich die Kreiaelase 
in den eraten zwei bis drei Stunden einmal in den Meridian eingestellt 
hatte, während der ganzen Zeit nur wenige (ürade. 

Wir selbst hatten Gfelegenheit, den von Herrn' Anschütz im 
deutschen Museum in München aufgestellten Kreiselkompafs in Thätig- 
keit zu sehen und seine sichere Einstellung in den Meridian in ver- 
hältnismäfsig kurzer Zeit zu beobachten. Besonders auffallend war die 
Ruhe der RosenstfiUung auch gegenüber starken äufseren Erschütterungeü. 
Gewisse unerwünschte ablenkende Wirkungen haben nach Angaben von 
Herrn Anschütz nur periodische Erschütterungen von fester Richtung, 
deren Axe nicht mit der Nordrichtung zusammenfäRt, wie sie etwa 



*) Aui einei von Eerm Anachütz uns gütigst übeilaa^enen Eonstiuktions- 
zeicbnung entnommen. 
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durch die Rollbewegungen des Schiffes übertragen werden können. 
Doch, ist deren. Wirkung durch Aufhängen des ganzen Systems an sehr 
langen Federn ausgeschaltet worden. 

Aus Allem ist zu entnehmen, dafs der Kreiselkoiupafs in der That 
einen wirklich brauchbaren Ersatz flir den MagnetkompaTs bietet. Aller-, 
din^ durften die vorlÄuflg sehr hohen Kosten der Einführung bei der 
Hanidelsmarine zunächstim Wege stehen*) und sein Verwendungsgehiet 
der Hauptsaöhe nach auf die Kriegsmarine beschränken, für die nach 
den eingangs geschilderten Verhältnissen ein nicht- magnetischer Rieh- 
tungaweiser geradezu eine Lebensfrage bildet. 

§ 8. Stabilität des Fahrrada, 

Die wesentlichste Präge bei der Konstruktion der modernen Zwei- 
räder, die nach der llnergie, die der Fahrer zur Erzielung der verhaltnis- 
mafsig grolsen Geschwindigkeit aufwenden muls, lat theoretisch Tiel&ch 
behandelt worden **) Die grofeere Energieerspar ni^, sowie die leichtere 
Lenkbirkeit smd der wesentliche Voiteil des Zweiixdes vor dem Drei 
rade Mit den gen mnten Vorzügen iit aber dei Nachteil verbunden, 
dafa in der aufrechten Stt-Rung der Schwerpunkt sich m labilem Gleich 
gewicht befandet Um die Gleichgewichtslage bei aulseren Störungen 
dennoch einhalten zu können, ist eine Erlernung des Badfahrens notig, 
die allerdings durch be^>ondere Konstiuktioiien des modernen Fahrrads 
erleichtert wird 

Tragen nun eur Stahdiemng der aufrechten Lage bei genügende 
Gesckutndig! eit aiich d%e Kreiselwtrhtnge^ der rotierenden JRnder in 
nenrtensw&iem Betrage het, indem, m der herkömmlichen Bezeiuhnnngs 
weise, die Rotationsaxen bestrebt sind, ihre Richtung im Räume bei- 
zubehalten? Im Hinbbck auf die geringe Masse der ßader gegenüber 
dei Masse des ganzen, von Fahiei und Rad gebildeten by^tems mochte 
man eine solche Wirkung bezweifeln Und oflenbar liegt ea auch nicht 
in dei Absicht des Fabrikanten, sie zu veistaiken, da ja hein Bestreben 
dahin geht, im Inteiesse der Eneigieersparnia alle Teile des Fahrrads 
moghehst leicht zu bauen, wählend eine Vei^oiaerung der Ridmiisaeu 
der btabiherung duich Kreitelwirkungen zu statten käme 

JedenfeUs miissen wir auch an dieser Stelle betonen, dals die Kreisel 
wukungen nur dann in Kraft treten können, wenn das System die 

*) Vgl die Diskussion /u dem. eingangs zitierten Tortrag von AnHchütz in 
der ''chiffbautechmscheii Gesellschaft Jahrbuct X pag 3bl 

*♦) Vgl Encjklopddie der mafch Wiss Bd IV, Nr 9 (Walket:, bpitl und 
''purtl pag 149 
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genügenden Freilieitsgrade besitzt. Für ein „Einrad", d. h. eine einzelne 
rollende Scheibe, ist die Stabiliemng zweifellos möglich, wie die theo- 
retische Berechnung in Übereinstimmung mit der Erfahrung bestätigen 
wurde. Bei genügender Geschwindigkeit ist die rollende Bewegung 
einer aolchen Scheibe bei Tcrtiltaler Ebene stabil.*) Hier kann die 
Bewegung als fortschreitende Bewegung des Schwerpunkte, verbunden 
mit einer Kreiselbewegung um den Schwerpunkt, aufgefafst werden, 
und die letztere ist -ja aus den früheren Untersuchungen dieses Buches 
als stabil bereits bekannt. 

Die relativ gröfste Ähnlichkeit mit einer einfachen Scheibe hatten 
die ursprünglich vielgebrauchten „Hochräder", bei denen zu dem grofsen 
Vorderrad, das der einzelnen Scheibe entspricht, nur ein kleines Hinter- 
rad tritt, um den Sitz des Fahrers zu stützen und die Lenkung zu 
ermöglichen. Das Hinterrad würde aber die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems um eins vermindern und dadurch die Stabiliemng unmög- 
lich machen, wenn nicht die drehbare Lenkstange die Verdrehung der 
Vorderradebene gegen die des Hinterrades erlaubte. Bei Feststellung 
der Lenkstange hätte das ganze System nur noch zwei Freiheitsgrade, 
das Umkippen um die horizontale Spurlinie und die mit Raddrehung 
verbundene Vorwärtsbewegung, und damit fiele jede Möglichkeit der 
Stabilierung durch die Kreiselwirkungen fort. Das heutige Zweirad nun 
ist nur in den Örofsenveihaltnisst-n von dem Hochrad verschieden; die 
beiden Räder sind gleich grols und die Masse der Räder ist viel kleiner 
im Verhältnis zur Gesamtmasse Daher wird auch der Binfiufs der 
Kreiselwirkungen abgeschwächt 

Der dritte Freiheitsgrad, die Drehung um die Lenkstange, ermög- 
licht aber nicht nur die Kreisel Wirkungen, sondern auch die Hufen, 
die der Fahrer zur Aufrechterhaltung des Rades selbst geben kann und 
die der gelernte Fahrer unwillkürheh anwendet. Die ursprüngliche 
Theorie des Fahrrads, die von Rankine herrührt**), berücksichtigte 
nur diese, vom Fahrer selbst ausgeführte Stabilierung. Neigt sich etwa 
das ganze Rad auf die rechte Seite, so wird der Fahrer das Vorderrad 
nach eben dieser Seite drehen und dadurch das Rrad zwingen, nach 
rechts auszuhiegen. Die durch die Wendung entstehende, im Schwer- 
punkt angreifende Centrifugalkraft hat ein Moment um die Spurlinie, 
das die Radebene wieder aufrichtet. Um nun ein Überfallen nach der 
linken Seite zu vermeiden, mufe der Fahrer die Lenkstange wieder 
nach links drehen usw. Gerade weil auch diese künstliche Stabilierung 
die Existenz des dritten Freiheitsgrades, der. Drehung um die Lenk- 
*) Tgl.- Caivallo, Journ. de l'Eeole polyt, 2. Ser., 5. Heft, 1900, 

**) Theory of bicyclB,BQgineer 1869. 
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stange, notwendig Torausaetzt, ist es schwer zu entscheiden, welcher 
Anteil an der StahiKerung auf die Kreiselwirtungen, welcher auf die 
nnwillkürhchen Bewegungen des Fahrers entfällt. Gegen die bedingungs- 
lose Annahme dieser Theorie wird der Fahrer einwenden, dafs er sich 
durchaus nicht einer beständigen Führung der Lenkstange bewufat ist, 
dafs er ja auch, ohne sie zn berühren, sicher zu fahren im Stande ist 
und die Lenkstange mehr, um ein Umkippen des Vorderrads zu ver- 
hindern, führt, als zur Stabilierung seiner aufrechten Lt^e. Er kann 
ja übrigens auch durch unwillkürliche seitliche Neigungen des Körpers 
ein Schwere moment erzeugen, das ein Umfallen verhindert. 

Es bleibe dahingestellt, inwieweit die Stabilierung durch kleine 
Bewegungen des Fahrers selbst erreicht werden kann, darüber könnte 
vielleicht das Experiment entscheiden. Für alle PäUe aber wird es 
von Interesse sein, zu untersuchen, in welchem Grade überhaupt Eigen- 
stabilierung des Fahrrads ohne Bewegungen des l^ahrers möglich ist, 
und wieweit dabei Kreiselwirkungen mitspielen. Der Stabilierungs- 
vorgang ist dann der, dafs eben die von Rankine besprochenen 
Hilfen teilweise die Kreiselwirkungen selbstthätig übernehmen, nnter- 
stütat durch geeignete Konstruktionen des Bades, die noch zu be- 
sprechen sind. Die Frage, wie weit das Rad ohne Znthun des Fahrers 
stabiliert ist, unter der Annahme also, dafs der Fahrer starr mit dem 
Rahmen des Rades verbunden ist und die Lenkstange nicht in der 
Hand hält, ist von Whipple*) und Carvallo**) behandelt. Wir 
werden im Folgenden zu untersuchen haben, in welchem Grade an 
dieser Stabilierung die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Dabei werden 
wii- natürhch von allen Nebenumständen (einseitiger Antrieb durch die 
Pedale, Nachgiebigkeit des Pneumatik und die dadurch bedingte end- 
liche Berührungsfläche mit dem Boden, Reibung an der Lenkstange, 
bohrende Reibung am Boden usw.) absehen. 

Bei Whipple und Carvallo sind die allgemeinen Lagrange' sehen 
Gleichungen erster, bezw. zweiter Art aufgestellt, die letzteren ent- 
sprechend modifiziert, da es sich um ein „nicht holonomes System" 
handelt, und diese für den Fall der kleinen Schwingungen um die ge- 
radlinige aufrechte Fahrt spezialisiert. Wir hoffen, den mechanischen 
Zusammenhang hesser hervortreten zu lassen, wenn wir zur Ableitung 
entsprechender Näherungsgleichungen, ähnlich wie es bei den früher 
besprochenen Anwendungen geseheben, zu den Kräften, die im FaUe 
der Ruhe auf das System wirken, die von der Bewegung hervor- 
gerufenen Kreiselwirkungen und Centrifugalkräfte zufügen. Ea ist 

•) Quart. Joum. of Math,, Nr. 120, 1899. 
, *^ Journal de l'Bcole polytechnique, 2. Ser. 6. Heft 1901. 
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dabei wieder ausreichend, um die Glieder OTSter Ordnimg in den 
Schwingungen zu. erhalten, den vereinfachten Ausdruck (I) der Ereisel- 
wirkung, pag. 764, zu verwenden. Wenn wir quadratische Glieder in 
den kleinen Schwingungen vernachlässigen, so hemerken wir noch, daTa 
die' Gröfae der überhaupt in Betracht kommenden Änascbläge völlig 
innerhalb der Grenze liegen, für die diese Näherung bei der hier zu 
fordernden Genauigkeit ausreicht. 

Die so zu erhaltenden Gleichungen stimmen mit denen von Whipple 
lind Carvallo überein. Aus ihnen ist zu folgern: Die Bewegung ergiebt 



sich für kleine Geschw: 
mittlere Gesohwindigkei 
Schwingungen können 



tdigkeiten naturgemäfs als labil. Für gewisse 
ten aber wird die Bewegung stabil, d. h, die 
n der Form 



dargestellt werden, wo X eine komplexe Gröfse mit negativ reelleiri 
Teil bezeichnet. Whipple findet unter Zahlenannahmen, die. einem 
modernen Fahrrad besser entsprechen,, als die von CarvaUo, für dieses 
Gebiet etwa die Gescbwindigkeiten von 

16tmh-i bis 20kmh-^ 
also Geschwindigkeiten, die leicht erreichbar sind. Für gröfsere Ge- 
schwindigkeiten wird die Bewegung, was paradox erscheinen könnte, 
wieder labil, doch wird sieh aus der Art, wie die einzelnen Bestand- 
teile des Systems gekoppelt sind, diese Erscheinung leicht erklären. 
PraJdjiseh ist übrigens die letzte Labilität nur eine schwache und kann 
durch fast unmerkliche Bewegungen des Fahrers, auch ohne Berührung 
der Lenkstange, aufgehoben werden. 

Uns interessiert hier der Beitrag der Kreiaelwirkungen zu. den er- 
wähnten Resultaten. Wir werden zeigen, was bei den genannten 
Autoren nicht verfolgt ist, dafs bei Fortfall der Kreiselwirknngen das 
Gebiet der voUständigen Stabilität verschwinden würde, dalä also flie 
Kreiselwirknngeri trok ihrer Kleinheit für die selbständige Stabilierung 
unentbehrlich sind. 

Das Zweirad {Fig.. 135) besteht im Wesentlichen aus dem. Eahmeiij 
der das in seiner Ebene gelagerte Hinterrad trägt, und der Lenkstange, 
deren Axe das Vorderrad trägt. Da die Lenkstange durch einen festen 
Tubus der Rahmenebene geführt ist, so handelt es eich um zwei, 
ebene Systeme, die, um eine gemeinsame Axe drehbar, verbunden 
sind. Mit dem Rahmen denken w;ir uns auch den Fahrer starr ver- 
bunden. Die Drehaxe der Lenkstange ist , bei den modernen Rädern 
nach rückwärts geneigt, und zwar so geführt, dafs ihre Verlängerung die' 
durch den Berührungspunkt S^ des Vorderrads gezogene Vertikale B^S^ 
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zwischen diesem und dem Mittelpunkt S^ schneidet (Fig. 135), so dafs 
also die Verlängemsig den Boden Tor dem Berührungspunkt ti-ifft. Wie 
Bourlet*) hervorhebt, 

wird durch diese Führung ^-P'^ iV' 

der Lenkstai^e das Um- 
fallen des Vorderrads er- 
sehwert, wenn man sich 
das Hinterrad geführt 
oder, dur chSehwei-p unkts- 
yerlegnng des Fahrers, bis 
zu einem gewissen Grade 
aufrecht gehalten denkt, 
Eiu jiäheres Eingehen auf 
die Folgen dieser nicht un- 
wesentlichen Anordnung 
wird hier entbehrlich sein, 
weil sich ihr Einflufs in 
unserer späteren analytischen Behandlung natürlich, von selbst zeigt. 

Nach dem beschriebenen kuieniatischen Zusammenhang zwischen 
Vorder- und Hinterrad können wir in irgend einem Moment etwa die 
Lage der Rahmenebene wUlkürlieh vorgeben {2 Koordinaten für den 
Berührungspunkt, 2 Koordinaten für die Lage der ßahmenebene), ferner 
die Verdrehung der Vorderradebene gegen die E^hmenebene (1 Koordinate). 
Die Lage des ganzen Bades ist hiernach bereits bestimmt, da noch 
hinzukommt, dafs beide Räder den Boden berühren 
, sie hat also, bei Ignorierung der cyklischen Koordinaten, die 
in den beiden Ebenen die SteRung . der Räder um ihren Mittelpunkt 
festlegen, im. Ganzen 5 Freiheitsgrade der Lage. Die Bewegungs- 
mögliehkeit des Rades ist zunächst eine Neigung seiner Rahmenebene, 
dann eine Verdrehung des Vorderrades am die Lenkstange. Da die 
Bewegung der beiden Räder eine roRende sein soll, so ist durch die 
Lage der Vorderradebene auch seine Bewegungsrichtung bestimmt, da- 
durch ist dann die Bewegung der Lenkstange gegeben, und also auch 
die Bewegung der mit der Lenkstange verbundenen Hinterradebene. 
Willkürlich bleibt nur' noch die Geschwindigkeit der Vorwärtsbewegung. 
Das Rad hat also 3 Bewegungsfreiheiten. 

Wir lernen hier das charakteristische Merkmal von nicht holönomen 
Systemen**) kennen, zu denen aUe rollenden Bewegungen gehören: Das 

*) In dem anziehenden kleinen Buche: Nouyeau traitö des bicyeleB et 
bicydettes, Paria 1898, pag. 87 ff. 

'*) Vgl. H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik, 1. Buch, Abschn.4, Nt. 133—133. 
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Rad kaun in jede seiner oo^ mögliclien Lagen durcli eine Aufeinaader- 
folge von erlaubten Bewegungen übergefülirt werden, während es doch 
in jedem Moment nicht in jede mögliche unendlich benachbarte Lage 
durch eine unendlich kleine Bewegung übergeführt werden kann. 
Analytisch gesprochen: Die Bedingungsgleichungen zwischen den fünf 
Koordinaten der Lage bilden ein nicht integrables System von Diffe- 
rentialgleiehungen. 

Die Konstanten des Fahrrades seien die folgenden: M^ die Masse 
des Vorderrades, dessen Schwerpunkt S^ wir ohne wesentliehen Fehler 
' im Mittelpunkt annehmen können. Seine Höhe, also der Radius des 
Rades, sei h^ (Fig. 135). Von der Masse der Lenkstange, die wir in 
M^ mit einrechnen können, haben wir bei der Schwerpunktsbestini raung 
abgesehen. M^ bezeichne die Masse von Hinterrad, Rahmen und Fahrer. 
Deren Schwerpunkt ä^ habe die Höhe \ und den Abstand r von der 
Vertikalen durch den Berührungspunkt B^ des Hinterrades. 

Es sei ferner: Ä^ das Trägheitsmoment des Vorderrades um die 
vertikale Axe durch den Berührungspunkt jB^, A/^ um die Spurlinie, S^, B^ 
die entsprechenden Gröfsen des Systems: Hinterrad + Rahmen + Fahrer 
im Berührungspunkt des Hinterrades, J5j„ das Deviationsmoment dieses 
Systems in der Radebene, ebenfalls im Berührungspunkt gemessen. 

Die Lenkstange habe die Neigung 6 gegen die Vertikale, ihr Fnfs- 
punkt F li^e um die Länge e^ vor dem Berührungspunkt des Vorder- 
rades, um Ca vor dem Berührungspunkt des Hinterrades, so dafs Cj— q=-i 
der Abstand der beiden Berührungspunkte wird. 

Weiter sei d"^ die Neigung der Hinterradebene gegen die Vertikale, 
wobei eine Neigung nach rechts im Sinne des Fahrers positiv gerechnet 
wird, -9-^ die entsprechende Neigung des Vorderrades, y der Winkel 
awischen Vorder- und Hinterrad, um die Lenkstange gemessen, positiv, 
wenn von oben gesehen das Vorderrad entgegen dem Uhrzeigersinn 
gegen das HinteiTad geneigt ist. qoj sei der Winkel des Vorderrades 
gegen die Ebene der mittleren Fahrtrichtung, um die Vertikale im 
gleichen Sinn gemessen wie y, ip^ der entsprechende Winkel beim 
Hinterrad. Dabei soll es sich nur um sehi kleine Winkel d'j, ■S-j, ip^, 
ff^, y handeln, da nur dann diese Definitionen unmittelbaren Sinn 
haben. Unter dieser Beschränkung sind die kinematischen Formeln 
für die Bewegung aufzustellen.*) 

Wir denken uns das Vorderrad in zwei Schritten in seine geneigte 
Lage 9-^ gebracht. Es habe zunächst die Neigung des Hinterrades, S-g, 

*) Für genaue DnrclifüliiuDg der Kinematik des Tahrrads vgl. Whipple 
und Carvflllo 1. c. 
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wie wenn es starr mit dieaem verbunden wäre, dazu kommt die Ver- 
drehimg um die Axe der Lenkstange, y. Letztere können wir nun 
(s, Fig. 135) in zwei Komponenten zerlegen, zunächst eine^um die 
Spurlinie, — y sin u, mit Rücksicht auf den oben definierten Sinn der 
Drehungen. Diese addiert sich nach den Sätzen Über kleine Drehungen 
zur ersterwähnten Neigung des Vorderrades, so daTs also wird: 

(1) d'^ = ■9-g — y sin ff. 

Die Vertikalkomponente der Drehung y liefert dann: 

(2) Vi - 9-2 -y cos ff. 

Zu diesen geometrischen Beziehungen für die Lagenkoordinaten 
tritt noch, den obigen Bemerkungen entsprechend, eine nicht holonome 
Beziehung für die Bewegungskomponenten. Die mittlere Geschwindig- 
keit der Vorwärtsbewegung aei m. Wir denken uns die Lage des 
Rades, sowie die Bewegung m und die Drehung -^ des Vorderrades 
um seinen Berührungspunkt gegeben. Die gesuchte Beziehung erhalten 
wir, wenn wir beachten, dafa durch diese zwei Angaben die Bewegung 
dea Pufspunktes der Lenkatange 

bestimmt ist, also auch die der ' l 

Hinterradebene, die ja der Lenk- ' ^-Vt^', ■■'"'■ 

atange folgt. Der Fufapunkt .F ..---"""' \i' ,,-''' 

hat (Fig. 136) in der Spur des "5% . - -::i;rll— ^— r- — T^Z^^^-^ " 

Vorderrades die Gfeschwindig- --? "^ '^i'^'^y^-'^ii, ' 

keit M, senkrecht zu dieser Ebene Vorderradspur 

die Geschwindigkeit c^ -^ ■ 

Wir bilden die Bewegungskomponente senkrecht zur Spur des Hinter- 
rades, die mit der Spur des Vorderrades den Winkel 9>i — 9)3 =■ V ^^'^- 
schliefst. Also wird die gesuchte Komponente: 

«i -jf eos i'Pj - ^a) + « sin (9i — Va) 
oder, bei Vernachlässigung quadratischer Glieder: 
eu-jf + KVi-fa)- 

In Folge der seitlichen Drehung -3^ des Hinterrades wäre die näm- 
liche Komponente 

•^ dt ' 
und es folgt daher: 

als die gesuchte nicht holonome Gleichung. 
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Da Ci klein ist gegen e^, so drückt die Bedingung (3) aus, dafs 
das Hinterrad im Allgemeinen nacli derjenigen Seite folgen mufs, nach 
der das Vorderrad gegen das Hinterrad verdreht ist. Durch Betrachtung 
der Bewegungskomponente von F in der Spur des Hinterrades würde 
noch eine Bedingung für die Geschwindigkeit der Vorwärtsbewegung 
des Hinterrades folgen, die von M um Gröfaen zweiter Ordnung ver- 
schieden wird. Für unsern Zweck ist diese Bedingung unwesentlich. 




Es sind nun die auf das Rad wirkenden Kräfte und Reaktionen 
zu bestimmen (Fig. 137). Am Schwerpunkt S^ ■ greift die Schwerkraft 
— M^g an, am Schwerpunkt S^ die viel gröfsere Schwerkraft — M^g. 
ßeattiooskräfte wirken an den beiden Berührungspunkten mit dem 
Boden und an der das Vorderrad und Hinterrad verbindenden Lenk- 



Betrachten wir zunächst die Vertikal reaktionen. Wir brauchen 
hier nur die Reaktionen zu beachten, die bei der aufrechten gerad- 
linigen Fahrt der Schwerkraft das Gleichgewicht halten, da diese end- 
liche Gröfsen sind; ihre Änderungen im Falle kleiner Abweichungen 
von der geradlinigen Fahrt sind als kleine- Gröl'sen höherer Ordnung 
gegen die ursprünglichen Werte zu vernachlässigen. 

Es handelt sich also nur um. die vertikalen Kräfte, die im Falle 
der Ruhe die beiden Teile des Rades stützen. Nach den allgemeinen 
Gesetzen müfste man an der Lenkstange eine Reaktionskraft und ein 
Reaktionsmoment mit derAxe senkrecht zur Radebene ansetzen. Kraft 
und Moment können ja aber durch Verschiebung im aligemeinen zu 
einer Einzelkraft zusammengefafst werden, und wir erhalten so die 
folgenden Reaktionen (Pig. 137): 
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ZunäclLSt, wie wenn das System vollatändig starr wäre, eine Kraft 

(4) Z, - M,g^ 
am Berühnmgspunkt des Hinterrades, 

(5) Z.^M.ff-hM.g'^ 

am Berührungspunkt des Vorderrades. Der Bestandteil M^g j in Zj 
wird durch den Auflagerdruck des Hahmens anf die Lenkstange Uher- 
tragen, wir haben daher Gleichgewicht in beiden Teilen des gelenkig 
verbundeneu Systems, wenn wir noch au der Lenkstange, und zwar senk- 
recht über dem Berührungspunkt des Vorderrads, eine Reaktion zufügen: 

--Z= — M^g T am Vorderrad, 

(6) 'y 

-\-Z = M^g^ am Rahmen 

angreifend. Die Höhe ihres Angriffspunktes ist CiCtgu. nach F^. 137_ 

Wir kommen zu den Horizontalreaktionen. Zunächst wirkt eine 
Reaktion + Y«d. der Lenkstange senkrecht zur Radebene und daher 
auch senkrecht zu Z, welche von der Übertragung der Seitenbewegung 
zwischen beiden Teilen des Systems herrührt Ihre Gröfse, die jedenfalls, 
von erster Ordnung ist, kann natürlich statisch nicht angegeben werden,, 
sondern hängt vom jeweiligen Bewegungazustand ab- Die nähere Be- 
stimmung . ihres Angriffspunktes ist für unsem Zweck unwesentlich. 

Schliefslieh müfsten noch die Reaktionen an der Lenkstange in der 
Fahrtrichtung eingeführt werden, die ja eigentlich den Antrieb vom 
Hinterrad auf das Vorderrad übertr^en. Diese sind aber im Fall der 
gleichförmigen geradlinigen Fahrt bei Vernachlässigung der rollenden 
Reibung überhaupt nicht vorhanden, im Fall kleiner Abweichungen 
nur von zweiter Ordnung; und da ihr Hebelarm um alle in der Vertikal- 
ebene durch den Berührungspunkt hindurchgehenden Äsen von erster 
Ordnung ist, so sind in den später zu benutzenden Momentengleichungen 
ihre Momente von dritter Ordnung und kommen daher nicht in Betracht.. 

Ebensowenig ist zu berücksichtigen, dafs durch eine Verdrehung 
des Vorderrades um die Lenkstange sein Berührungspunkt seitlich ver- 
schoben wird, wie die geometrische Anschauung zeigt. Denn diese 
Verschiebung ist von erster Ordnung, und ihr Einflufs auf die zu be- 
trachtenden Momente um den Berührungspunkt von zweiter Ordnung. 

Wir müssen hier noch eine kinematische Bemerkung bezüghch der- 
Lt^e des Schwerpunktes ans chli eisen.*) Es läfst sich leicht geometrisch. 

') Vgl. Bourlet, 1. c. pag. 91. 
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zeigen, dafa bei unserer Annahme über die Lage der Lenkstange und 
des Schwerpunkts S^, mmlieli q > 0, r > 0, durch eine Verdrehung des 
Vorderrads bei vertikal stehendem Hinterrad die Hohe des Schwer- 
punkts S^ in erster Näherung zwar, aus Symmetriegründen, unverändert 
bleibt, bei Berechnung der Glieder zweiter Ordnung aber sich verringert, 
so dals die Lage y = ein Maximum der Schwerpunktshöbe bedeutet. 
Dieses besagt, dals zu dem Schwere-Potential, welches der einfachen 
seiÜiehen Neigung entspnchfi: 

cousfc — l {Mih^&^^ + M^h^&^% 

auch GKeder mit dem Faktor c^rgM^^f^ und c^rgM^Q-y hinzutreten. 
Auf ihre genauere Berechnung können wir hier verzichten, da die ihnen 
entsprechenden Kraftglieder durch Vermittelung der an der Lenkstange 
angreifenden Reaktion Z (Gl. 6) in die sehliefsliohcn Gleichungen von 
selbst eingeben werden. 

Dagegen kommen, wie bei allen Schwii^ungen um Gleichgewichts- 
lagen, die kinetischen Glieder, die dieser Senkung entsprechen, in unseren 
Näberungsgleicbuugen erster Ordnung nicht vor. 

Aulser den bisher besprochenen, auch ohne Vorwärtsbewegung vor- 
handenen Eräften haben wir nun noch die scheinbaren Kräfte der 
Bewegung, nämlich die Centrifugalkraffc und die Kreiselwirkungen, hinzu- 
zufügen. Wir zerlegen die Vorwärtsbewegung in die Translation, mit 
der Geschwindigkeit u in der mittleren Fahrtrichtung, und die Rotation 
der Räder in ihren Ebenen, deren Winkelgesebwindigkeit t- ist. Der 
Impuls dieser Rotation ist für jedes der beiden Räder der nämliche 
und sei wieder mit N bezeichnet. Am Schwerpunkt S^ greift dann die 
Centrifugalkraft , 

am Schwerpunkt jS^ die Centrifugalkraft 

senkrecht zur Radebene an. 

Von der mit der Vorwärtsbewegung verbundenen Rotation rühren 
die Kreiselwirkungen her, deren GrÖfse und Sinn sich in gleicher Weise 
bestimmt, wie es im Fall der Eisenbahnwagen näher ausgeführt wurde. 
Einer Senkung des Rades zunächst, -tt- , folgt eine Kreiselwirkung um 
die Vertikale nach: 

Am Hinterrad: ,— N -^ ■ 



Am Vorderrad: — JV" 



d9. 
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Ein Senkung nach rechts etwa hat ein Moment um die Vertikale 
nach rechts (vom Fahrer gesehen) zur Folge. 

Femer ist die Ereiselwirkung, von der Drehung um die Vertikale 
-Tf, herrührend und um die Spurlinie wirkend, zuzufügen: 

Am Hinterrad: + if -— ■ 

Am Vorderrad : . + N -jj' . 

Die letzteren hejden Momente sind gleichgerichtet mit dem Moment 
der Centrifugalkraft, und da .N" mit M proportional ist, üherhaupt nur 
durch einen konstanten Faktor von diesem verschieden. Da aber zur 
Centrifugalkraft die Masse des Fährers und des Rahmens .beitrat, zu 
den Kreiselwirkungen aber nur die Masse der Räder, so sind in diesem 
Bestandteil jedenfalls die Kreisel Wirkungen sehr unwesentlich neben 
den CentrifugalwirkuHgen, ähnlich, wie es sich im Fall der Eisenbahn- 
wagen ergeben hatte (vgl. pag. 775). 

Nach diesen Vorbereitungen- können wir nun die Impulsgleiehungen 
für die früher besprochenen Grade der Bewegungsfreiheit ansetzen. Für 
die Stabilitätsfi-age, die uns hier interessiert, kommen dabei, nur die 
G-leichui^en für die beiden Fr«iheitegrade der seitliehen Neigung und 
dei- Verdrehung um die Lenkstange in Betracht, während die that- 
aächlich gleichz^tig vorhandenen kleinen Schwankungen in der GEe- 
schwindigkeit der Vorwärtsbewegung auf jene beiden Koordinaten nur 
eiiien Einflufs höherer Ordnung haben. 

Die Änderung des Impulses um die Spurlinie von Hinter- und 
Vorderrad ist kinetisch ausgedrückt, d. h. durch Masse imd Beschleu- 
nigung (J.J, ist Null, wenn wir von der schrägen Lage der Lenkstange 
absehen, deren Masse an s'ch klein und daher oben gar nicht erwähnt ist): 

beim Hinterrad: ^h^i' ~" ^k^fi'- 

beim Vorderrad: ^ft^i" 

Die Summe dieser Glieder ist gleich der Summe der um die Spur- 
linien wirkenden Momente, nämUch der Kreiselwirkungen um die 
Sparlinien und der Momente, die von Centrifugalkraft und Schwerkraft 
(Hebelarm' \ bezw. Ä^), endlich Ton den Vertikalreaktionen Z herrühren. 
Diese Summen dürfen wir algebraisch statt vektoriell hildeUj ^ die 
Berücksichtigung des kleinen Winkels zwischen den beiden Spurlinien 
nui' zu Grliedem zweiter Ordnung Änlafa geben würde. Wir erhalten daher: 

^jV + -SA"- ^s.W = -^(»"i' + O + «(■^i^i9'i'+ :^A'P/) 
-h Jfa^Aj^a - Zc^ ctgs ■ *a + M^9\&i + Zc^ ctge ■ »^. 
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Diese Gleicliimg wird durct Einführung der Kraft Z aus (6): 

(7) = -^(^-i' + 9%) + «W^if/ + ^tK9%) 

Das letzte Glied der Gleichung (7): 

oder nach der kinematischen Gleichung (1): 

— gM^c^mae -,- y 

verschwindet, wenn Vorder- und Hinterradebene zusammenfallen; es 
entspricht der schon früher bemerkten, durch die Verdrehung des Vorder- 
rades bewirkten Senkung des Schwerpunkts Sg. Übrigens verschwindet 
es stets in dem Fall, dafs die Lenkstange durch den Berührungspunkt 
des Vorderrads geht (cj = 0), da dann, in erster Näherung, das Vorder- 
rad frei um die Lenkstange drehbar ist, ohne Beeinflussung des 
Hinterrads. 

Wir hätten nun noch die Impulsgleichungen z. B. für die vertikalen 
Axen zu bilden, wollen aber, der Einfachheit halber, statt dessen die 
Gleichungen für Axen parallel zur Lenkstange aufstellen, die also unter 
dem Winkel <? gegen die Vertikale geneigt sind. Wir wählen die 
Axen durch die beiden Berührungspunkte und bilden der gröfseren 
Übersichtlichkeit wegen zunächst die Gleichungen für die beiden Teile 
des Rades getrennt, in welchem Falle wir die Reaktionen an der Lenk- 
stange zu berücksichtigen haben. 

Von diesen kommt nur das Moment der Kraft ± Y, die senkrecht 
zur Radebene angreift, und der vertikalen Kraft + Z in Betracht; die 
Summe ihrer Momente ist für die angegebenen Axen, unabhängig von 
ihrem Angriffspunkt: 

am Hinterrad: {Y -\- ZQ'^c^ <iaü 6 , 

am Vorderrad: — (Y^ 23-JCj cosö. 

Das Reaktionsmoment an der Lenkstange dagegen kann unberücksichtigt 
bleiben; denn da die beiden Teile um die Lenkstange frei drehbar sind, 
so hat dieses jedenfalls keine Komponente um die Lenkstange oder die 
dazu parallel gewählten Axen. 

■Für das Vorderrad ist die Impulsanderung in dieser Richtung, 
nach den Bezeichnungen von pag. 868 wieder aus den kinetischen Ele- 
menten berechnet: 

co8ffJ-,yi"— sine^jS-j". 
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Die Kreiselwirkimg um diese Ase setzt sieh aus den pag. 872 und 873 
angegebeaeu Kreiselwirkungea zuBammen zu 

— N{^i cos ß + ipi sin a). 
Aufserdem sind die Momente der Centrifagalkraft, der Schwerkraft und 
der Reaktionen Z und Y zu bilden. Der Arm der Centrifugalkraft 
eei Sj =■ Aj sin u, und entsprechend am Hinterj-ad: s^ = Äg ein ff + r cos e 
(vgl. F^. 137). Wir erhalten so die Impulsgleichung: 

Icos aA^ fp" — sin eA^&" 
= — A'(S-/ cos + (pi sin 6) ~ MjS^u^j_' 
— gMJt^ sin e ■ 0-j — Zc^^ cos o ■ -S-^ — Yc^ cos 6. 

För den FaE Cj = 0, wenn also die Lenkstange durch den Berührungspunkt 
des Vorderrades hindurchginge, wilre durch diese Gleichung und die 
Gleichung (7) der BewegungsYOrgang schon vollständig dargestellt. 
Die Reaktionen Z und Y fielen, da sie au der durch den festen Be- 
rührungspunkt des Vorderrads hindurchgehenden Lenkstange angreifend 
dessen Bewegung um die Lenkstange nicht beeinflnssen könnten, heraus. 
Die seitliche Bewegung des Hinterrads andrerseits wäre durch die Be- 
wegung des Berührungspunktes des Vorderrads gegeben. Daher würden 
die am Hinterrad um die Vertikale wirkenden Kreiselmomente durch 
die Reaktion an der Lenkstange ganz aufgehoben und kämen für das 
ganze System nicht in Betracht. 

Bei der thatsächlichen Anordnung der Lenkstange aber, c^ > 0, 
wird die Bewegung des Vorderrads noch durch die des Hinterrads be- 
einflufst, und zwar wird eiue seitliche Drehung des Hinterrads gleich- 
sinnig auf das Voiderrad übertragen, so dafs z. B. die Kreiaelwirkungen 
beider Kader sich gegenseitig verstärken. 

Es ist also noch eine Gleiehui^ für das Hinterrad zu bilden, die ganz 
analog zur Gleichung (8) aufgestellt wird. Die Impulsänderung ist hier: 

(xse(B^(p^' — B^,%^') — sinö(— 5^,^/'+ BjS-/') 

; wird daher; 



I(cos ö-B, -f- sin 6S^^)q?^" — (coH sB^^ + sin öBJ #3" 
= — N(^s' cos G + q^a' sin ff) — M^s^uip^ 
— gM^\ sin s ■ &^-\- Zc^ cos e ■ ■d-g + Yc^ cos ff. 

Aus (8) und (9) haben wir die Reaktion Y zu eliminieren, d. h. die 
Impulsändemng um die Lenkstange selbst zu bilden. Wir berechnen 
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Cj [cos (fA^<f" — sin o'^jö'i"] 
+ q[(eosffB,+ smGB^„)(p^' — {cosöB,,,-^ sinöB^)»»"] 
(10) ^lipi^t +.^i*a') cos ö + (Ca9/ + Ci^aO sin ff] 

+ (?[— sms(c2MiA,e', + (^JM3Äje-ä) + qco9flyJlfa((!i*2 — Ca*i)]. 

Da jedenfalls für die Bewegung nicht die absoluten Werte (p-^, ^j, wohl 
aber ihre Differenz mal'sgehend ist, so wollen wir aus den kinematischen 
Gleichungen (2) und (3) in (,7) und (10) den Winkel y zwischen 
Vorder- und Hinterradehene einfuhren. Benutzen wir die Abkürzung: 



-9'i- 



1 die Gleichungen: 






, da ( 



(11) 

somit: 

(11») 






Mittels dieser Substitution werden die Gleichungen (7), (10): 
[Afil' + -B,*," - ^Cc,*" + «*')] 

-f [('''+''i)<'' + ^*'*l 

- y[(M,*,i;, H-JK,»,»,)*' + {»,1, + -»,»,)»♦] ■ 

- 9[jlf,*,», + JlfA*> - ■"'.«iT ■ *] ~ "' 

[S- J. cos 8 + ^-(iS, cos + B,. sin »)] *" 

— Ca sin 6.ij&i" — Cj (i?^. cos 6 + -B^ sin ö)*^" 
+ [Äjl, cos « + S (B, cos + B,. sin j)]«*' 
+ JV [(c,9,' + «,»;) cos » + ^y^ »in » ■ *' 

+ (»! + <!i)TSi»«-*] 

+ [(<!,"-M,«,+ <!,'Jlf,S,)~*'+ ((!,lf,8,+ C,«,«,)^*] 

+ gfrCj-MiSj*! + qlfjSg^a — C^Cj y sin eitfai/-] = 0.. 
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Die Gl. II, die Impulsgleichuiig für die Lenkstange als Axe, ent- 
hält natürlich im Wesentlichen die Wirkungen, die auf eine relative 
Verdrehung der beiden Räder gegeneinander hinarbeiten. Zunächel; 
bezeichnet das zweite Glied der dritten Zeile die von Bourlet hervor- 
gehobenen Wirkungen*), d. h. ein Moment, das einer Verdrehung des 
Vorderrads um die Lenkstange entgegenwirkt, falls Cj positiv ist und 
daher' das Vorderrad aufrecht erhält, wenn man sich das Hinterrad auf- 
recht geführt denkt. Da nämlich die Lenkstange vor dem BerOhrnnge- 
ponkt des Vorderrads Hegt, so sucht offenbar ein auf das Vorderrad 
vom Rahmen übertr^ener Druck, dessen Richtung in der Rahmen- 
ebene' liegt, das Vorderrad um seinen Berührungspunkt zu drehen, 
nnd zwar so, dafs die beiden Radebenen sieh einander nähern. 

Die Kreiselwirkungen und Centrifngal Wirkungen in der vierten und 
fünften Zeüe enthalten Glieder mit f und ^. Die letzteren rühren 
daher, dafs nach den kinematischen Bedingungen das Vorhandensein 
einer Verdrehung ^ eine Krümmung der Bahnkurve des Bades fordert, 
die ihrerseits wieder von ablenkenden Trägheitswirkungen begleitet sein 
muTs. Wir weisen hier darauf hin, dafe die Glieder mit &^ und 9-^' in 
der vierten Zeile nur von den Kreiselwirkungen herrühren. 

Im Falle einer seitlichen Neigung des Rades wird von der Schwere 
das Vorderrad nach der nämlichen Seite um die Lenkstange gedreht, 
nach der die erste Neigung eifolgte, da ja der Schwerpunkt vor der schräg 
gelagerten Lenkstange Uegt. Dem entsprechen die beiden ersten Glieder 
der letzten Zeile. Das letzte Glied dagegen, dae den Faktor — ^ enthält, 
entspricht der schon früher erwähnten Senkung des Schwerpunkts, die durch 
eine Verdrehung des Vorderrads bewirkt wird, wenn q positiv ist. Dia 
Fo^e dieses kinematischen Zusammenhangs mufs in der That sein, dafs eine 
anfängliche Verdrehung durch die Schwerkraft weiter vergrofaert wird. 

Die Gleichungen I, II enthalten nur mehr die Koordinaten d^, ■^■g, ^- 
Wir fügen die kinematische Gleichung (1) zu als dritte lineare Gleichung 
zwischen diesen Variablen: 
ni S-i — *a ysias-- i>tg6.**) 

Um nun die Stabilität des Systems zu untersuchen, haben wir zu setzen: 
(12); *i = o-e''; Q-^^h-e^'; i/; = c-e''. 

Wir erhalten dann in bekannter Weise eine algebraische Gleichung für 
l, und zwar rom vierten Grade, da 4 die Summe der Ordnungen der 
Differentialgleichungen I und II ist, während III keine Differential- 
qnotienten enthält. Es existieren also zwei Söhwingiingen des Systems; 



*) Bourlet, 1. c. pag. 90. '*) Unsere Gleichungeii I, II, III sind lineare Kombina- 
tionen der von Whipple (pag. 323) wie der von Carvallo (pag. 100) erhaltenen. 
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sia .Bind stabil, wenn aRe vier Wurzeln komplex mit nicht positivem 
reellen Teil sind, oder, im Falle von zwei reellen Wurzeln, diese negativ. 
sind. Setzen wir (12) in I, II, III ein, so erhalten wir nach Fort- 
hebung des Faktors e^' drei in a, h, e lineare homogene Gleichungen. 
Die Determinante A ihrer Koeffizienten ist zu setzen; dabei ist 
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Die Ausreclinuiig dieser Determinante würde eine Gleicliimg der 
folgenden Form ergeben, wenn man noch berücksichtigt, dafa N pro- 
portional mit u ist, und unter a, ß, y, t von u unabhäng^e Konstanten 
versteht: 

«A* + ßtiX^ + (j-i + rsi"^)^^ + (*i» + *8«')^ + (h + «a"^) = 0. 
Damit die Stabilitätsbedingnng erfüllt ist, die aussagt, dafs diese 
Gleichung keine Wurzeln mit positiv reellem Teil haben darf, müssen, 
wie leicht zu sehen, alle ihre Koeffizienten positiv sein. Andrerseits ist 
aber durch positive Wert« der Koeffizienten die Stabilität noch nicht 
gesichert, sondern es ist noch weitere Diskriminantenbildung erforderlich. 

Wir woUen diese weitläufigen Ausrechnungen hier nicht durch- 
führen, sondern uns vorläufig auf die von Whipple erhaltenen Resultate 
berufen, die sich auf Abmessungen au einem modernen Fahrrad beziehen. 

Für kleines u ist das System durch seine Schwere jedenfalls labiL 
Hiermit übereinstimmend ergiebt sich, dafs die Koeffizienten 

y^, d'j negativ sind, 
f, dagegen ist positiv, ebenso et und ß. Die Koeffizienten der höheren 
Potenzen von m, 

73 und S^, sind positiv, 

dagegen ist fg negativ, aber absolut genommen klein gegen die übrigen 
Koeffizienten. Die Koeffizienten yon l und i} werden daher bei 
wachsender Geschwindigkeit positiv, das absolute Glied dagegen wird 
schliefslich wieder negativ. 

Und zwar wird zunächst der Koeffizient (S^u -\- Äj»*) Ton i positiv 
für eine ungefähre Geschwindigkeit: 

M, = 12km/h, 
dann auch der Koeffizient (j-^ -|- /ait^) von X^ etwa für die Geschwindigkeit 

Mj = 14 km/h. 
Endlich wird der letzte Koeffizient (f, -f b^^u^) negativ für 

Mg -20 km/h. 
Stabilität ist nur zwischen der Grenze m^ und u^ möglich, für welches 
Gebiet aUe Koeffizienten positiv sind. Die nähere Diskussion ergiebt 
hier noch, dafs tbatsäehlich vollständige Stabilierung in dem Gebiet: 

M^ =■ 16 km/h bis «s " 20 km/h 
eintritt. Die Rechnungen von Carvallo, die für ein älteres Modell 
ausgeführt sind, ergeben qualitativ dasselbe, aber für alle diese Grenzen 
etwas niedrigere Werte, 
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Wii ergänzen diese Resultate durch den Nachweis, dafs die voll- 
ßläijdige Stabiliernng ohne Kreiselwirkungen nieht möglich wäre. Zu 
dem Zweck berechnen wir den Koeffizienten (SiU + S^u^) von X aus der 
Determinante A, Wenn wir zur Abkürzung das gesamte ■ Schwerer 
moment M^h^^ -j- M^h^ mit Mh bezeichnen, wird dieser: 
g{— Mj\cj + Mih^Cj) sinfl ■ A 
— gMh [cg cos 0Ä^ + Ci(co8 B, + ain 6-5^,)] y 
-^lfÄ{qä + OBinB^ 

+ (c, + Ci) cos ö ■ y [2Nu + Mhu^ — yM^c^r] 
und reduziert sich noch zu: 

— gMh<iOB0{c^Ä^ + CjBJy' 

+ gB/,^ (— Mi\ sin G + M^r -'- cos ö) m 



(13) 



— gM^h^M^h^l sine ■ M — gMj_M^\cyr cosö ■ w 
+ ^1^ cos ff JV[2ifM + Mhv?']. 



In diesem Ausdruck enthält das letzte Glied, da N mit w pro- 
portional ist, den Faktor «*, die anderen nur den Faktor u. Von 
diesen überwiegen die negativen Gheder weit über das positive, da 
das letztere die beiden kleinen Faktoren q und r enthält; daher wird 
für kleine Fahrtgeschwindigkeit M der ganze Koeffizient negativ. Er 
bliebe immer negativ, und damit die aufreehte Bewegung labil, wann 
die Kreisel Wirkungen unberücksichtigt blieben, also N=0 angenommen 
würde (d. h, da die Umlaufsgeschwindigkeit proportional zu u ist, 
wenn das Trägheitsmoment der Räder um ihre Rotationsase vernach- 
lässigt würde). Durch das letzte, von den Kr ei sei Wirkungen her- 
rührende Glied, das den Faktor m' enthält, wird der Koeffizient bei 
genügend grofaer Geschwindigkeit positiv. (Welches die Grölsenordniang 
der hier als klein, und -genügend grofs unterschiedenen Geschwindig- 
keitaintervaüe ist, können wir aus den oben angegebenen Whipple'sehen 
Zahlen ersehen. Diö Grenze zwischen beiden bildetderWert%= 12km/h.) 

Die von Whipple gefundene Stabilität des Fahrrads für die Ge- 
•sdiumdigheibm von 16-^20 hmjh ist daher nur dwrch die . Kreisel- 
wirhingen der rotierenden Bäder ermöglieht. 
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Die folgenden Bemerkungen sollen noch erkMren, wie die Kreisel- 
wirkungen in Thätigkeit treten. Der Faktor JV in dem letzten Glied 

(14) ^i-i^ e.os6N(2Nu + Mhu^) 

rührt von der Ereieelwirkung — ^-rr nm die Vertikalaxen her. Diese 
Wirkung, die auf eiue seitliche Neigung des Rades hin das Vorderrad 
nach der betreffenden Seite dreht und daher das Bad zwingt, nach 
dieser Seite anszubiegen, ist also ziir Stabilierung erforderlicli. Dagegen 
tritt in dem Glied 

die Gröfse 'ZNu, die ton der aufrichtenden Kreiselwirkui^ -^'^ ^®'^' 
rührt, nur zu dem viel grofaeren gleichgerichteten Moment der Centri- 
fugalkraft des ganzen Systems, MJiu^, hinzu und ist daher unwesentlich. 

Die stabilierende Wirkung der Rotation beruht also darauf, daJs 
das ßad, wenn es sich seitlieh geneigt hat, durch die Kreiselwirkung 
wesentlich des Vorderrades gezwungen wird, aaszubiegen, und dadurch 
die Centrifugalkraft in Thätigkeit tritt, die das ßad wieder aufrichtet. 
Die eigentlich stabilierende Kraft, die die Schwerkraft überwindet, ist 
die Centrifugalkraft, der Kreiselwirkung fällt die Rolle der Auslösung zu. 
Die Stabilierungsf ähigkeit nimmt übrigens wegen des Faktors cos ö in (14) 
ab mit zunehmender Schrägstellnng der Lenkstange gegen die Vertikale. 

Allerdings wirkt auch die am Vorderrad angreifende Schwere, zu- 
sammen mit der vom Hinterrad auf das Vorderrad übertri^enen 
Reaktion Z dahin, dafs das Vorderrad beim seitUchen Übemeigen des 
Systems nach dieser Seite hin ausbiegt und ruft daher eine Centrifugal- 
kraft wach. Trotzdem ist diese Wirkimg nach dem Vorhergehenden 
nicht im Stande, das System vollständig zu stabilieren. Es ist eben die 
Kreiselwirkung die einzige mit —rr proportionale Kraft, wahrend die 
Schwerkraft mit %■ selbst proportional ist und daher das durch die 
erstere veranlafste Ausbiegen rascher der seitlichen Neigung folgt als 
die Schwerewirkung. Die erste Wirkung ist in der That nur um eine 
Viertelschwingungsdauer gegen die Senkung verschoben, die andere aber 
um eine halbe Schwingung. 

Um auch die Gründe für das schliefsliche Labilwerden zu verstehen, 
betrachten wir endlich noch das von l freie Glied b^ + e^m^ in der 
Gleichung A(A) = 0. Dieses Glied enthält, wie aus der Determinante A 
leicht ersichtlich,. Terme mit dem Faktor g^, die m nicht enthalten. 
Die Summe dieser Terme wird positiv, nämlich: 
<15) g^MiM^h^ sin 6{tg6h^l ~ e^r) + g^M^\r (k^ sin ö - ^) • 
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Hier sind die beiden negativen Glieder wegen der Faktoren Cj^r, bezw, 
Ci^r^, wesentlich kleiner als die positiTen. Aufaerdem treten nocli 
Terme mit dem Paktor «^ auf: 

oder 

(16) gNu[(M^hi - M^ sin ff + ^ M^r cos ff]- 

Hier überwiegt das negative, das Gewicht des Fahrers enthaltende 
Glied — gNuM^h^siaß, während das letzte Grlied wegen der Meinen 
Faktoren c^ und r unbedeutend ist. Überdies überwiegen die Terme (16) 
bei grofsem u über die Terme (15); daher wird der ganze Koeffizient 
fiir grofse Geschwindigkeiten negativ, die Bewegung also labil. 

Gehen wir nun dem eigentlichen Ursprung der Terme (16) nach; 
sie entsprechen den Gliedern mit dem Faktor m^i^ in der Differential- 
gleichung II und waren durch die Einführung der kinematischen 
Gleichungen 

(2) ■^ = tp^ — qr,^, 

(3) C39)g' — Ci(p/ + ii?(' 
in (10) entstanden. 

Diese drücken aber die.aoscbauliehe Thatsache aus, dais im Fall 
einer relativen Verdrehung der beiden Eadebenen gegeneinander, ab- 
gesehen von änfseren Kräften, die Hinterrad ebene der Vorderradebene 
während der Fahrt sich beständig nähert, da sie immer durch eine in 
dieser festgelegte Axe hindurchgeht. Denkt man sich das Vorderrad 
gefuhrt, so strebt die Spurlinie des Hinterrades asymptotisch in die 
des Vorderrades (man kann sie also als Traktris bezeichnen). Bei 
grofser Geschwindigkeit erfolgt diese Annäherung sehr rasch, so dafs 
für w = oo aus der kinematischen Gleichung (3) im Allgemeinen zu 
folgern ist, falls nicht auch beide Schwingungen des Vorderrades sehr 

rasch erfolgen: ^ 

^ = 9?^ — tpj, = U. 

Dann verhält das Rad sich aber so, als ob beide Teüe starr verbunden 
wären. 

Die Stabilierung durch die Kreiselwirkungen beruhte aber eben 
auf der relativen Beweglichkeit der beiden Räder, Sobald diese starr 
verbunden sind, konneu wir das ganze System mit einem einfachen 
Kreisel vergleichen, der aber nicht mehr drei, sondern wegen der 
doppelten Berührung mit dem Erdboden nur noch zwei Freiheitsgrade 
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hat, and können auf diesen Kreisel das allgemeine in § 1 auBgesprocliene 
Prinzip anweadeii, nach dem bei Uaterbindnng eines der Frei beits grade 
jede Möglichkeit der Stabilierung durch Kr eiael Wirkungen aufhört. 
Daraus erklärt sich die anfangs paradox aussehende Erscheinung, dafs 
gerade hei grofsen Gesehwindigkeitea die Stabil ierungsfähigkeit der 
Rotation beim Fahrrad versagt, während beim freien Kreisel gröfse 
ßotationsgeschwindigkeiten der Stahilierung günstig sind. Dieser lahileA 
Bewegung werden sich bei grofser Geeehwind^keit noch stabile Schwin- 
gungen überlagern, die man mit den Nutationen beim freien Kreisel 
vergleichen kann. Wegen ihrer kurzen Periode läfst sieh unsere vorher- 
gehende Schlufsweise auf sie nicht anwenden. 

Übrigens ist noch zu erwähnen, dafs bei nahezu vertikal stehender 
Lenkstange auch bei beliebig grofser Geschwindigkeit die Bewegung 
stabil bliebe, da für sehr kleine Werte von c auch der letzte Koeffizient 
der Gleichung A(i) = positiv bleibt. In dem Falle sind beide Eigen- 
schwingungen rasch genug, um trotz der scheinbar starren Koppelung 
zwischen Vorder- und Hinterrad die Stabilität zu erhalten. Je mehr 
aber die Lenkstange geneigt wird, desto mehr nimmt die Stabilierungs- 
fähigkeit der Kreiselwirkungen ab, entsprechend dem allgemeinen Ver- 
halten, wenn die beiden nicht cyklisehen Freiheitsgrade, hier Drehung 
um die Spurlinie und um die Lenkstange, sich einander nähern. 

Wir wollen die erhaltenen Resultate noch kurz mit der Erfahrung 
vergleichen. Da ist zunächst noch einmal zu betonen, dafs die An- 
nahme des mit dem Rad starr verbundenen Fahrera, die der ganzen 
Diskussion zu Grunde lag, praktisch nicht zu realisieren ist, da der 
Fahrer immer durch unwillkürliche, fast unmerklich kleine Bewegangen 
die Stabilität des Rades heinflussen kann. Die Hülfen, die er hier 
geben kann, sind zweierlei Art. Erstens kann er das Vorderrad im 
geeigneten Zeitpunkt ein wenig um die Lenkstange drehen und dadurch 
centrifugal beeinflussen. Die erforderlichen Ausdrehungen sind, wie die 
durch die Kreiselwirkungen selbstthätig bewirkten, sehr gering. Femer 
kann der Fahrer durch seitliches Neigen des Körpers ein entgegengesetztes 
Schweremoraent erzeugen, das das fallende Bad wieder aufi-ichtet. Bei 
freihändigem Fahren verzichtet der Radler auf die erste Wirkung und 
hat nur noch die Schwere zur Verfügung. 

Durch die Erfahrung ist das Bestehen einer unteren Geschwindig- 
keitsgrenze bestätigt, unter der das freihändige Fahren immöglich wird, 
.offenbar deshalb, weil bei dem annähernden Wegfall der Eigen- 
fitabilierung des Fahrrades die Hülfen, die das seitliehe Neigen des 
Körpers leisten kann, nicht ausreichen. Dagegen ist eine obere Grenze 
praktisch nicht merkbar. Es liegt dies wohl daran, dafs, entsprechend 
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näherer- Zahlenrechnnng von Whipple, die Labilität des Fahrrads bei. 
nicht zu grofsen Geschwindigkeiten, solehen, die thatsächlieh überhaupt 
möglich sind, noch sehr gering ist, so dafs schon nnmerkbar schwache. 
Neigungen des Körpers ausreichen, um die Stabilität zu erhalten. 

Wenn nach dem Vorhergehenden auch die Eigenstab iherung des 
Fahrrades, eben wegen der leichten Hülfen, die der geschulte Fahrer geben 
kann, nicht gerade als erforderlich nachgewiesen ist, und deshalb auch bei 
der technischen Konstruktion die Frage nach der möglichsten Energie- 
ersparnis vor der nach der Stabilität steht, so ist es doch kaum von 
der Hand zu weisen, dafa die Kreiselwirkungen zur Aufrechterhaltung 
des Gleichgewichts bei der Fahrt beitragen, wir möchten sagen, in 
besonders intelligenter Weise beitragen; sind sie es doch, die vermöge 
der Phase ihrer Wirkung zuerst ein "Überfallen des Rades spüren und 
die dann die viel stärkeren aber etwas langsamen Centrifugal Wirkungen 
in den Dienst dei Stabilität spannen. 

g 9 TTber vermelntbohe und vrirkllohe Ereiselwirkung^n 
bei der Laval-Turbine. 

Die geniale Konstniktion des schwedischen Ingenieurs de Laval 
hat die Technik mit Dampfturbinen von auf ser gewöhnlicher Geschwindig- 
keit und besondeii gutem Wirkungsgrade versehen. Der Schwerpunkt 
der Konstruktion liegt naturbch auf thermodynamischem und hydro- 
dynamischem Gebiet, m der direkten Verwendung des rapide aus- 
strömenden Wasserdampfes zum Antrieb und in der sinnreichen Form- 
gebung der Lival sehen Du=!en Diese in den Turbinenbau eingeführten 
neuen Gedanken t,md nn,ht nur für die technische Praxis, sondern anch 
für die technische Wissenschaft folgenreich gewesen, so dafs die Er- 
forschung der Stromungs und Druckverhältnisse in einer Lavaldüse 
jetzt ein wichtiges Spezialgebiet der technischen Thermodynamik*) aus- 
macht 

Was ims hier mteressiert, ist indessen ein rein dynamisches Pro- 
blem, welches de Laval zugleich gelöst hat. Den hohen Umdrehungs- 
zahlen der Lavaltuibme (20000 bis 30000 Touren in der Minute bei 
kleineren Ausführungen) wilrde kein Lager und keine Welle gewachsen 
sein; jede Excentrizität des Lagers und jede Verbiegung der Welle 
würde vermöge der ungeheuren Centrifugulkräfte zu einer Zerstörung 
der ganzen Konstruktion fähren. Das Mittel, das Laval hiergegen 
gefunden hat, ist sehr merkwürdig: er machte die Welle biegsam 



*) Vgl. den Bericht von K. Praadtl in der Bneyklop&die der mattem. Wiss., 
Bd. V, Art. 4. 
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(etwa fingerdick) und erreiclite dadurch eine Art Seibstcentrierung der 
Welle, die seitdem vielfach bei besonders hohen Ümlaufsgeschwindig- 
iieiten verwandt wird. Auch bei dem Kreis elkompafs mit seinen 
20000 Touren (vgl pag. 862) wirkt die einige MiUimeter dicke' WeUe 
als nachgiebig; beim Anlassen des Kreisels kann man, während dörselbe 
durch die Geschwindigkeit von etwa lOOOO Touren hindurchgeht, eine 
Andeutung des kritischen Schleadems (s. unten) mit dem Ohr ver- 
nehmen. Denselben Erfolg wie durch die Nachgiebigkeit der Welle 
kann man durch eine Federung des Lagers erreichen. Auch dieses 
Konstcuktioiismittel ist seit Laval vielfach in der Technik benutzt worden. 

Als die Laval'sche Welle bekannt wurde, glaubte man, ihr über- 
raschendes Verhalten auf eine Kreiselwirkung zurückführen zu sollen. 
So wie sich der Kreisel angeblich in eine gleichmäfsige Rotation um 
eine stabile Drehase einstelle, so soRe auch das Laval'sche Tarbinenrad 
eine stabile Rotationsforra aufsuchen. Der Vergleich ist nach beiden 
Seiten bin irrig. Der Kreisel wechselt im AUgemeinen seine Drehaxe, 
indem er eine Präcession beschreibt; wenn das Tarbinenrad bei zu- 
nehmender Geschwindigkeit einer gleichmäfsigen Umdrehung zustrebt, 
so beruht dies auf anderen und im Grunde viel einfacheren dynamiaehen 
Prinzipien*), wie auf denen der Kreisel bewegung. 

Das Verhalten der biegsamen Wellen bei schneller Umdrehung 
wird also hier nicht eigentlich als Anwendung, sondern als Beispiel 
einer falschen Anwendung der Kreiseltheorie**) zu besprechen sein. Es 
wird am einfachsten verständlich, wenn man die Frage in die auch 
für technische Zwecke so wichtige Theorie der Resonanz einordnet 
(Nr. 1). Dafs diese Theorie ausreicht, um die wirklich beobachteten 
Erscheinungen des anfänglichen Schleuderas und- der nachtr%lichen 
Beruhigung der Welle au erklären, kann an einem Modell zahlenmäfsig 
nachgewiesen werden (Nr. 2). Die Kreiselwirkung kommt nur sekundär 
zur Geltung, wenn man, die einfachste Anordnung verlassend, das 
Torbinenrad nicht in der Mitte der Welle, sondern z. B. an deren 
freiem Ende, oder wenn man mehrere Turbinenräder auf derselben Axe 
anbringt (Nr. 3). Insofern schliefst der jetzige Paragraph an die vorauT 
gehende Behandlung des Fahrrades an, bei dem ja die Kreiselwirkung 
auch mehi sekundaier Art wai 

*) Vgl A Föppl Civil Ing pag dSS 189o 

**) In dem. klasaiaclien Leiiibuch. (on A Stodola, Die Dampfturbine, Berlin 
1905, 3. Aufl ist iiaturln.li auth das Verhältnis zur Kreiseltlieorie vollatändig 
korrekt dargestellt Wegen. dPi Tbeone der kritischen Geschwiadigkeit vgl. 
Nr. 62 — 70 seinea Biuhes WeitPre LitteraturangabPn m Bncjklopädie der mathem. 
Wiss. IV 27 Art Kirmin Ni 13 b 



y Google 



8S@ IX. Technische Auwendnogeri, 

1. Die Selbsteinstellung dünner Wellen. 

Wir betrachten das folgende idealisierte Modell der Layal'sehen 
Anordnung (^gl. Fig. 138 a und b). 

Die dünne Welle (Länge 21) sei mit ihren Endpunkten P, Q fest 
gelagert; in ihrer Mitte trage sie das Rad Ü {Masse M); der Schwer- 
punkt desselben, der hier genau auf der Mittelluiie der WeUe an- 
genommen wird (resp. Ton dem angenommen wird, dafs er sehr fiel 
weniger von der Mittellinie der Welle absteht als diese TOn der L^er- 
mittellinie J?<2), sei S; sei die Mitte der geometrischen Verbindung 




-^-m 



der Lagerungspunkte P und Q. Da die Welle schon in der Ruhe nie 
genau gerade sein wird, haben wir mit einem gewiesen ursprünglichen 
Abstände e der Punkte und S zu rechnen. Bei der Bewegung gehe 
derselbe in den Abstand r über. Um die für unsere Fr^e unwesent- 
liche Wirkung der Schwere auszuschalten, stellen wir die Gerade PQ 
am bequemsten in das Lot. Von der Masse der Welle können wir im 
Verhältnis zu der Mi^se M des Rades absehen; die Masse M denken 
wir in den Punkt 8 konzentriert. Auch können wir, wie es in der 
Theorie der Balkenbiegung üblich ist, den Unterschied zwischen der 
eigentlichen Länge der gebogenen Welle und derjenigen der Ver- 
bindungslinie ihrer Endpunkte, 21, yernachlässigen. 
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Wir haben also das folgende äufaerst einfaelie Bild, bei dem wir 
nur mehr von der Mittelebene EE zwischen den Punkten P und Q 
zu sprechen brauchen: 

Der Punkt S Ton der Maase M ist durch Symmetrie iu der Ebene 
der Fig. 139 festgehalten und wird in dieser mit der gegebenen Winkel- 
geschwindigkeit ro um den festen Punkt umgedreht. Er steht unter 
dem Einfiufs einer elastischen Kraft F, welche nach hin wirkt und 
ihn in den Abstand e von zu bringen sneht. Gesucht wird der 
thatsächliche Abstand r 
des Punktes S von 
bei jeder gegebenen Um- 
drehungsgeschwindig- 
keit (0. 

' Die Kraft F hat 
ihren Ursprung in der 
Elastizität der Welle; 
man kann sie, bei Be- 
schränkung auf kleine 
Ausbiegungen r—e, die- 
sen proportional seteeu, 
also: 

(1) F~f(r-e) 
annehmen. 

Der Koeffizient f 
hängt von der beson- 
deren Lagerung der Welle ab. Die beiden äufsersten Möglichkeiten, 
die in Fig. 138 a und b dargestellt sind, waren: a) Die Lager lassen 
freie Beweglichkeit um die fest gedachten Endpunkte P, Q zu, freie Auf- 
lagerung; b) die Lager halten nicht nur die Endpunkte P, Q, sondern 
auch die Richtungen der WeRe in ihnen fest, Einspannung. Diesen 
beiden GrenzfällBn entsprechen die Werte von f 

wo E und J Elastizitätsmodul und Trägheitsmoment des {z. B. als 
kreisförmig zu denkenden) Weilenqnerschnitts um einen seiner Durchmesser 
bedeuten. In Wirklichkeit wird die Beweglichkeit nm die Enden nicht 
unbehindert frei, aber auch die Einspannung wegen einer kleinen Nach- 
giebigkeit des Lagers nicht Tollkommen sein. Es wird sich also ein 
mittlerer Zustand ausbilden, mit einem Werte von f zwischen den Grenzen 

(2) 6<JJ<24. 
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Die elastische Kraft F wird im Zustande der gleichförmigen Um- 
drehung Gj durch die Centrifugalkraft 

Z = Mrta^ 
ins Gleichgewicht gesetzt. Daher die Gleichung: 

f(r — e) = Mrcö^- 
oder 

(3) •■--—?■ 



f 



so sehen wir: bei Ideinem ta ist r = 



mit der Abkürzung 

(4) 

0}). heifst die kritische Umdrehungsgeschwindigkeit. 

Verfolgen wir in Fig. 140 den Verlauf von r mit i 

- e sehr klein ; r wächst rapide, 
wenn sich <a dem kritischen 
Wert Wj nähert; r schlägt ins 
Negative nm, wenn Oj. über: 
schritten wird, und nähert sich 
bei weiter wachsendem co dem 
Werte 0. Als geeigneten Wert 
der Umdrehungszahl des Dauer: 
betriebes wählt La val ij) = 7<0j,. 
Nach Gl. (3) entspricht diesem 
eine Abweichung r von der 
■3 genauen Gentrierung, die nur 
noch den 48. Teil der anfäng- 
lichen, an sich schon kleinen 
Bxcentrizität ausmacht. In der 
Figur ist als Ordinate | r | aufgetragen, d. h. vom Vorzeichen abgesehen 
worden; das negative Vorzeichen von r bei (o.>o)j bedeutet offenbar, 
dafs die Welle nach der entgegengesetzten Seite durchgebogen ist wie 
ursprünglich für ra < m^. Die Figur ist vÖUig identisch mit der in § 5 
betrachteten „Gnindkurve", Gl. (18), Fig. 125, die auch schon dort als ein- 
fachster Typus einer Resonansukurve bezeichnet wurde; nur wurde dort das 
Quadrat der jetzigen Ordinate aufgetragen. Die völlige Gentrierung 
oder Seibeteinstellung des Turbinenrades wird also wirklich asymptotisch 
angestrebt. In dieser Endlage werden keine Schleuderwirkungen mehr 
auf das Lager übertragen; die Gleichm'äfsigkeit des Umlaufe ist ideal. 
In der Nähe der kritischen Umlaufszahl dagegen ist das Lager sowie 
die Welle ernstlich gefährdet. Bei den wirklichen Ausführungen sind 
Arretierungen der Welle vorgesehen, welche gefährliche Ausschläge 
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Terhindem. Bei einem kleinen Modell (vgl. unten) genügt es, die 
Welle zwiacten zwei Fingern au halten, um- sie den kritisclien Zu- 
stand gefahrlos überwinden zu lassen. 

Es versteht sich von selbst, dafs die vorstehende Betrachtung nur 
den zu jedem oj gehörten Endzuatand wiedergiebt. In Wirtlichkeit 
wird der Übergang Ton einem zu einem anderen m von Schwingungen 
um den Endzustand begleitet sein, die. sich aber zeitlich abdämpfen. 
Wir kommen auf diese Schwingungen" sogleich zurück. Wichtig sind 
sie Hur für den Nachweis der Stahilifät*) der gleichförmigen Um- 
drehung. 

Um den Zusammenhang mit dem Besonauzprinzip hervortreten zu 
lassen, empfiehlt sich eine zweite Behandlung desselben Problems in 
Koordinaten. Die rechtwinkligen Koordinaten von S in Bezug auf ein 
durch gelegtes festes Axenkreuz (Fig. 139) seien x, y; S, ij seien die 
ebenso gemessenen Koordinaten eines Hülfspunktes S^, nämlich des- 
jenigen Punktes, dem S vermöge der Elastizität der Welle zustrebt, so 
dafs Sq den Abstand e von hat und auf gleichem Radiusvektor wie 
S liegt. Die elastische Kraft F zerlegen wir in die rechtwinkligen 
Komponenten F^, F . Nach dem Ä^isatz (1) und mit Rücksicht auf 
den Vorzeichens inn dieser Kraft wird 

(5) F,^-f{x-%), F^=~f{y-n). .. 

Von der Centrifugalkraft Z haben wir jetzt abzusehen, da wir die 
Beschleunigungen in unseren Gleichungen direkt zum Ausdruck bringen 
wollen. Diese lauten jetzt: 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (4) und (5): 

(6) 5J + ».■»_».>£, § + <!/-».■,. 

Diese Bewegungsgleichungen für a; und y lassen sich leicht inte- 
grieren, wenn die rechten Seiten, d. h. die Koordinaten |jj unseres 
Hülfspunktes S^, .bekannt sind. Dies ist allerdings streng genommen 
nicht der Fall. Wir bemerken aber, dafs sie sehr kleine Gröfsen, von 
der Ordnung der ursprünglichen Excentrizität e sind, indem ja 
5* + ij^ »= e^ war: . Deshalb ist es erlaubt, sie näherungsweise zu be- 
rechnen, indem man annimmt, dafs jS„ gleichförmig umläuft. Wit 
schreiben also, indem, wir die ümlaufsgesehwindigkeit » neüneü: 

(7) . . % = ecosiat, ■ *j = esine3*. 
*) Vgl. Stoddla I. e. Nr. 103. 

Elein-SommDifeld: Eceieelbmegung. 57 
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Die Gleiehungen (6) nehmen dann die Form einfacliBter Schwin- 
gungsgleichuBgen an; beide Freibeitegrade x und y sind voneinander 
unabhängig; beide haben dieselbe Eigenfrequenz a^, wie die linken 
Seiten der GL (6) zeigen. Die Terme der rechten Seiten lassen sich 
deuten und wirken aia äufsere Kräfte von der Richtung x und t(, der 
Periode to und der sehr kleinen Amplitude to^^e. Solche Kräfte er- 
zeugen eine erzwungene Schwingung der x- und i/-Koordinate von der- 
selben Periode o und im Äl^emeinen sehr kleiner Amplitude, es sei 
denn, dafs ihre Periode mit der Eigenperiode des schwingenden Systems 
nahe übereinstimmt. In letzterem Falle geniigen bereits kleine Kräfte, 
um erhebliche Ausschläge hervorzubringen; wir haben die wohlbekannte 
Erscheinung der Resonanz. 

Aus (6) und (7) ergiebt sich, wenn man den Ansäte. 3: = r cosro(, 
y -^r aincji macht. 



also als Ausdruck der erzwungenen Schwingung: 

j/J ^_ »^ Bin ' 

in Übereinstimmung mit (3). Derselbe Voi^ang, der in (3) als „zirku- 
läre" Schwingung dargestellt ist, erscheint in (8) in zwei „linear 
polarisierte" zerlegt. 

Dies ist aber nur eine partikuläre Bewegungsform. Das allgemeine 
Integral von (6) erhalten wir, wenn wir die freien Schwingungen hinzu- 
fügen. Sie ergeben sich durch Nullseteen der linken Seite Ton (6) zu 

(8') '^l = A cos m^t -I- B sin co^t. 

In Wirklichkeit setzen sich den periodischen Verbiegungen der 
Welle erhebliehe Materialwiderstände entgegen, die wir in Gl. (6) nicht 
berücksichtigt haben. Diese bewirken bei den freien Schwingungen 
ein schnelles Abklingen in der Zeit, bei den erzwungenen eine starke 
Reduktion der wirkliehen Amplitude gegenüber der in (8) errechneten. 

Wir bestätigen also das in Gl. (3) und Fig. 140 enthaltene Resultat, 
indem wir dasselbe folgendermafsen ergänzen: Der gleichförmige Um- 
lauf von, der Periode ro (erzwungene Schwingung) ist im Allgemeinen 
von Schwankungen der Periode o^ {freien Schwingungen der biegsamen 
Welle) überlagert, welche bei jeder Geschwindigkeitsändemng neu an- 
geregt werden, aber alsbald wegen innerer Widerstände abklingen. Das 
Amplitudenbild Fig. 140 ist mit Rücksicht auf eben diese Widerstände 
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im Sinne der punktierten Kurve abzuändern. Die hrittsehe Umdrehuitgs- 
gakl erweist sich als Eigenfrequms der Welle (und zwar als deren 
„Grundfrequenz"; die Oberschwingungen kommen wegen ihrer Kürze 
nicht in Betracht) und der game Yargang als typisches Sesonansphänomen. 
Der oben erwähnte Vorzeichenwechsel in Gl, (3) heim Überschreiten der 
Resonanz, welcher eine zur ursprünglichen entgegengesetzte Ausbiegung 
bedeutete, entapricht dem wohlbekannten Pkasenspfwng der Schwingung 
an der Resonanzstelle, vermöge dessen sie oberhalb der Resonanz hißter 
der Phase der anregenden Kraft um 180" zurückbleiht. Die Selbst- 
centrierung der Welle erklärt sich aus der aUgemeinen TrägMitseig^tr- 
s^aß elastischer Systeme, die sie verhindert, in merklichem Grade Kräften 
nachzugehen, deren Wecheelzahl wesentlich über ihrer Eigenfrequenz 
liegt. Im Gegensatz zu Späterem sei noch hervorgehoben, dafs diese 
Eigenfrequenz unabhängig davon ist, ob das Turbinenrad rotiert oder 
nicht. Wegen der Anordnung des Rades in der Mitte der Weite wird 
nämlieh sein Rotationsimpuls durch die elastische Schwingung der 
Welle nur parallel mit sich verlagert, übt daher keine Kreisel Wirkung 
aus und beeinflufst den Ch^^kter der elastischen Schwingung über- 
haupt nicht. In Folge dessen läfst sich die Eigenfrequeuz ra^ von vorn- 
herein an der nicht rotierenden Welle experimentell ermitteln. 

2. Zahlenbeispiel. 
Eine quantitative Prüfnng der hier entwickelten Theorie wird 
wesentlich darauf zu zielen haben, die TJhereinstimmung der kritischen 
Geschwindigkeit mit der Periode der Eigenschwingung der elastischen 
Welle nachzuweisen. Dies gelingt an einem einfachen Versuchsmodell*), 
dessen Abmessungen folgende sind: 
Welle (aus Silberstahl): 

Dicke derselben rf =- 3 mm, 

Länge 21 = 40 cm; 

Seheibe (aus Rotgufs), in der Mitte der Welle au^ekeilt: 

Masse derselben M ^ 1 kg. 

Antrieb der WeEe von Hand mit verstellbarer Übersetzung (2, 3 oder 4). 

Die Masse der Welle ist gegen die der Scheibe zu vemaohlässigen. 

Als kritische Umdrehungszahl, d. h. als Anzahl der Umdrehungen 
pro Minute im Zustande masimalen Schleuderns, wurde an einem 
Metronom beobachtet „„„ 



*) Dasselbe gehört der Sammlung für technische Mechanik der Aacboner 
Hochschule iiad wurde auf Kosten des Aachener Bezirks Vereins dentscher Ingenieure 
hergestellt. 
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Der theoretische Wert derselben ist naoh Gl, (4): 

Die Gröfse von f, das Mafs für die elastische Federung der Welle, 
kanü, wie es Föppl getan hat, durch direkte Ausbiegangsversuche an 
der Welle bestimmt werden. Wir begnügen uns mit der theoretischen 
Ermittelung von f und benutzen dazu zui^chat die obige Formel a). 
In dieser kommen die Gröfsen E und J vor. 
Der Elastizitätsmodul E von Stahl ist etwa 

£_2- 10^^^^^— = 2- 10^-981 ^MJ??^. 

Das Trägheitsmoment J des kreisförmigen Querschnitts vom Durch- 
messer d und dem Flächeninhalt F berechnet sich bekanntlieh zu 



4©' 



Daraus ergiebt sich nach a) mit 2 =^ 20 cm: 

und daher nach (9) 

„^ = ^]/59Ö^230. 

Dieser Wert stimmt der Gröfsenordnung nach mit dem beobachteten 
von 290 minutlichen Umläufen überein und weicht von ihm in dem- 
jenigen Sinne ab, den wir nach allgemeinen Überlegungen zu erwarten 
haben. In der That giebt die Formel a) nur eine untere Grenze für / 
und n, da die Bichtungsänderung an den Enden der WeÜe nicht völlig 
frei, sondern durch die Führung im Lager etwas behindert ist. Würden 
beide Lager wie eine vollkommene Einspannung wirken, was nach ihrer 
leichten Konstruktion gewifs nicht der Fall ist, so würde nach Formel b) 
der Wert von f sich vervierfachen, der von n sich verdoppeln und da- 
mit erheblich über den beobachteten Wert hinausgehen. 

Bemerkenswert war bei dem Modell die bedeutende Arbeit, die an 
der Handkurbel zu leisten war, wenn die Welle mit einer der kritischen 
benachbarten Tourenzahl in Umdrehung gehalten wurde. Da die Lager- 
reibung (Kugellager) sehr gering ist und Trägheits widerstände im 
Dauerbetrieb überhaupt nicht zu überwinden sind, wird diese Arbeit 
lediglich zur Überwindung der inneren Reibung verbraucht, die den 
wechselnden Verbiegungen der Welle im Zustande des Schleudems 
entgegenwirkt. Nach Gl. (3) oder (8) ist das Schleudern bei gleicher 
Umdrehungsgeschwindigkeit um so gröfser, je gröfser e, d. h. die ur- 
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sprüngliclie Abweichung der Welle von der Geradheit ist. Bei einiger- 
maTsen merklicher Krümmung kann es vorkommen, dafs es überhaupt 
nicht gelingt, die WeUe über die kritische Geschwindigkeit hiuans- 
zubringen, trotzdem nach MaTsgabe der gewählten Übersetzung die 
Umdrehung über der kritischen liegen müfste. Der Übertragungsriemen 
von der Handkurbel nach der Welle gleitet dann auf der Eiern enscheibe, 
indem seine Adhäsion nicht ausreicht, die bedeutenden Bewegunga- 
widerstände des Schleudems zu überwinden, und die Welle fährt fort, 
mit einer etwas unterhalb der kritieehen gelegenen Geschwindigkeit zu 
schleudern. Besonders aulTäRig wurde dies, als der Handantrieb durch 
einen Motor von einigen P. 8. ersetzt wurde; auch dieser konnte die 
kritische Geschwindigkeit nicht Überwinden, indem der Riemen ver- 
sagte. Die Beruhigung der Welle läTst sich aber sofort erreichen, 
wenn man in der Nähe des kritischen Zustandes die Änsbiegungen 
und damit den Gnmd für die Ärbeitsverluste und Bewegungs wider- 
stände beschränkt, wie bereits pag. 888 angegeben. 

3, Das Hinzutreten von Kreiselwirkungen. 

Bei alledem war von Kreiselwirkungen nicht die Rede. Diese 
treten erst hinzu, wenn das Turbinenrad durch das Schleudern der- 
Welle nicht nur verschoben, sondern auch verdreht wird, oder, dyna- 
mischer ausgedrückt, wenn der 
Drehimpuls des Turbinenrades 
durch das Schlendern eine Rich- 
tungsänderung erfährt. Die 
Bedingungen hierfür sind be- 
sonders günstig bei der An- 
orduui^ der Fig. 141: Turbinen- 
rad am Ende einer frei achwe- 
benden WeUe. 

Nehmen wir auch hier einen 
gleichförmigen Umlauf der Welle 
als Endzustand an (nach Ab- 
klingen der in wechselnden Zuständen angeregten freien Schwingungen), 
so besteht dieser, kreiseltheoretiseh gesprochen, in einer gleichmäfsigen 
Präeession des Tnrhinenrades, bei der seine Normale, die Figurenase OF, 
unter einem gevrissen Winkel d gegen die hier horizontal gestellte Axe V 
geneigt ist. Die Kreiselwirkung K dieser Präcession steht auf V und 
OF senkrecht, wirkt also nm die Normale zur Zeichenehene, wenn 
sich OF gerade in der Zeicbenebene befindet, und zwar nach der 
Regel vom gleichsinnigen Far^elismus in solchem Sinne, dafs sie die 
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Welle nach ihrer ursprünglichen Lage zurückzulenken strebt, ebenso 
wie die elastischen Widerstände und umgekehrt wie die Centrifugal- 
feraft Z. 

Wir fragen jetzt nach der Gleichgewichtsfigur unserer Welle, wenn 
sie dui'ch die an ihrem Ende (a; =- 0) wirkende Einzelkraft Z, sowie 
durch das Kräftepaar K belastet ist. Diese Frage gehört in die 
Theorie der Balkenbiegung. Die Gmndgleichung dieser Theorie lautet 
bekanntlich 
(10) 2?J-g--SD!, 

WO 9H das sog, Biegungsmoment für den Queraehnitt x, hier 

(U) m = K~Zx, 

und y die von der ursprünglichen Lage (der x-Axe OV) aus gerechnete 

Ausbiegung bedeutet. Aus (101 und (11) ergiebt sieh durch Integration: 

\EJ^l^-^Kx + Z'^ + A, 

Die Integrationskonstanten A, B sind durch die Grenzbedingungen.au 
der Binspannungsstelle (für x = 1) zu berechnen, nämlich; 

1^ = und ä/ = für x = l. 



Dieselben liefern: 












A-^El- 


-^i' 








B_+ff-!," 


..,'■. 


^Kl' + z'j 






= -^l 


- + ^i- 




Dies 


le Konstanten bedeuten nach (12) zugleieh die GrSfse 






EJ^£ nnd EJy 


für I - 0. 



Schreiben wir nach Fig. 141 — & tur.dy/dx und jj für «/ j 
der Welle, so haben wir: 



(IS) 



IEJ» Kl + Z]^-, 
EJ,--K^ + Z'^- 



Durch 1] und & sowie die Umlaufsgeschwindigkeit tu drückt sich 
Z und K aus.. Einerseits ist 

Z — Mnco^, 
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andererseits nach G-1. (III)*) in § 1, wenn wir sin & durch 9, cos & durch 1 
ersetzen, die Äblonkungsgeachwindigkeit dij^/dt des Eigenimpulses N in 
nnserem FaRe mit der Umlaufsgeaeliwindigkeit m identifizieren und den 
Eigenimpuls zu JV = Ca eos %■ = Co bereohneu: 

Die Gleichungen (13) ergeben daher folgende Beatimmungsgleiehungen 

für ■9' und ij: 



(U) 



(1 + !^ 



-{:. 



2SJ ' 
M<aH'\ 



\^ -iEJ ■" ^ y- SEJ I ' 

Diese Gleichungen liefern im Allgemeinen als einzig mögliehe 
Gleichgewiehtsform der Welle: ^ = j; = 0, d. h. keine Auabiegnng. 
Das mufsten wir erwarten. Denn wir haben hier die Welle still- 
schweigend in ihrer ursprönglichen Form als vollkommeu gerade 
vorausgesetzt — anders wie in Nr, 1, wo wir von Anfang an mit 
einer gewissen Excentrizität e rechneten. Daher verschwindet zu An- 
fang die Centrifugalkraft sowohl wie die Kreiselwirkung und der gerade 
Zustand bleibt theoretisch erhalten. 

Trotzdem liefert Gl, (14) bereits eine Andeutung für die möglichen 
Ausbiegungen der WeRe bei der kritischen Geschwindigkeit. Diese 
Gleichungen sind nämlich für beliebige Werte r^, & miteinander verr 
träglich in dem besonderen Falle, wo ihre Determinante verschwindet. 
Dies liefert die folgende Bedingungsgleichung für o^: 

(15) (i + <t/)-)(i_-!i) + ^11=-i^_o, 

oder, wenn wir die gleichbenannten Koeffizienten (sec') 

^^^) ^ EJ ' ^ EJ 

einfuhren; 

cmto* — 12 fc — y m] fif* = 12. 
Die positive Wurzel dieser Gleichung heifse lo^l Sie berechnet sich zo: 
(17) tt,'-^(ac-2m + Ym,m + {(ie-2m)'). 

Bei dieser Umdrehungsgeschwindigkeit sind, wie wir sagten, die Ab- 
weichungen ij, & beliebig und es kann ein unbegrenzt starkes Schleudern 



*) Wir mäBsen Mer die genaue Pormel (HI) statt der Nähemng (II) beimtaeii, 
weil die Dreiiase nicht mit der Figurenaxe des Turbinenrades, eondem mit der 
„Tertikalea" OV der Fig. 141 ausammeniallt. Die Eotation um die Fignrenaxo 
ei^bt sicli daher zunächst gleich a cos 9, kann, aber, wie im Teit j 
durch (0 ersetzt werden. 



y Google 



896 -IS. Technisöhe Anwendtmgea. 

der Welle eintreten; vorher lind nachher dagegen ist die WeHe wie zm 
Anfang genau centriert. Wir erhalten also für ij, &■ die graphische 
Darstellnng der l^ig. 142: Im Punkte to = Oj der Abscissenase eine un- 
bestimmte Ordinate, überall sonst die Ordinate KnU. Man kennt die 
Bedeutung dieses etwas paradox klingenden Resultates von anderen 
Problemen der Mechanik her (Knickungs Vorgang, kleine Pendelschwin- 
gungen). Es besagt nichts anderes, 
als dafs beim Überschreiten von <a — ca^ 
eine plötzlich zu- und dann wieder 
abnehmende Ansbiegung stattfindet, 
die in Wirklichkeit natürlich völlig 
bestimmt ist und von der ursprüng- 
lichen Krümmung der Welle abhängt, 
bei unserem Ansatz aber unbestimmt 
' ^ bleiben mufste, weil wir die ursprüng- 

liche Krümmung vernachlässigt haben. 
Das wirkliche Äusbiegungsdiagramm 
wird also die in der Figur punktierte 
Gestalt haben; es schmiegt sieh bei abnehmender ursprünglicher 
Krümmung immer mehr in die von uns berechnete rechtwinklige 
Ecke hinein. Das wirkliche Au ab iegungs diagram m hat also durchaus 
die Gestalt der früheren Fig. 140. 

Wir kÖnneu dies leicht im Einzelnen nachweisen, wenn wir die 
jetzige Rechnung durch Einführung der ursprünglichen Krümmung er- 
gänzen und sie dadurch derjenigen unter Nr. 1 anpassen. 

Die ursprüngliche Krümmung denken wir uns hier etwa durch 
den Einflufs der Schwere auf das überhängende Turbinenrad hervor- 
gerufen, also durch eine Kraft Q, die im Punkte x ^ angreift. Bei 
der Bestimmung ihres Momentes wollen wir uns aber die Ungenauigkeit 
gestatten, dafs wir dieses für die ganze Umdrehung konstant gleich Qx setzen. 
Wir sehen also weiterhin von der speziellen Vor Stellung der 
Schwere ab und ersetzen sie durch eine für unsere Zwecke besonders 
bequeme schematisierte Kraft, die sieh mitdreht und die im Prinzip 
dasselbe bewirkt, wie die Schwere, nämlich durch eine von Anfang an 
yorhandene Krümmung die horizontale Gleichgewichtslage unmöglich 
zu machen. 

Diese vereinfachende Annahme bringt es mit sieh, dafs wir die 
vorigen Gleichungen (10) bis (13) direkt Übernehmen können, wobei 
vrir nur Z -\- Q statt Z einzutragen haben. Die Gleichungen (13) lauten 
daher jetzt: 
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und statt der .Gleictmngen (14) erMlt inan:. 

V^ EJ } 'SEJ ^ 'iEJ' 

+ -^WJ-^ * + (1 - -3-;gj j "^-JWj- 
Hieraus ergeben sick flir jedeü Wert von to ganz bestimmte, im All- 
gemeinen eadliclie Werte TOn & and "q. Unendlich werden dieselben 
nur dann, wenn die Determinante der linken Seite verschwindet. Dies 
führt aber wieder genau auf die Bedingung (15) und auf die kritische 
Umlaufzahl w = Wj. Bei abnehmendem Q, d. h. zunehmender Gerad- 
heit der urspriinglischen Wellenform, gehen die eben genannten end- 
lichen Aasbiegungen in Null über, wahrend die unendliche Auabiegung 
für oj = (Oj, den unbestimmten Wert ■ oo annimmt, ganz im Sinne 
unserer Fig. 142. 

Von Interesse ist es flir ans, die relative Wichtigkeit der Kreiael- 
wirkung („zusammengesetzte Centrifugalkraft" im Sinne Coriolis) zu 
derjenigen der gewöhnlichen Trägheitswirkuug (einfache Centrifugal- 
kraft) beim Schleudern der Laval-Welle festzustellen. Dies geschieht 
am einfachsten, wenn wir zusehen, in welchem Mafse die kritische 
Umdrehungszahl infolge der Kreisel Wirkung in die Höhe gesetzt wird. 
(Eine Erhöhung, nicht eine Erniedrigung der kritischen Umdrehungs- 
zahl wird die Kreisel Wirkung bedingen, da sie ja nach der Regel des 
gleichsinnigen Parallelismus der Aushiegung entgegenarbeitet, also 
scheinbar die Steifigkeit vermehrt.) 

Sehen wir zunächst von der Ereiselwirkung ab, indem wir (7=0 
und A'^ setzen, also den Eadius des Turbinenrades sehr klein nehmen. 
Der entstehende Wert der kritischen Geschwindigkeit heifse Wjo- Dieser 
entsteht aus (17), wenn wir c = setzen. Da aber dann (17) in der 
Form 0/0 erscheint, müssen wir eine Entwicklung vornehmen. Es ist 
bei kleinem c mit Rücksicht auf das positive Vorzeichen der Wurzel 

l/12c»-K6c-2.«r' - i 6» - 2». |(l + (j^^ + . . .) 

also nach (17) und (16) für c = 0: 

s 3 ZEJ 

'"*'' = m= MF- 

Derselbe Wert wäre auch direkt aus der zweiten ursprünglichen GL (14) 

zu entnehmen gewesen, die für (7=0 mutatio mutandis mit Gl. (4) 

übereinstimmt. 
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In Wirklichkeit sind A und C nicht gleicli Null, sondern för eine 
dünne Scheibe vom Radius r ist; 



I nach (IG) 



■"(t)' 



Kehmen wir beispielsweise den Durchmesser der Scheibe gleich der 
Länge unserer Welle l, so ergieht sich: 



und nach (17) 

e,^3 = l_(_i3 -i-y2n) =^- 
Wir haben also 

to/ : "»^0 = ■* : M; «<k ■■ «'io -' 1-09 : 1, 
d. h. die kriiische Umdrehungszahl wird durch die Kreißelwirkung um 
9% heraufgesetzt. Der Einflufs ist also mehr sekundärer Art, 

Kreisel Wirkungen werden nicht nur bei der frei schwebenden 
LavalweRe auftreten, sondern immer dann, wenn das Schleudern der 
Lavalwelle mit einer Richtungsänderuug des rotierenden Turbinenrades 
verbunden ist. So z. B. auch bei einer beiderseits gelagerten Welle, 
wenn sich das Rad nicht gerade in der Mitte der Welle befindet oder 
wenn mehrere Räder auf derselben Welle angeordnet sind. Die Be- 
rechuung der kritischen Geschwindigkeit führt dann auf kompliziertere 
Gleichungssysteme, über die man alles Wissenswerte in dem Stodol»'- 
schen Werke nachlesen kann. Neue dynamische Gesichtspunkte treten 
dabei nicht auf; immer handelt es sieh um das Gleichgewicht von 
Centrifugalkräften und Kreiselmomenten au .der elastischen Welle. Die 
numerische Bedeutung der Kreiselwirkung wird dabei in dem Mafse 
zurücktreten, als die durch das Schleudern bedingten Richtungs- 
änderungen des Turbinenrades je nach seiner Anordnung in der Nähe 
der Wellenmitte geringer werden. Der Fall der frei schweben den Welle 
stellte bereits ein Maximum für den Einflufs der Kreiselwirkung dar. 

Zum Sehlufs möge erwälint werden, dafs das Schleudern auch bei 
diesen allgemeineren Anordnungen zwar als Resonanzphänomen gedeutet 
werden kann, dafs aber diese Auffassung insofern ihre praktische Bfr- 
deutung verliert, als jetzt die Eigens chwingungsdauer der Welle durch 
die Rotation beeinfiulst wird und daher die kritische Umlaufszahl nicht 
von vornherein durch Versuche am nicht rotierenden System bestimmt 
werden kann, ähnlich wie die Schwingungszahl eines Kreisels von seiner 
Umlaufszahl abhängt. Denn sobald das Turbinenrad rotiert, ist die 
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ursprüngliche Biegungsseliwingung des Systems keine mÖgliclie freie 
Bewegung mehr, da die Kreiselwirkungea wie äufsere Momente wirken, 
die die Schwingungsdauer verändern. Zu jeder Umlauf sgea eh windigkeit 
wird sieh jetzt eine eigene freie Schwingungsdauer ergehen; da diese 
aber im Allgemeinen nicht mit der TJmlaufsdauer übereinstimmt, so 
mufs die "Welle weekselnde Verhiegimgen durchmachen. Eine solche 
freie Schwingung ist auch der durch die Gl. (14) und (15) dargestellte 
Bewegungszustand, sie ist vor den anderen nur dadurch ausgezeichnet, 
dafa hei ihr Umlaufsdauer und Schwingungsdauer zusammenfallen, so 
dafs die Welle als Ganzes rotieren kann. Das Kennzeichen der kritischen 
Umlaufsgesehwindigkeit ist also auch hier die Resonanz zwischen Um- 
laufszahl und freier Sehwingungszahl. 



§ 10. TermiBckte Anwendungen, 

Ohne irgendwie Vollständigkeit anzustreben, wollen wir in diesem 
Schlufsparagraphen solche Anwendungen der Ereiseltheorie zusammen- 
stellen, welche wir nicht ausführlich besprechen können, teüs weil uns 
der Gegenstand nicht hinreichend geklärt erscheint, teils weil er uns 
zu weit in technische Einzelheiten führen würde. Wir beginnen wie 
in § 2 mit den Kreiselwirkungen bei Fahrzeugen (Einschienenbahn), 
berichten über einige nautische Kreiselprobleme und schliefsen mit dem 
Problem der Ballistik, das unter allen technischen Anwendungen der 
Kreiseltheorie am frühesten in Angriff genommen ist und bis zum 
heutigen. Tage wohl am wenigsten befriedigend gefördert werden 
konnte. Eine Übersicht des Inhalts giebt die folgende Tabelle: 

A. Einschienenbahnen. 

1. Sehwebebahn. 

2. Monorailsystem. 

3. System Breunan und Scherl. 

B. Nautische Anwendungen. 

4. Raddampfer. 

5. Turbinen dampf er. 

6. Der gyroskopische Horizont. 

7. Bemerkungen zur Aeronautik. 

C. Ballistik. 

8. Das dynamisch-hydrodynamische Problem. 

9. Die allgemeinen Erfahrungsthatsachen der Ballistik und die 

RoUe der Kreisel wirkui^en. 
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IX. Technische Auwendungeii 



Ä. Eiuschieueitbaline! 



Die Überlegungen des § 2 zeigen deutlich, dafa die teehnischeö 
Schwierigkeiten bei Schnellbahnen — von den ihrer Einführung ent- 
gegenstehenden und sehr mafsgeblieben wirtschaftlichen Schwierigkeiten 
braucht hier nicht die Rede zu Bein — hauptsäehlich mit der zwei- 
achienigen Anlage unserer Bahnen zusammenhängen. Die beiden 
Schienenstränge stellen zwei kinematische Führungsbedingnngen dar, 
die wegen des notwendigen Spielraums der Räder im Allgemeinen 
nicht in gleichem MaCse wirken, und das Fahrzeug hat zwischen beiden 
sozua^en einen dynamischen Kompromifs zu schliefaen. Daher das ab- 
wechselnde Anlaufen der Kader gegen die eine oder andere Schiene 
und das Schlingern der AVagen, die Entlastung der einen oder anderen 
Schiene durch Centrifugal- und Kreiselwirkungen und die fortgesetzte 
Verschlechterung des Geleises, namentlich auch die lästige Notwendig- 
keit der Überhöhung der äufseren Schiene in einer Kurve, die nur für 
eine mittlere Geschwindigkeit berechnet und nie vollständig durch- 
geführt werden kann. Alle diese Ühelstände feilen bei einer Ein- 
schienenbahn von selbst fort. Man kann drei Typen derselben unter- 



1. Stabile Anordnung, Schiene oberhalb des Wagenschwerpunktes, 
Sehwebehahn, Patent Lange. 

2. Wenig stabile Anordnung, Schiene in der Nähe des Wagen- 
schwerpunktes, Monorailsystem, Patent Behr. 

3. Instabile Anordnung, Schiene unt«r dem Wagen Schwerpunkt, 
Patent Brenuan und Scherl. 

I. Schwebebahn. 
Der erste Typna ist in Elberfeld-Barmen aasgeführt; er wird von 
vielen Sachverständigen als Ideal einer technisch-vollkommenen Bahn 
angesehen: die Centrifugalwirkungen können sich in dem seitlichen Aus- 
schwingen des Fahrzeugs ohne Schaden für das Material ausgleichen, 
ebenso die Kreiaelwirkungen der Antriebs- und Führungsräder, die hier 
wegen des kleinen Radi'adius übrigens ziemlich klein sein werden. Mau 
kann bemerken, dafs beide Wirkungen sich hier nicht addieren wie bei 
der gewöhnlichen Zweisehienenbabn, sondern subtrahieren, was man 
als eine erwünschte Nebenerscheinrmg dieser Anordnung ansehen kann. 
In der That: das Moment der Centrifugalwirkung um die Schiene wirkt, 
wenn der Schwerpunkt tmter der Schiene liegt, im entgegengesetzten 
Sinn wie bei der gewöhnlichen Anordnung, das Moment der Kreiael- 
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Wirkung aber im gleicilen Sinn wie bei jener, also (vgl. § 2) im um- 
gekehrten Sinne wie das Moment der Centrifugalkraft. 

Wir bestimmen etwa die Aue Schwingung « des Wagens (Ab- 
weichung seiner Mittelehene von der Vertikalen) beim Durchfahren 
einer Kurve vom Krünamungsradius R. Dabei mufs das Moment der 
Schwere SR durch das Moment der Centrifugalwirkung H und durch 
die Kreisel Wirkung K ins Gfleichgewicht gesetzt werden: 

(1) m = H+K. 

Nun ist, wenn M die Masse des Fahrzeugs und h die Höhe des 
Schwerpunktes unter der Schiene bedeutet: 
m = MgJi sm<x. 
Femer wird, wenn v die (Geschwindigkeit in der Kurve ist, 
H ^ M ^k cos K- 

Für die Kreiaelwirkung K haben wir Gfl. (II) des § 1 zu benutzen, 
da die Figurenaxe der umlaufenden Räder, die die Kreiselwirkung 
hervorbringen, um den Winkel ^ = -ö — "^ g^g^n ^iö Vertikale, d. i. 
die Axe der hinzukommenden Drehung (Drehungsgeschwindigkeifc v/E), 
gepeigt ist. Wir haben ^so; 

fir-= — N^ cosk; 

das negative Vorzeichen entspricht der vorangehenden Bemerkung über 
den. -umgekehrten Sinn der Kreiaelwirkung und der Centrifugalwirkung. 
Es ist aber, wie in § 2 Gl. (2), 

N='mvr, 
wenn m die auf den Umfang reduzierte Masse alier Räder, r ihren 
gemeinsamen Radius bedeutet, also: 

K= — in^r ßosa. 
Unsere Gleichgewiehtsbedii^ung (1) liefert daher 

(2) 'g«-^(i-»-y)- 

Bei den Probefahrten in Barmen-Elberfeld wurde die Geschwindig- 
keit in Kurven so weit gesteigert, dafs Ausschwingungen bis zu 25" 
vorkamen; wie die vorstehende Formel zeigt, würde der Ausseh wingungs- 
winkel ohne Kreiselwirkung noch ein klein wenig gröfser ausfallen 
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2. Honorailaystem.*) 

Dasselbe war für die Strecke Manchester-Liverpool als Schnellbahn 
mit 150 km pro Stande projektiert; doch ist in den letzten Jahren über 
das Znstandekommen dieses Projektes nichts bekannt geworden. Eine 
Versuchssti-ecke war bei Gelegenheit der Brüsseler Ausstellung 1897 
mit 135 km pro Stande in Betrieb und lieferte befriedigende Resultate. 

Das Monorailsystem verdient den Namen „Einschienenbahn" nicht 
in dem Mafse wie die Schwebebahn, weil seitlich unter der Tragschiene 
noch beiderseits je zwei Pühmngsschienen angeordnet sind. Der Wagen 
bildet eine Art Sattel um die Tragsobiene, um die er mit schwer 
gehaltenen Fortsetzungen heruntergreift, und stützt sich auf die Trag- 
schiene von oben her mit einem Rad von senkrechter Ebene. In 
Kurven oder wenn das Gleichgewicht sonst nach der einen oder an- 
deren Seite hin gestört ist, legt er sieh gegen die Führungsschienen 
dieser Seite mit zwei Indern von horizontaler Ebene. Eine solche 
Störung des Gleichgewichts ist deshalb zu gewärtigen, weil der Schwer- 
punkt des ganzen Wagens nur wenig von der Laufschiene absteht, der 
Wagen sich also statisch nahezu im indifferenten Gleichgewicht befindet. 

Bleibt diese geringe Stabilität nun auch bei voller Fahrt besteben 
oder findet hier eine ausgiebigere Stabilierung des Gleichgewichtes 
statt, eine Stabilierung, die offenbar nur durch eine Kreieelwirkung 
der umlaufenden Bäder hervorgebracht, werden könnte? Kach den 
Angaben des Konstrukteurs, nach denen die seitlichen Führungs- 
schienen nur ausnahmsweise in Kurven beansprucht würden, und 
nach den Ergebnissen der Versuchsfahrten, deren Ruhe gerühmt 
wurde, müfste man dieses voraussetzen. An sieh ist es ja nicht 
undenkbar, dafs die umlaufenden Massen von Rad und Motor gegen 
ein Umkippen des Wagens nach der Seite zunächst mit einer kleinen 
Drehung um die Vertikale und durch Vermittelnng dieser mit einem 
Kreiselmomeot um die Schiene reagieren, welches den Wagen wieder 
aufrichtet, wie dies durch die Formeln (IV) des § 1 schematisch 
beschrieben wird. Da die Kreiselwirkung mit dem Quadrat der Fahr- 
geschwindigkeit wächst, wäre Erhöhung der Stabilität bei Erhöhung 
der G^chwindigkeit zu erwarten (aufser gegenüber den Centrifugal- 
wirkungen, die ebenfalls mit dem Quadrat der Geschwindigkeit waohsen). 
Indessen ist hierbei wieder die ganz wesentliche Bedingung der er- 
forderliehen drei Freiheitsgrade (vgl. pag. 767) zu beachten. Wenn 
durch mangelnden Spielraum die Äusdrehuug der Räder um die Vertikale 
gehindert bezw. durch Reibung sehr erschwert wird, so wird auch die. 



•) Vgl. B. B. Centralblatt der Bauverwaltung 1899, pag. 550. 
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stabilierende Wirkung unmöglicli bezw. stark herabgesetzt. Ob unter 
diesen Umständen eine merkliche Stabiliemng überhaupt noch zu Stande 
kommt, kann bezweifelt werden. Sicher ist nur, dafs das nach Gl. (IVe) 
in § 1 berechnete stabilisierende Moment des Idealfailes viel zu 
grofs ausfallen würde. Ziemlich wahrseheinlich scheint es, dafs bei 
grofser Geschwindigkeit die Stabilierung leichter zu Stande kommen 
kann, wie bei kleiner, da hier für die seitlichen Äusdrehungen der 
ßäder weniger Spielraum beansprucht wird und die Reibung gegen 
solche Änsdrehungen nicht in demselben Mafee mit der Geschwindig- 
keit wachsen dürfte wie die Kreiselwirkung selbst. 

Wir hätten diese in ihrer Unbestimmtheit wenig befriedigenden 
und wegen der geringen praktischen Bedeutung des Monorailaystems 
wenig wichtigen Betrachtungen hier kaum gebracht, wenn sie nicht 
eine passende Überleitung zu dem Stabilierungssystem beim instabilen 
Typus der Einschienenbahn bildeten. Was im bisherigen Falle nur 
beiläufig und unter ungünst^en Umständen durch die umlaufenden 
Räder bewirkt (oder gegebenenfalls auch nicht bewirkt) wird, leiatet 
im folgenden Falle eine ausdrückliche Kreisel Vorrichtung in ausgedehntem 
Mafse und unter wohlerwogenen Bedingungen. 

3. 8yBt«m Brennau und Selierl. 

Die Frage nach der praktischen Ausführbarkeit der Stabilierung 
eines völlig labilen Einschienenwagens durch eingebaute Kreisel ist 
schon mehrfach erörtert worden. Aber erst in der allerjüngsten Zeit 
sind Versuche in der Öffentlichkeit vorgeführt worden, und zwar gleich- 
zeitig im November 1909 von L. Brennan in England und A. Scherl 
in Berlin. Nach den Berichten haben sie zu günstigem Ergebnis 
geführt, über die nähere Anordnung der Kreiselkonstruktion ist aber 
noch nichta bekannt geworden, abgesehen von froheren kurzgehaltenen 
Patentschriften*), die aber die jetzige Form nur noch in Umrissen 
treffen werden. Wir beschränken uns daher auch hier auf einige all- 
gemein gehaltene theoretische Überlegungen.**) 

Dafs thats'ächliche Stabilierung eines an sich labilen Zustandes 
durch Kreiaelwirkungen möglieh ist, haben wir mehrfach besprochen, 
z. B. bei der Diskussion der aufrechten Kreiaelbewegung. Im Prinzip 
wird es sich auch bei der Stabilierung des Einschienenwagens um 
nichts anderes als diese aufrechte Kreiselbewegung handeln, die hier 
natürlich in modifizierter Form erscheint. Denken wir uns z, B. ähn- 

*) Patent Brennan, D, K. P. 174102. 

**) Dieselben Bchliefaen sich teitweise an einen Aufsatz von A. Föppl an; 
„Zur Theorie des EreiselwAgenB der Einechienenbahn", Elektroteehn. Ztschr. 1910,1. 
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lieh wie im Falle des SeKlick'eehen Sebiffskreisels im EinBchienenwagen 
eineii, Kreisel in einem Ralimeii angeordnet, der lim eine Queraxe des 
Wagens drehbar ist, "so.dafs wie beim Schiffskreisel die Fignrenaxe in 
der Mittelebene des Wagens schwingen bann und in der Mittellage 
vertikal steht.*) Der Kreisel hat dann offenbar die nämlichen „Freiheite- 
grade wie ein einfacher Kreisel im kardanischen Gehänge: Den inneren 
Ring vertritt der Kr eiselr ahmen, der um die Queraxe drehbar ist, den 
äufseren der Wagen, nm die Schiene drehbar. 'Nor sind die Trägheits- 
momente und Schweremomente der beiden nichtcyklisehen Freiheits- 
grade hier voneinander unterschieden. 

Die erste Forderung zur Kreiselstahilienrng, dafs zwei . nicht- 
cykliache Freiheitsgrade vorhanden sein müssen, ist hier, im Gegensatz 
zum Monorailsystem, ausgiebig erfüllt. Aber der allgemeine Thomsoii- 
Bche Säte, den wir pag. 771 anführten, fordert noch mehr: Es genügt 
■nicht eine gerade Anzahl von Freiheitsgraden zur cyklischen Stabilieruiig 
eines labilen Züatandes, es ist vielmehr eine gerade Anzahl labiler Frei- 
heitsgrade erforderlich,**) Daraus können wir sofoi-t entnehmen: Soll der 
Kreisel in der beschriebenen Anordnung den Wagen wirklich stabUieren 
können, so mufs er sich selbst, abgesehen von den Kreiselwirkungen, im 
labilen Zustande befinden, sein Schwerpunkt mufs also oberhalb der Äuf- 
hangeaxe des Rahmens liegen. Beim Sehiffskreisel lag im Gegensatz 
dazu der Schwerpunkt unterhalb der Aufhängeaxe {fc>0), da d^ Schiff 
von Anfang an stabil ist (H> 0). Auf den allgemeinen Beweis des 
Thomson'schen Satzes brauchen wir nicht naher einzugehen, da er ganz 
analog verläuft, wie der folgende Beweis im speziellen Falle des Ein- 
s chienenwagens. 

Um an die früher verwendeten Bezeichnungen beim Schiffs- 
kreisel anzuknüpfen, sei Q das Gewicht des Wagens, J sein Träg- 
heitsmoment, um die Schieneukante gemessen, H die Höhe seines 
Schwerpunkts. Ferner sei q das Gewicht des Kreisels und Rahmens, 
j sein Trägheitsmoment um die Aufhängeaxe, h die Höhe seines 
Schwerpunkts über der Auf hängeachse, die wir jetzt als positiv voraus- 
setzen, endlieh sei JV der Impuls des Ki'eisels. Die seitlichen Aus- 



*) Dies iat nur eine von. verschiedenen möglichen Anordunngen. Bei der 
ursprünglichen Aueführung von Biennan (vgl. unten) fällt die Mittellage des 
Kreisels mit der Querase des Wagens znaammen. Pöppl nnteraelieidet (vgl. die 
vorige Anm.) drei Hauptlagen, empfiehlt aher die im Text hespi'ochene Anordnung 
als die einfachste. 

**) Oh Stabilieiung mögliob ist, wenn einer der Freiheitagrade indifferent ist, 
hangt von spezielleren Voraussetzungen ab. Wir werden hierauf noch zurück- 
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sehläge des Wagens sollen durcli den Winkel i>, die Äusscliläge des 
Ereiselrahmens durch -9- gemessen werden, und wir setzen in der 
üblichen Weise voraus, daXs zur Entscheidung der Stabilität die Unter- 
suchung kleiner Ausschläge ^ und & ausreichend ist, Von Eeibuugs- 
eiaflüssen sehen wir vorläufig ab. 

Durch seitliche Neigungen des Wagens wird nun der Kreisel in 
Schwingungen versetzt. Auf die beiden Freiheitsgrade wirken hierbei, 
wie iin Falle des Sehiffskreisels, aufser den Schweremomenten noch die 
„Kreisel vfirkungen" 

dt 
auf den Wagen, 

auf den Kveiselrahmen. Überhaupt können wir ohne Weiteres die 
Bewegungsgleichungen (5) von § 4 mit den entsprechenden Änderungen 
wegen der ursprünglichen Labilität der Freiheitsgrade ijj und & über- 
nehmen; 

(3) 

Man braucht nur diese Gfleichungen mit den Gleichungen (5) pag.367 
au vergleichen, um die Analogie zur aufrechten Kreiselbewegung zu 
erkennen. 

Als Lösung haben wir einzusetzen: 

^ = J. • e^'; & '^ a ■ e^', 
erhalten also: 

A{Jx^ - QHy~ aNx = 0, 
/3 a) 
^ ^ a(jx^ - qh) + ANx =■ 

und daraus für x die Gleichung: 

(4) (Ja;^ - QH) {jx^ - qh) + N^x^ = 0. 

In dieser sind nun alle Koeffizienten positiv, kann also die Wurzel 3^ 
zwei negative, somit x vier rein imaginäre Werte annehmen, wenn 

N^-QHj~qhJ>0. 

Diese Forderung wird ergänzt durch die eigentliche Stabilitäts- 
ping, die durch die Diskriminantengleiehung gegeben ist; 

(U> - «ifi - Ikj)' > 4 QHqltJ-j. 

amerfeld, KceiBelbaHegnng. 68 
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Im Falle des aufrechten Kreisels, für den wir QH = qk = P, J^j^A 
setzen können, geht letztere über in das oft benutzte Kriterium für den 
starken Kreisel: 

Das von x^ freie Glied in (4), {— QS)(^—- qJi), ist positiv, als 
Produkt zweier negativer Glieder, es würde aber negativ werden, wenn 
«iner der beiden Freibeitsgrade an sich stabil wäje, also entweder JT 
oder h einen negativen Wert hätte. Also nur wmn beide Freiheits- 
grade stabü oder beide Frdheitsgrade labil sind, hmn die Bewegwug 
des Systems vollständig stabil sein. Ebenso wird im allgemeinen Fall 
von mehr als zwei niehtcykÜBchen Freiheitsgraden das letzte ÖHed der 
entsprechenden Gleichung das Produkt der zu den einzelnen Freiheits- 
graden gehörigen generalisierten Kräfte, es wird nur dann positiv, wenn 
eine gerade Anzahl von labilen Freiheitsgraden vorhanden ist. Hierin 
liegt der Beweis des allgemeinen Thomson'schen Satzes.*) 

Von besonderem Interesse ist noch der Grenzfall, in dem einer 
der beiden Freiheitsgrade, bei uns etwa die Bewegung des Kreisel- 
rahmens, an sich indifferent wäre (Ä = 0). Sicher ist för den Fall des 
Ein schienen wagen 8 eine solche Anordnung ebenfalls auszuscbliefsen. 
Denn die charakteristische Gleichung (4) hätte in dem Fall immer 
zwei oder hei Berücksichtigung der Dämpfung (s. unten 61. (6)) eine- 
verschwindende WurzeL Das zugehörige Int^ral 3- = a -j- &(, wo a 
und i Konstanten sind, würde aussagen, dafs der Ereiselrahmen sich 
beständig gleichsinnig weiter drehen tmd sieh daher von der Vertikalen 
beliebig entfernen könnte. Bei Berücksichtigung der Dämpfung lautet 
das entsprechende Integral &■ = a und besagt, dafs hier der Kreisel- 
rahmen, nachdem ein ursprünglicher Schwingungszustand durch Reibung 
aufgezehrt ist, in einer beliebigen .Stellung stehen bleiben würde, z. B". 
auch in der wagrechten, in der die Kreiselaxe parallel zur Schienen- 
kante liegt. Offenbar verHert dann aber der Kreisel jede Stabjliemngs- 

*) In dieser allgemeinen Form gilt der Sata (ibrigena nur für holonome Systeme- 
Denn der oben für den Fall von zwei Freiheitsgraden durchgefölitte Beweis setat 
voraus, dafs man alle Lagen des Sjatema dnrcli yoneinander unabhängige Koordi- 
naten ausgedruckt hat und dafs die Schwingungsgleichnngen für diese Lagen- 
koordinaten in der Lagrange' sehen Form wirklich angesetzt sind, eine Bedingung,, 
die im nichtho Jonomen Fall bekanntlich nicht erföllhar ist. Das Fahrrad z. B. 
könnte auch stabiliert werden, wenn der Schwenmakt des V^orderrades unterhalb 
der Lenkstange läge nnd also nur ein labiler Freiheitsgrad, nlunlich die Neigung 
des Rahmens um die Spurlinie, vorhanden wäre. Doch bleibt natürlich auch ins. 
nicht holonomen Fall 2 die Mindestzahl der nioMcykliachen Freiheitsgrade, diei 
Stabilierung zulassen. 
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fähigkeit. Die gleiclie Bemerkung machten wir Übrigens auch schon 
bei der Stabilierungsuntersuchnng in § 1, IV. Dort nahmen wir ein 
auf die Koordinate ^t- wirkendes Moment V an, das der Schwere des 
Wagens bei der Einschienenbahn entspricht, df^egen war das Gleich- 
gewicht in Bezug auf die Koordinate & völlig indifferent. Wir fanden, 
dafa der Kreisel zwar das System stabilieren kann (in dem behandelten 
Beispiel den äufseren ßing des kardanischen Gfehänges), dafe seine 
Stabilierungsfähigkeit aber mit der Zeit abnimmt und sehlieCslich ganz 
verschwindet. 

Anders liegen die Verhältnisse bei einem Gyrostaten (vgl. pag. 771) 
oder noch einfacher hei einer aufrecht rollenden Scheibe, hei der 
ebenfalls der eine IVeiheitsgrad, nämlich die Drehung nm die Vertikale, 
indifferent ist. Dafs auch dort die charakteristische Gleichung bei hin- 
reichend kleiner ßeibung zwei verechwindende Wurzeln hat, besagt, 
dafs die Scheibe unter konstanter Neigung eine Präcession beschreiben 
kann, bei der z. B. der Schwerpunkt einen Kreis durchläuft. Da dort 
die Axe des wirkenden Schweremoments aber nicht raumfest ist, 
sondern beständig auf der Figurenaie senkrecht steht, so kann die 
Figurenase nie mit der Axe dieses Moments zusammenfallen, vielmehr 
behält die Rotation, die nahezu um die Figurenase erfolgt, ihre Stabi- 
lierungsfähigkejt dauernd ungeschwächt bei. Dasselbe gilt von der Anr 
Ordnung des Thomson'schen Gyrostaten. Der GrenefaU der indijfereyiien 
Anordnung wird daher in diesen Fällen ^s st^il mt heseicknen sein. 

In dem Beispiel des § 1 ist das äufsere Moment raumfest, die 
Fignrenaxe strebt nach der Regel des gleichsinnigen Parallelismus, sich 
der Axe des äufseren Moments an nähern. Die Stabilität nimmt daher, 
wie erwähnt, dauernd ab ond ist nur für eine gemessene Zeit praktisch 
gesichert. Für die Zwecke des Torpedos z. B. ergab sich diese zeitlich 
begrenzte Stabihtät als ausreichend; für die Zwecke und unter den Ver- 
hältnissen der Einschienenbahn dagegen wäre sie völlig unzureichend. 
J)er Gremfcäl der indifferenten Anordnung des Kreiselrahmens ist daher 
hei der M,ns<Menerd}<äm als labü sicher ausmtschUefsen. 

Bisher haben wir von Reibungseinflüssen abgesehen; in diesem Falle 
war bei hinreichendem N nach Analogie mit dem aufrechten Kreisel die 
Stabilität des Einschienenwagens vorauszusehen. Wesentliche Schwierig- 
keiten aber wird bei der wirklichen Ausführung natui^emäfs die Reibung 
machen. Berücksichtigen wir sie durch die üblichen Zusatzgheder in 
den Gleichungen (3), ohne damit mehr sagen zu wollen, als dafs es 
sich um Momente handelt, die immer mit der Schwingungsriehtung 
gleichzeitig ihr Vorzeichen umkehren. Die Gleichungen (3) werden 
dann etwa: 
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nad an Stelle der Gl. (4) tritt jetzt die folgende: 

(Jx^+ Wx - QH){jx^+ wx - qh) + N^a^ 
(6) = Jjx* + {Jw + 3W)x'^ + {N^ - QMj — qhj + Ww)x^ 

- {QHw + q'hW)x + QHqh = 0. 
Damit Stabilität möglich ist, müssen wieder alle Koeffizienten dieser 
Gleictung positiv sein. Man sieht aus dem Koeffizienten von x: 
Wenn beide Freiheitsgrade gedämpft sind, ist keine stabile aufrechte 
Bewegung möglich. Es ist erforderlich, dafs die Schwingung des einen 
Freiheitsffrades nicht gedämpft, sondern beschleunigt wird. Welcher der 
beiden Freiheitsgrade hierzu ausgewählt wird, ist prinzipiell unwesent- 
lich. Für die Praxis dürfte aber mir die eine Anordnung in Frage 
kommen, bei der die Bewegung des Kreiselrahmens beschleunigt wird. 
Vom techniaehen Standpunkte ans ist wohl die Idee, den Wagen bei 
einem seitliehen Kippen dadurch stabilieren zu wollen, dafs man ihn 
weiter im Sinne des Kippern antreibt, doch zu gewagt. 

Eine Vorrichtung, die die Kreiselrahmensehwingung beständig 
beschleunigt, ist in dem Brennan'sehen Patent in der That Torgesehen. 
Doii ist also die Gröfse w als negativ zu denken. Dann kann der 
Koeffizient von x in Gl. (6) in der That positiv werden, aber andrerseits 
würde dadurch, falls nicht zugleich W genügend grofs und positiv ist, 
der Koeffizient von x'^ negativ ausfallen, Es reicht also nicht aus, den 
mten Freiheitsgrad zu hescMeunigen, der andere mufs gleichzeitig in mir 
spredimdem Mafse gedämpft sein. Setzen wir w = — w^, so sind näm- 
lich die Bedingui^en zu erfüUen: 

qhW— QSw, <0, 
^^ jW-Jw^^O. 

Beide können nebeneinander bestehen, wenn 
qh QH^, 
3 ="J ^ 
gewählt ist. Und zwar wird nach der zweiten Ungleichung (7), wegen 
des überwiegenden Schwere- und Trägheitsmoments des Wagens über 
das des Kreisels, W einen viel gröfseren Wert haben müssen als Wj. 
Nach der ersten Ungleichung (7) aber reicht eine verMltnismäfsig geringe 

*) D. li. bei umgekehrt gedachter Schwererichtung, wo die Wagen- und 
EreiBelBehwingnng beide stabil wären , nnifs die Frequenz der Kreisebrahmen- 
sohwingncg kleiner Hoin ata die des Wagens. 
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Besohlennigung der Ereiselrahmeiiscliwiiigung aus; was die Dämpfung der 
Wagenschwingung betrifft, so wird diese schon von selbst immer verbältnis- 
mäfsig grofs sein oder kann noeb könstlicb vermehrt werden. Dafs durch 
solche Anordilungen in der That Stabilität erreicht werden kann, siebt man 
am besten, wenn in (7) die Gleichheitszeieben erfüllt sind: Die Gl. (6) 
hat dann die Form der Gfl, (4), die bei genügend grofsem Impuls 
stabile, wenn auch ungedämpfte Sebwingongen bedeutet. Man versteht 
nun leicht, dafs im Falle der Ungleichbeitszeichen in (7) die Stabilität 
nicht nur bestehen bleibt, sondern, wie ea zu fordern ist, auch in 
höherem Grade gesichert ist, da einmal eingeleitete Schwingungen ab- 
gedämpft werden. 

Aus den Ungleichungen (7) ist nun auch der Grund zu enti- 
nehmen, warum man nicht daran denken wird, an Stelle des Kreisel- 
rahmens den Wagen selbst zu beschleunigen und den Rahmen an 
dämpfen. Wäre nämlich W negativ und w positiv, also w^ negativ,, 
so wären unter der Voraussetzung gÄ/j^ QS/J die Bedingungen (7) 
ebenfalls an erfüllen, aber es müfste nach der ersten Ungleichung 
wegen des über das Sehweremoment des Kreisels qh weit überwiegenden 
Schweremoments des Wagens QS nun der absolute Wert von W 
weit über w überwiegen, es müfste also entweder der Wagen sehr 
stark beschleunigt, oder aber der Kreiselrahmen nur sehr wenig ge- 
dämpft sein, zwei Möglichkeiten, die ersichtlich zu Schwierigkeiten 
führen werden. 

Wir haben hier die Forderung, dafs einer der Freiheitsgrade 
beschleunigt werden müsse, um Stabilierung zu ermöghchen, analytisch 
aus den Gleichungen abgeleitet. Ein anderer Gesichtspunkt macht diese 
in gewissem Grade überraschende Folgerung verständlicher, dafs näm- 
lich durch die Beschleunigung des Kreiselrahmens die vom Kreisel auf 
den Wagen übertr^enen Momente verstärkt werden, die im Stande sind, 
den Wagen aufzurichten. Das auf den Wagen wirkende aufrichtende 
Moment ist ja nur durch df^ Glied Nd^jdt in den Gleichungen (5) 
gegeben. Wir fanden, dafs durch alleinige Vergröfserung des Eigen- 
impulses auf keinen Fall eine Abdämpfung einmal eingeleiteter 
Schwingungen möglich ist, und mit Rücksicht auf die immer vor- 
handene, wenn auch geringe Reibung überhaupt keine Stabilierung er- 
zielt werden kann. Es ist naheliegend, deshalb den anderen Faktor d^jdt 
des Kreiselmomentes, sozusagen den Hebelarm der Kreiselwirknng, zu 
vergröfsem, d. h. den Freiheitsgrad * zu beschleunigen. 

Die dem System hierbei zugefübrte Energie findet eine doppelte 
Verwendung: Einmal ist zur Hebung des Schwerpunktes in die auf- 
rechte Lage, nach einer anfänglichen seitlichen Neigung des Wagens, 
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Energie erforderlicli, Sodaaa wird bei jeder Schwingung potentielle 
Energie des Wagens in kinetische verwandelt und als solche durch 
Reihüng teilweise zerstört; sie mufs ersetzt werden, damit der Wagen 
wieder in die aufrechte Lage zurüctkehren kann. Andererseits ist aber 
wirkliche Dämpfung einea der beiden Freiheitsgrade eifoideihch, um 
die durch einen Anstofa dem Wagen erteilte kinetische Energie zu ver- 
nichten. Daher die Notwendigkeit, den Freiheitsgrad i zu dampfen 
Die Bewegung des Kreiselwagena läfst sich durch Vergleich mit der 
Schwingung des aufrechten Kreisela, d.h. der pseudo-reguUren Piaeession 
von kleinem Präceasionskreis (vgl. pag. 342), anschaulich beachreiben.*) 
In beiden Freiheitagraden ist die Geaamtbewegimg eine Überlagerung 
zweier Schwingungen, wobei die Schwingung des Kreiselrahmens etwa 
je um eine halbe Sehwingungsdauer gegen die des Wagens verschoben 
ist, wie aus den Gleichungen (5) bei kleiner Dämpfung folgt. Wie 
beim aufrechten Kreisel werden wir die langsamere als Präcession, die 
kürzere als Nutation bezeichnen; beide Schwingungskurven sind, wenn 
wir von der Dämpfung absehen, in unserem Falle EUipsen, deren Mittel- 
punkt auf der Vertikalen hegt, unter den besonderen Verhältnissen des 
aufrechten Kreiaels Kreise, Bei genügend grofsem Impuls berechnen 
wir die kleine Frequenz der eraten aus (6), indem wir die Potenzen a^ 
und x^ fortlassen, die grofse Frequenz der zweiten, indem wir die 
Potenz X und das absolute Glied nicht berücksichtigen. Für die 
Dämpfung der ersten ist nach der Vorzeichenfestsetzuug von w und W 
und nach den Ungleichungen (7) das positive Glied —QSw= + QMwi, 
für die der zweiten das positive Glied jW mafsgebend, während bei 
FortfaU von W das Glied JW' Jw^ übrig bleiben und den Dämpfungs- 
faktor dieser rächen Schwingungen negativ machen würde. 

Wir sehen also: Die Mafsnahme, den einen der beiden Freiheitegrade 
zu beschleunigen, reicht nur aus, um die Präeessions Schwingung abzu- 
dämpfen, aber die Nutationsschwingung würde dadurch zeitlich beständig 
anwachsen und das System labil machen, wenn sie nicht künstlich ge- 
dämpft oder durch die Schienenreibuug von selbst genügend reduziert wird. 
In dem Patent von Brennan sind mehrere Vorrichtungen zur 
Beschleunigung der Präcession vorgesehen, die wir schematiseh durch 
das Glied — «'i -jr in den Geiehungen (5) berücksichtigten. Die Er- 

•) Dieser Vergleich ■wird allerdings dadurch erschwert, dafs unsere jetzigen 
Koordinaten ip, fr eine ganz andere Bedeutung 'wie die fcüheren tp, & haben. 
iji wird jetzt wie pag. 905 definiert, um die horizontale, raumfeste Schiene, fr nm 
die im. Wagen feste annHliemd horizontale Querase gemessen, dagegen wurde i/i 
firüher um. die raumfeste Vertikale, 9 um die hewegliehe, genau horizontale 
Enotenlinie gemessen. 
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aeheinting, die diesen Anordnungen zu Grunde liegt, ist aus den ein- 
fachsten Kreisel versuchen bekannt, nämlich dafs ein auf die Spitze 
gestellter Kreisel, der also eine langsame Präcession beschreibt, raset 
zu rollen beginnt, wenn sein Schwnngring die Unterlage berührt. 
Ähnlich wird der Kreisel der Einachienenhahn an seitlichen Backen, 
die sieh gegen seinen Schwungring anlegen, abroUen können. Die Vor- 
richtung ist nun so getroffen, dafs mit der Richtung, nach der der 
Wagen seitlich geneigt ist, auch die Seite wechselt, auf der sich die 
erwähnten Backen anlegen, d. h. dais sich mit dem Vorzeichen Ton ^ 
auch die Eichtung des Abrollens umkehrt. Nun ist aber nach den 
Gleichungen (3) (bei denen noch von der nicht beträchtlichen Dämpfung ab- 
gesehen ist) die Neigung^ gleichphasig mit der Schwingungsrichtnng ä&/df. 
Daher wird das AbroUen bei geeigneter Vorzeichen bestimmung immer 
den Sinn der Kreisel rah mensch wingung anaehmen, also diese beschleunigen 
können. Die Beschleunigungsenergie wird hier direkt dem Schwung- 
rad, indirekt dem Antriebamotor entnommen. In der Praxis ist es 
natürlich vorteilhirfter, wie es auch bei Brennan voi^esehen ist, nicht 
das Schwungrad selbst, sondern eine damit geeignet verbundene Rolle 
zu verwenden. Man dürfte auch leicht andere Vorrichtungen zur Be- 
schleunigung der Rahmenschwingung konstruieren können, z. B. eine der 
Anschütz'sehen Dämpfungsvorrichtung (vgl. pag, 861) ähnliche Anordnung. 

Die hier besprochene aufrechte Kreiselanordnung ist nicht die in 
dem ursprünglichen Patent von Brennan gewählte; die Pignrenaxe 
soll dort nicht in der Vertikalebene, sondern in der Horizontalebene 
schwingen, wobei sie in der Mittellage quer zum Wagen liegen mufs. 
Ihre Gleichgewichtslage ist alsdann eine indifferente, sie müfste 
nach den allgemeinen Prinzipien erst känstKch, etwa durch Feder- 
oder Gewichts belastung, labil gemacht werden. Forner wird in 
diesem Fall an einer Wendung offenbar eine Verlagerung des Im- 
pulses erforderlich, es werden daher Momente auf den Wagen über- 
tragen, die starke Schwingungen veranlassen können, während bei 
vertikaler SteRung eine Kurve den Kreisel nicht direkt beeinflufst. 
Bei der horizontalen Anordnung werden daher zwei Kreisel mit ent- 
gegengesetztem Umlaufs sinn vorgesehen, deren Rahmen zwangläufig 
gekoppelt sind, so dafs sich die schädlichen Kreiselwirkungen aufheben, 
ähnlich wie es Herr Skutsch beim Schiffskreisel vorgeschlagen hat. 
Sonst sind prinzipiell die beiden Anordnungen nicht vonein 
schieden. 

Die bisherigen Überlegungen übertragen sich in sin 
Weise auf den Fall, dafs der Wagen an einer Kurve nicht i 
Schwerkraft, sondern auch von der Centrifugalkraft beein 
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Seine GEleichgewichtslage ist dann natürlich wie beim ZweiscliieDeiiw^en 
duret die Bedingung des Grieichgewichts zwischen Schweremoment und 
Moment der Centrifugalkraft bestimmt. 

Diese Gleichgewichtslage ist nach innen geneigt, der Kreiselwagen 
stellt sich in dem Mafse, als ein stationärer Zustand bei einer längeren 
Kurve angenähert wird, in die richtige Neigung ein, gerade so, wie es 
bei der Zwei scbienenb ahn durch die Überhöhung der äufeecen Schiene 
künstlich bewirkt wird. Dafs überhaupt ein stationärer Zustand er- 
reicht wird, rührt natürlich von der Kreiselstabilierung her, durch die 
die jetzige geneigte Gleichgewichtslage genau so gesichert wird, wie 
die aufrechte auf gerader Strecke. Die theoretische Behandlung der 
Einstellung würde überhaupt von der bisherigen .nur durch die Be- 
ziehung der Gleichungen auf die neue Gleichgewichtslage statt auf die 
Mittellage j/; = abweichen. Allerdings wird diese Einstellung zu- 
nächst mit einem Überneigen nach dem Äufaereu der Kurve beginnen, 
welches aus der primären Einwirkung der Zentrifugalkraft entspringt. 
Dieses wird aber sofort durch die Kreisel Wirkung rückgängig gemacht 
und, mittels gedämpfter Oscillationen, in ein schliefsliches Überneigen 
nach der inneren Seite verwandelt. Wenn die Übergangsbogen der 
Schienen bis zum Erreichen der stärksten Krümmung genügend lang 
sind, HO wird der Zustand des Wagens beständig als ein langsam verr 
änderlicher Gleichgewichtszustand aufzufassen sein. 

Von Äugenzeugen der Berliner Probefahrten wird uns in der That 
diese Erscheinung der unmittelbaren Selbsteinstellung bestätigt; ebenso 
auch, dafs im Falle einer einseitigen Belastung, die ja ähnlich wie die 
Centrifugalkraft wirkt, der Wagen sich für das Äuge sofort auf die 
entgegengesetzte Seite neigte und ins Gleichgewicht setzte,- also in die 
Lage, in der der nunmehr verlagerte Schwerpunkt des ganzen Systems 
genau oberhalb der Schiene liegt. Auch hier ist natürlich die primäre 
Wirkung der Belastung ein unmerklich kleines Nachgeben, dem aber 
sofort die aufrichtenden Kreiselwirkungen folgen, die die neue Gleich- 
gewichtslage stabUieren. 

Schädlicher für die Betriebssicherheit dürften kurz andauernde, 
starke Störungen, Impulse, sein, die bei der Fahrt auf den Wagen 
übertn^en werden. Sei etwa L die Gröfse eines solchen Impuls- 
momentes um die Schiene, die im Mittel dem" Konstrukteur bekannt 
sein wird. Der Ausschlag, mit dem der Wagen auf eine solche 
Störung reagieren wird, ist aus einer einfachen Überlegung zu ent- 
nehmen. Sieht man von der Vorwärtsbewegung ab, so bat (bei der 
ersten Anordnung) der Eigenimpuls des Kreiselw^ens die vertikal auf- 
gerichtete Gröfse N. Addieren wir vektoriell den störenden. Zusatz- 
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impuls L hinzu, so wird die resultierende Inipulsaxe in der Mifctelebene 
im Sinne des Winkels ■ö- geneigt um den Betrag: 
(8) tg»x-|- 

Die nun resultierende Bewegung könnten wir ausführlicli so be- 
handeln, wie wir ganz ähnlich beim Schiffekreisel die Rechnung für 
die durch einen Anstofs erregte Schiffehe wegung durchführten (pag. 802). 
Wir können das Resultat aber auch einfach geometrisch übersehen. 
Die Bewegung des Kreisels bezeichneten wir nämlich schon oben 
(pag. 910) als Überl^erung einer Präceasion und einer Nutation. 
Nach den früheren ausführlichen Diskussionen der pseudoregulären 
Präceasion ergibt sich jetzt die halbe OfEnung des Nutationskegela, 
d. h. der Nutatiousaussehlag, direkt als der Winkel zwischen der an- 
fänglichen Lage der Figurenaxe, die vertikal stand, und der Impulsaxe, 
also als der Winkel ■9-^, Allerdings bezeichnet dieser Winkel, da der 
Nutationskegel ein elliptischer ist, zunächst nur dessen grofse Ase, die 
in der Koordinate %■ gemessen wird. Die Mittelaxe des Nutationskegela, 
nämHeh die Impulsaxe, giebt dabei gleichzeitig den Präcessionsausschlag, 
der also, in der ■Ö^Koordinate gemessen, ebenfalls ■&£ beträgt. Die volle 
Abweichung des Kreiselrahmena von der Vei-tikalen, die sich im Maximum 
aus dem Präcessionsausschlag und dem Nutation saus schlag addiert, wird 
also für den Rahmen höchstens 2 ^j, betragen. Wie beim Schiffskreisel 
wird nun der gesamte Ausschlag des Kreiselrahmens wieder begrenzt 
sein müssen, etwa 45", also tg 2%-j. den Wert 1 nicht Übersteigen 
dürfen. Um Sicherheit zu haben, mufs man daher verlangen, dafe 

sei, wobei wir noch in (8) &z statt tg#i gesetzt haben. 

Um nun auch den resultierenden Ausschlag des Wagens abzuschätzen, 
beschränken wir uns auf den Fall gleicher „Frequenz" der beiden Frei- 
heitsgrade, also die Annahme: 

qH_qh 
J j ■ 
Dann folgt aber aus den Gleichimgen (3a) unmittelbar durch Division 
für das "Verhältnis von Kreisel- und '^ 



also wird die Amplitude der Wagenschwingung nach (8), unter Be- 
rücksichtigung, dafs sie klein sein soU: 

für die Präceasion und im Ganzen höchstens 2ij>i. 
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Die Überlegung möge als eine überschlägliche Abschätzung der 
erforderlichen Konstruktion^rörBen betrachtet werdeo, wenn die grÖfsten 
in Betracht kommenden störenden Impulse h und die gröfsten zulässigen 
Aussehläge ^'i\>i bekannt siud. 

Auch diese Betrachtung ist übrigens unabhängig davon, ob es sich 
um die erste oder zweite der erwähnten Anordnungen bandelt. Welche 
Formen und Dimensionen sich im Speziellen als günstig erweisen 
werden, wird erst die Zukunft der Einschienenbahn lehren. 

B. Nautische Anwendungen. 
Im Folgenden stellen wir einige Fragen der Schiffahrt zusammen, 
die mit der Kreiseltheorie in Zusammenhang stehen. Die unter 4. be- 
sprochenen Wirkungen lehren kaum etwas Neues; es handelt sich mir 
darum, einige uns schon von den Eisenbahnen her bekannte Verhält- 
nisse auf den Raddampfer zu übertragen. Gröfseres Interesse dürfte 
die unter 5. behandelte Beanspruchung der Lager bei einem Turbinen- 
schiff haben. Der gjroskopisehe Horizont, Nr. 6, ist eine Vorrichtung, 
welche ähnliche Zwecke verfolgt wie der Xreiseltompafs in § 8, aber 
mit wesentlich bescheideneren Mitteln und entsprechend geringerem 
Erfolge. 

4. Baddampfer, 

Wenn das Steuer ausgelegt wird, z. B. nach Steuerbord, d. h. zur 
Eechten der Fahrtrichtung, so beschreibt das Schiff eine Kurve, deren 
Krümmungsmittelpunkt rechts liegt. Die Längsrichtung des Schiffes 
fällt dabei nicht genau mit der Richtung der Schwerpunktsbahn zu- 
sammen, ist vielmehr um den sog. Derivationswinkel nach der Seite 
des Krümmungsmittelpunktes hin verdreht. Die Gröfse dieses Winkels 
beträgt im Mittel für verschiedene Schiffstypen und Geschwindigkeiten 
d = 10". 

Die Kräfte, die auf das Schiff wirken, sind folgende: 

1. der Wasserwiderstand, welcher hei gerader Fahrt längssehiffs 
wirkt, aber beim Steuern gegen die Längsaie geneigt ist; 

2. der Ruderdruck, senkrecht gegen die Fläche des Steuerruders 
wirkend ; 

3. der Raderdruck, herrührend von der Triebkraft der Maschinen, 
längsschiffs wirkend; 

4. die Kreisel Wirkung der Räder. Die Axe dieses Momentes steht 
auf der Radase und der Vertikalen senkrecht, fäUt also in die Längs- 
axe des Schiffes; und zwar wirkt es, in der Fahrtrichtung gesehen, 
dem Uhrzeigersinne entgegen. Die Gröfse der Kreiselwirkung beträgt 
in den mehrfach benutzten Bezeichnungen I^d^jdt = mv^r/U, wobei M 
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den Ifrümmungsradius der Schwerpunktsbalin und m die reduzierte 
Masse der beiden Kader und der mit ihnen umlaufenden Mas ctin enteile 
bedeutet, und zwar reduziert auf denjenigen Abstand r von der Dreh- 
ase, in dem die Umdrehungsgeschwindigkeit des Radsatzes gerade gleich 
der Fahrtgeschwindigkeit v wird. 

Der Vorgang beim Steuern ist der, dafs zunächst das Moment des 
Steuerdruckes das Schiff um die Vertikale zu drehen beginnt im Sinne 
des Derivations winkeis d. Da jetzt die Fahrtrichtung nicht mehr mit 
der Längsrichtung des Schiffes zusammenfällt, bekommt auch der 
Wasserwiderstand ein Moment um die Vertikale. Der definitive Wert 
des Winkels d ist dann erreicht, wenn das Moment des Wasserwider- 
standes, das das Schiff wegen seiner stabilen Bauart in die Fahrtrichtung 
zurüekzulenken sucht, dem Momente des Steuerdruckes entgegengesetzt 
gleich ist. Zugleich heben sich jetzt der Wasaerwiderstand und der 
Eäderdruck nicht mehr vollständig auf, sondern es bleibt eine senkrecht 
zur Fahrt gerichtete Komponente übrig, die eben die seitliche Be- 
schleunigung zur Folge hat. Deren GrÖfse mufs der Centrifugalkraft 
entgegengesetzt gleich sein, die der Krümmung der Fahrtlinie entspricht, 
sie ist also 

W = 






wenn M die Gresamtmasse des Schiffes bezeichnet. Ihr Angriffspunkt 
liegt etwa in der Mitte des Tiefgangs und angenähert auch in der 
Mitte der Sehiffslänge. In geringerem Grade trägt zu ihr übrigens 
auch der Steuerdruck bei, den wir uns, nach Abspalten seines Dreh- 
momentes um die Vertikale, etwa im nämlichen Paukt angreifend 
denken können, der aber vom Krümmnngsmittelpunkt fortgerichtet ist. 
Die senkrecht zur Fahrt gerichtet« Komponente des Steuerdruckes 
denken wir uns in W mit eingerechnet. Bekanntlich legt sich beim 
Steuern das Schiff etwas nach der Seite über, es Jcrängt, wie der tech- 
nische Ausdruck lautet, und zwar bei der weitaus gröfsten Anzahl von 
Schiffstypen vom Krttmmungsmittelpunkte nach anfsen hin. Für das 
Krängen des Schiffes kommt die Querschiffskomponente unserer Kraft TT, 
W cos d, in Betracht. 

Der Schwerpunkt des Schiffes liegt im Allgemeinen höher als der 
Angriffspunkt der genannten Kraft. Wenn der Höhenunterschied l 
beträgt, hat letztere daher ein Moment IW cos 3 um den Schwerpunkt, 
das das Schiff nach aufsen neigt. Der hei stationärem Zustand resul- 
tierende Krängungswinkel a bestimmt sich nun daraus, dafs dieses 
Moment, verstärkt noch durch das Moment der Kreiselwirkung, dem 
aufrichtenden Schweremoment Mgha das Gleichgewicht hält, wo A die 
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inetacentrische Höhe bedeutet. Diese Gleichung lautet ausführlicher 

JM'ij^'p- eostf + mv^^ = Mgha. 
Hieraus bestimmt sieh der Kräognugswiukel a zu 

Die Forme! ist analog gebaut zu der Gl. (2) dieses Paragraphen. 
Das entgegengesetzte Vorzeichen des zweiten Terms der Klammer, 
welcher den verhältnismäfsigen Einflufs der Kreiselwirkung darstellt, 
rührt daher, dafs wegen der annähernd aufrechten Lage des Schiffes 
die Kreiselwirkung denselben Sinn hat, wie das Moment der Centri- 
iugalkraft, während bei dem herabhängenden Wagen der Schwebehahn 
die entsprechenden Momente von entgegengesetztem Sinn waren. Hier 
wie dort zeigt sich, dafs der Einßufs der Kreiselwirkung gering ist, 
nach Gl. (9) namentlich deshalb, weil die reduzierte Masse m der Räder 
sehr klein ist gegen die Gesamtmasse M des Schiffes. 

Andererseits hat mau oft eine günstige Einwirkung der Kreisel- 
wirkung auf die Stabilität der Raddampfer gegen Rollbewegungen ver- 
mutet, eine Einwirkung, die ganz analog sein würde zu der ebenfall» 
hypothetischen, unter Nr. 2 betrachteten vermehrten Stabilität des Behr- 
schen Einsohienenwagens, und deren theoretische Begründung derselben 
Schwierigkeit begegnen würde wie dort, nämlich der starken Behinderung 
der Ausdrehung von Schiff bezw. Wagen um die Vertikale durch den 
Wasser wider stand bezw. die Schienenreibung. Immerhin kann diese 
mutmafsliche selbsttätige Stabilierung des Raddampfers insofern ein 
gewisses historisches Interesse beanspruchen, als sie auch von Schlick 
angeführt*) wird und für ihn geradezu der Ausgang für seine Kon- 
struktion des Schiffskreieels gewesen zu sein scheint. 
6. TnTftlnendainpfer. 

Der neueste Typus des Ozeanfahrers, der Turbinendampfer, bringt 
Kreiselwirkungen von viel stärkerem Grade mit sich wie der Raddampfer. 
Namentlich sind es die grofsen Umlaufsgesehwindigkeiten der Dampf- 
turbine, gegenüber den mäfsigen des Radsatzes, welche die Kreisel- 
wirkung Ter stärken. Da che Turbinen welle längs schiffs gestellt ist, 
um direkt mit der Schiffsschraube gekoppelt werden zu können, so ist 
überdies die Axe der Kreiselwirkung um 90" gegen ihre Lage beim 
Raddampfer gedreht. Eine Rollbewegung des Schiffes (Drehung um 

1 pag. 808 zitierten Vortrag in der SchifPbautechnisclien Gesell- 
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die iiängaase) ruft keine Kreiselwirkung hervor. Eine Stampf bewegui^ 
(Drehung um die Qaeraxe) bewirkt ein Kreiselmoment um die Vertikale. 
Beim ManÖverieren des Schiffes (Drehung um die Vertikale) tritt eine 
Kr ei sei Wirkung um die Querschiffsaxe auf. 

Man hat vielfach in den Anfängen des Turbinenschiff bauee die 
Befürchtung gehabt, dafs ein Turbinenschiff schwerer zu steuern sein 
möchte, wie ein Sehrauben dampf er. Die Entwicklung der Dinge hat 
dieser Befürchtung nicht recht gegebea. Wir wollen sie theoretisch 
prüfen. Die unmittelbare Folge des Steuems (Drehwinkel ip), welches 
durch ein Drehmoment Y um die Vertikale eingeleitet sein möge, ist 
eine Erejselwirkung K-^N-J-- um die Querechiffease, wo jetzt N den 
Impuls der Turbinen (Winkelgeschwindigkeit mal Trägheitsmoment des 
ganzen umlaufenden Massensysfcems) bedeutet. Dieses wirkt auf ein 
Stampfen des Schiffes (Drehwinkel *) hin. Letzteres ruft eine Kreisel- 
wirkung E' um die Vertikale wach von der GrÖfse ^-jt, welches dem 
Moment V des Steuerdrucks entgegenwirkt. Die Drehgeschwindigkeit 
des Stampfens dd'jdt ist aber aus zwei Gründen klein, einmal wegen 
des gewaltigen Trägheitsmomentes des Schiffes, das hier mit seinem 
maximalen Wert eintritt, sodann wegen der Wasser wider stände, welche 
das Stampfen einschränken. Nur in dem Mafse, wie das Schiff um 
die Queraxe frei beweglich ist, kann die Gegenwirkung gegen Aas 
Steuern (auch eine Art Stahilierung gegen äufsere Kräfte) auftreten. 
Bei Behinderung des Stampfens dagegen haben wir wieder einen 
Kreisel von nur zwei Freiheitsgraden ohne eigentliche Widerstands- 
fähigkeit. Übrigens kommt diese ganze Frage nur in Betracht, wenn 
es sich um eine unsymmetrische Anordnung mit nuj einer Turbinen- 
welle handelt, 

Ernatlieh erwogen wird heutznt^e wohl nur die von den Kreisel- 
wirkungen herrührende Beanspruchung der Lager*); diese ist uns von 
sachverständiger Seite als mögliche Ursache für thatsächlich vor- 
gekommene Unfälle von Turbinen-Torpedobooten genannt. Wir setzen 
dabei voraus eine merklich feste WeUe des Turbinenkörpers (entsprechend 
der flir den Schiffbau hauptsächlich in Betracht kommenden Parsons- 
oder Curtis-Turbine), nicht eine schwanke Welle (vgl. den vorher- 
gehenden Paragraphen über die La val -Turbine), bei der statt der 
völligen Ablenkung des Drehirapulses im Wesentlichen eine Verbiegung 
der Welle auftreten wird, die im Allgemeinen mit geringerer Lager- 
beansprnchung verbunden ist. Übrigens mag auch bei einer merklich 
festen Welle ein geringer Teil der Kreiselwirkung durch elastische Ver- 

*) A. Stodola, Die Dampfturbinen, ~Sr:. 104. 
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biegung derselben Tennieden werden, so dafs nicht die ganze hMr zu 
berechnende Beanspruchung auf das Lager kommt. 

Die ganze Kreisel Wirkung ist ein Kräftepaar JV-^i dessen beide 
Einzelkräfte auf die beiden Endlager der Turfa inen welle in entgegen- 
gesetzten RiobtuDgen wirken, und zwar in vertikaler oder horizontaler 
Riehtang, je nachdem es sieh um den Vorgang des Steuerns oder 
Stampfens handelt. 

Wir nehmen sogleich ein Zahlenbeispiel*): Die Turbine mache 
250 Umlänfe pro Minute, entsprechend der Winkelgeschwindigkeit 
d ^2-it ■ 250/60. Der mittlere Durchmesser der Laufräder sei 2,86 m. 
Das auf diesen Durchmesser reduzierte Gewicht der rotierenden Teile 
beträgt etwa 18000 kg, die Entfernung der Lager 5,55 m. 

Als Trägheitsmoment erhält man: 

J"= 18000 . 1,43^ kg (Masse) m^ 
^ 1800 - 1,43^ kg (Gewicht) m sec* 
= 3600 kg (Gewicht) m sec* 



iV= J« = 2;i~-3600 

= 2z ■ 15000 kg (Gewicht) m sec. 
Bei einer Geschwindigkeit der Steuer- oder Stampfbewegnng von IC* 
pro sec=TöSec^^ wird also die Kreiselwirkung 
„ -,-- JT 50000 , 

Dieses Moment verteilt sich mit dem Hebelarm 5,65 m auf die beiden 
Lager. Auf jedes Lager kommt also die Belastung 

p_i?5|_3000kg. 

Von der Dauerbelaatung durch das Gewicht der Turbine (gröfaer als 
die Hälfte von 18000 kg) ist dies nur ein kleiner Bruchteil. Unsere 
Berechnung läfst also die Gefahr einer solchen zusätzlichen Lager- 
beanspruehung durch Ereiselwirkungeu nicht gerade als erheblich er- 
scheinen. 

♦) DasBelbe entpricht einer grBrBeren Schiffsturbine , System CurÜB von 
4000 PS des Dampfers „Creole", vgl. Engineering, 1906, pag. 696. 
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6. Der gyroskopische Horizont. 

Die Anfgabe der geographiaehen Ortsbestimmung, nämlicli die 
rag des Hohenwinkela eines Sterns, setzt die Festlegung der 
HorizoEtalebene voraus. Während di^e zu Lande durch Wasserwage 
oder Quecbsilberniveau bestimmt werden kann, bleibt auf dem schwan- 
kenden Schiff zunächst nur die Beobachtung des natürlichen Horizontes 
übrig. Diese aber wird bei Nebel oder stürmischer See unmöglich. 
Es ergiebt sieb also das Problem*), statt des natürlichen einen stets 
beobachtbaren künstlieben Horizont herzustellen. 

Kapitän Fleuriais**) benutzt zu diesem Zweck einen Kreisel 
folgender Bauart; kupferner Ring {175 gr schwer) mit glockenartiger 
Fortsetzung nach unten; die kurze Figurenaxe in einen Zapfen endigend, 
tler auf einer Pfanne ruht; Schwerpunkt ca. 1 mm unter dem Stütz- 
punkt; Antrieb pneumatisch (der elektrische Antrieb war damals noch 
■nicht ausgebildet); Umdrehungszahl pro Sekunde etwa 80 zu Anfang, 
50 zu Ende einer Beobachtung; der Antrieb wirkt nicht kontinuierlich, 
sondern nur vor Beginn der Beobachtung, die Verminderung der 
Umdrehungszahl kommt wesentlich auf den Luftwiderstand, so dafs 
man auch versucht hat, den Apparat im luftTerdÖnnten Raum laufen 
zu lassen. Auf der oberen ebenen Fläche des Kupferringes sind an 
den beiden Enden eines Durchmessers zwei plankonvexe Linsen L, 11 
so angebracht, dal's die eine die plane Fläche der anderen im Be- 
obachtungsfernrohr abbildet. Jede Linse trägt auf ihrer planen Fläche 
einen Strich, welcher senkrecht gegen die Figurenaxe des Sohwung- 
ringes, also bei aufrechter Lage derselben horizontal, verläuft. 
Ist der Kreisel in Rotation, so empfängt der Beobachter am Fern- 
rohr wäbrend jeder Umdrehung zwei Eindrücke, abwechselnd von 
dem Strich der Linse X und U und entworfen von der Linse U 
und i, die bei grofser Umdrehungszahl zu einem Bilde verschmelzen. 
Dieses Bild ist ein horizontaler Strich, wenn die Figurenaxe vertikal 
steht, und stellt direkt die Spur der Horizontalebene dar. In Wirk- 
lichkeit steht die Figurenaxe auf dem schwankenden Schiff nicht 
vertikal, sondern beschreibt langsam unter dem Einflufs der Schwere 
einen Präcessionskegel von vertikaler Axe, bei den Dimensionen 
des Apparats etwa in l'/^ Minuten. Die kuraen Nutationen, die sich 

*) Dahin zielende Versuche sind schon vor anderthalb Jahrhimderten gemacht, 
vgl. Serson, Philosoph. Transactions, London 1753, und The Gentleman's Maga- 
zine 1754. 

**) rieuriais, Bulletin astron. 3, 1886, pag. 679; De Jonquierea Comptes 
Rendus, t. 104, Paris 1887; ßaule, Bevue maritime 18Ö0. 
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der regelmäfBigen Präcession überlagern, kommen für die Beobachtung 
im Fernrohr nicht in Betracht; auch die BesehleunigvmgBdructe wegen 
der Schiffe Schwankungen, die von viel kleinerer Periode sind wie die 
Präeessionsdauer des Kreisels, werden sich znm grofsten Teil von selbst 
heransmitteln. Der Beobachter bekommt also wesentlich denselben Ein- 
druck wie bei einer genauen Präcession, d, h. es erscheint ein horizon- 
taler Strich im Gesichtsfelde, wenn sich die Pigurenaxe gerade in der 
durch die Femrohraxe gelegten Vertikalebene befindet, und zwar ab- 
wechselnd ein horizontaler Strich in der oberen oder unteren Hälfte 
des Gesichtsfeldes bei den aufeinanderfolgenden beiden Durchgängen 
der F^renase durch diese Vertikalebene. Aber auch bei allen 
Zwisehenlagen der Figurenaxe entsteht ein Bild des Striches (bezw, 
bei jeder Umdrehung zwei miteinander verschmelzende Bilder); dieses 
Bild ist jedoch jetzt entsprechend der jeweiligen Stellung der Figuren- 
axe gegen die Horizontale geneigt. Der tTbergang von der oberen zur 
unteren horizontalen Lage des Strichs wird also durch successive ver- 
änderliehe und geneigte Lagen des Strichs bewerl-stelligt Der Be- 
obachter hat nun wesentlich auf die beiden horizontalen Lagen zu 
achten; indem er ihre Mittellinie konstruiert, findet ei die &pur der 
durch den Augenpunkt gehenden Horizontalebene Diese Halbierungs- 
linie ist der gesuchte gyrosh&pische Horizont. 

Bei der wirklichen Beobachtung mittelt man besser nicht zwischen 
zwei, sondern zwischen drei aufeinanderfolgenden horizontalen Lf^en 
des Strichs, weil sich die Figurenaxe wegen der Reibung in der Pfanne 
und wegen des Luftwiderstandes langsam aufrichtet. Zur Bestimmung 
des Höhenwinkeb ist mit dem Fernrohr ein Sextant verbunden. Dessen 
Spiegel sind so einzustellen, dafa sich das Bild des Sterns im Fernrohr 
genau mit der festgestellten Lage des gyroskopischen Horizontes deckt; 
der Höhenwinkel kann dann als doppelter Drehwinkel des einen Spiegels 
direkt abgelesen werden. 

Was man gegen diese sinnreiche Konstruktion einwenden kann, 
seheint allein ihre schwierige Handhabung zu seiiL Ein geübter 
Beobachter erzielt Genauigkeiten von wenigen Minuten; doch gehört 
monafcelange Übung dazu. Wir hatten selbst Gelegenheit, auf der 
Kieler Sternwarte eine Messung mit dem gyroskopisehen Horizont zu 
machen, und können die Schwierigkeit seiner Handhabung für den Un- 
geübten bestätigen. In der französischen Marine wird der Apparat in 
vielen Exemplaren gebraucht; auch soll die russische Flotte beim 
russisch-japanischen Krieg damit ausgerüstet gewesen sein. 
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7. Bemerkmigen zur Aeronantib. 

Naturgemäfs ist auch die Rolle der Kreiselwirkungen bei Luft- 
fahrzeugen in letzter Zeit viel diskutiert worden.*) Wir denken zu- 
näehst au die direkten Wirkungen der Luftsebranbe bei einem Motor- 
flugapparat. Es handelt sieh dabei um die nämlichen Einflüsse wie 
bei dem Turbinen dampf er und, abgesehen von der Richtung, auch bei 
dem Baddampfer oder den Eisenbahnen; nur sind die Wirkungen bei 
den verh'ältnismäTsig leichtgebauten Äeroplanen viel beträchtlicher, weil 
die umlaufenden Massen einen viel gröfeeren Bruchteil der Gesamt- 
masse des Syatems ausmachen wie dort. Ein seitliches Steuern des 
Flugapparats wird danach von einem Aufkippen begleitet sein und ein 
Aufrichten oder Senken der Längsaxe von seitlichen Ablenkungen, 
Diese Erscheinung wird, wie wir hören und wie nicht anders zu er- 
warten ist, thafcsächlich beobachtet. 

Solche Wirkungen werden einerseits als uuerwünaeht angesehen 
werden, da sie die leichte Steuerfähigkeit des Luftschiffes beeinträch- 
tigen (und zwar hier ia ganz anderer Grofsen Ordnung wie beim 
Turbinendampfer, vgl. Nr. 5); andererseits werden sie als ein sehr er- 
wünschter Beitrag zur Stabilität des Plugapparates angesprochen werden 
können. Geht man nämlich der Verkettung dieser auf senkrechte und 
seitliche Ablenkmigen wirkenden Momente wie im § 1 IV nach, so 
überzeugt man sich leicht, dafs auch hier die Richtung der Propelleraxe 
gegen jede Art ausdrehender Momente von dazu senkrechter Drehaxe 
bei hinreichend schneller Rotation beliebig stark stabiliert wird. Ob 
hiernach die günstigen oder ungBnstigen Kreiselwirkungeu der Schraube 
überwiegen, wird je nach der Bauart des Apparates von Fall zu Fall 
zu entscheiden sein. Die Gebrüder Wright seheinen die ungünstigen 
Wirkungen als vorherrschend zu befürchten, indem sie ein Paar von 
entgegengesetzt arbeitenden Schrauben verwenden. 

Andererseits ist auch die Möglichkeit einer besonderen Kreisel- 
stabilierung von Luftfahrzeugen bereits in Angriff genommen. Da die 
Aviafcik ganz wesentlich mit Stabilitats Schwierigkeiten zu kämpfen hat, 
so wird man solchen Kreis elkonsfcruktionen eine wirkliche Bedeutung 
nicht absprechen können. Man wird auch hier, ähnlich wie beim 
Torpedo, ein Prinzip der direkten und der indirekten Stabüiertmg 
Tinterseheiden können. Wir verweisen namentlich auf eine Note von 



•) Vgl. z.B. die Aufsätze vonL. Prandtl; „Einige für die Flugtechnik wichtige 
BeziehuDgen ana der Mechanik" in der ZtBchi. f. Flugtechnik u. Motorlnftsctiffahrt, 
Jahrg. I, Heft 1^7, 1910. 
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Carpentier*), die ein von Regnard erbautes Modell erläutert. Hier 
kommt das indirekte Prinzip in Betracht (vgl. Whitehead -Torpedo, 
§ 3): Der Kreisel betlmtigt, indem er die Schwankungen des Fliegers 
nicht mitmacht, einen elektrischen Kontakt, der zur Auslegung von 
Gegensteuern Aalafs giebt. Ob das direkte Prinzip des fest oder, wie 
bei Schlick, schwingend eingebauten Kreisels schon versuchsweise 
Verwendung gefunden hat, ist uns nicht bekannt. 

C. Ballistik. 

Unter allen Fragen der irdischen Mechanik ist das Problem der 
Ballistik vielleicht am frühesten**) den Methoden .der dynamischen Be- 
handlung unterzogen worden. Schon d'Alembert und Euler haben 
sieh an der baUietischen Kurve versucht. Das ballistische Rotations- 
problem wurde z. B, von Poisson theoretisch und von Magnus ex- 
perimentell angegriffen. Auch heutzutage denken wir bei dem „frei 
beweglichen starren Körper der Dynamik" unwillkürlich in erster Linie 
an das in der Luft schwebende Geschofa, in dessen Massenmittelpunkte 
die Schwere angreift. Wie weit wir uns dabei von der Wirklichkeit, 
entfernen, wenn wir nicht zugleich den Luftwiderstand berücksichtigen^ 
wurde gelegentlich pag. 533 veranschaulicht. Die Frage nun, wie diese- 
für die äufsere Ballistik mafsgebende Gröfse theoretisch zu fassen wäre,, 
liegt nicht eigentlich im Gebiete der Dynamik des starren Körpers, 
sondern iu demjenigen der Hydrodynamik der kompressiblen Flüssig- 
keit, oder richtiger in einer eigenartigen Verkoppelung beider Gebiete. 
Dies wollen wir zunächst in Nr. 8 ausführen. Da indessen wohl noch, 
für lange Zeit an eine eigentliche Lösung dieses idealen ballistischen 
Problems wegen seiner auCserordentliehen mathematischen Schwierig- 
keiten kaum gedacht werden kann, ist man auf eine schätzungsweise: 
und empirische Betrachtung der verschiedenen Einflüsse des umgebenden. 
Luftmittels angewiesen. Wie sie mit der Dynamik des starren Körpers, 
zu kombinieren sind, wird ia Hr. 9 angedeutet unter besonderer Hervor- 
hebung der mutmafsliehen Rolle der Kreiselwirkungen. 

Kach dem Gesagten ist klar, dafs die Schwierigkeit des ballistischen 
Problems nicht auf Seiten der Dynamik, sondern der Hydrodynamik 
liegt. Man darf vieUeieht hoffen, dafs die Luftschiffahrt, die im Be~ 
griffe ist, die hydrodynamischen Fragen neu zu beleben, auch der- 
Ballistik zu gute kommen wird. 

') Comptea Eendus, t. 150, pag. 829, März 1910. 

**) Reichliche Litteratniiia«hweiB6 bei C. Cxanz, Encjkl. d. math. Wiaa. Bd. IV,. 
Art. 18, oder Lehthuch der Ballistik, Leipzig 1910, Teil 1, äufsere Ballistik. 
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8, Das dynamisch-hydrodjnaniiscbe Frolileni. 

Es ist selbatverständlieh, dafs der Körper in MüBsigkeit atrenge 
niclit sechs, sondern unendlich viele Freiheits grade hat. 
Die exakte Bestimmung seiner Bewegung (seiner sechs Koordinaten) 
ist nur im Zusammenhange mit derjenigen der Elässigkeitsteilchen 
(ihrer unendlicli vielen Lagen parameter) möglich. Auch die beiden 
Teile der Bewegung, Translation des Schwerpunktes und Rotation um 
den Schwerpunkt, die bei Abwesenheit des äufseren Mittels (d. h. bei 
Vernachlässigung seiner Tr^heit etc.) voneinander unabhängig be- 
bandelt werden können, sind dnreb die gleichzeitige Bewegung der 
umgebenden Flüssigkeit untrennbar miteinander verbunden. 

Die genaueren formelmäfsigen Zusammenhänge zwischen Flflssig- 
teits- und Körperbewegung sind dem Mathematiker wohlbekannt für 
den Fall, dafs die umgebende Flüssigkeit als inkompreasibel und 
reibungslos und ihre Bewegung als wirbellos gedacht wird. Da« in- 
kompressible Mittel ist sozusagen zwangläufig mit dem bewegten Körper 
verbunden; da dasselbe alle Störungen mit unendlich grofser Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit weitergiebt, macht sich der augenblickliche 
BewegungsBustand des Körpers momentan in der ganzen unendlichen 
Flüssigkeit geltend, ihre Bewegung hängt nur von den Augenblicks- 
werten der Körpergeschwindigkeit ab und zeigt keine Rückerinnerung 
an die früheren Zustände. In diesem Falle bann also insbesondere die 
lebendige Kraft des ganzen Systems Körper und Flüssigkeit als Funktion 
der av^enblicklichen Werte der sechs Geschwindigkeitskoordinaten des 
Körpers dargestellt werden, sodaCs nach den Lagrange'schen Methoden 
die Bewegungsgi ei chungen des Systems in Form von sechs gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gewonnen werden können. 
Die Hydrodynamik spielt hier nur in die Bestimmung der lebendigen 
Kraft des Systems hinein, die sich jetzt z. B. nicht mehr aus der blofsen 
Superposition eines Translations- und eines Rotation sb es tandfceils zu- 
sammensetzen läfst; AufeteUnng nnd Charakter der Differentialgleichungen 
dagegen entsprechen der gewöhnliehen Dynamik. 

In Wirklichkeit hat natürlich auch Wasser, der Typus der in- 
kompressibeln Flüssigkeit, seine endliche SchaUgeschwiiidigkeit, ist also 
kompressibeL Man kann aber auch jede gasförmige Flüssigkeit als 
inkompressibe! behandeln, solange die gröfsten vorkommenden Ge- 
schwindigkeiten klein gegen ihre Schaliges eh windigkeit sind. Dann 
wird ja der Binflufs früherer Bewegungszuatände viel schneller fort- 
gepflanzt und ins Unendliche dissipiert, als neue Störungen ans dem 
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Wechsel des Bewegungszustandes entstehen. Also hängt alles merk- 
lich TOD dem augenblicklichen Bewegungszustande ab, wie bei ideal- 
inkompressiblem Verhalten. 

Leider ist nun dieses Kriterium eines qnasi-inkompressibeln Ver- 
haltens hei der Ballistik gar nicht erfüRt — während sich die Luft- 
schiffahrtstheorie durchweg die vereintachende Annahme der Inkom- 
preasibilität gestatten darf. Die Anfangsgeschwindigkeit beträgt bei 
den Artillerie- und Infanteriegeschossen 465 bezw. 885 m/see, ist also 
„Überschallgeschwindigkeit'*; bei den Weitschüssen der Artillerie geht 
sie im Verlaufe des Schusses durch den kritischen Wert hindurch und 
endigt z. B. bei der Schufsweite von 4000 m mit 257 m/sec als „Unter- 
schaUgeschwindigkeit"; auch die Geschwindigkeit des Infanteriegeschosses 
sinkt bei 2000 m Schufsweite auf 166 m/see herab. Dafs aber das 
Strömungsfeld bei Über- und Unterschallgeschwindigkeit grundsätzlich 
verschieden ist, ist bekannt: Bei Überschallgeschwindigkeit Hfst das 
Geschofs die an seinen früheren Lagen erzeugten Wirkungen (Kom- 
pressions- und Dilatations wellen) hinter sich zurück, bei Unterschall- 
geschwindigkeit wird es von ihnen allseitig wie von einer Atmosphäre 
umgeben. Wer jemals die schönen Photographien dieser Verhältnisse 
bei E. und L. Mach gesehen hat, wird an der Möglichkeit zweifeln, 
die Mannigfaltigkeit des Strömungsfeldes durch ein einheitliches Luft- 
wider standsgesetz oder auch nur in den verschiedenen Geschwindigkeits- 
bereichen durch eine Reihe verschiedener Gesetze darzusteHeu, die nur 
von der augenblicklichen Schwerpunktsgeschwindigkeit und der augen- 
blicklichen Lage des Geschosses gegen diese abhingen. Die einzig 
adäquate Behandlung des Problems wird vielmehr in der gleichzeitigen 
Untersuchung der Luft- und Körperbewegung mittels der hydrodynami- 
schen partiellen und der dyuaniiaehen totalen Differentialgleichungen 
bestehen, einer Behandlung, die neben dem Bewegungsverlauf auch die 
exakten Luftwideretandsgesetze liefern würde. 

Natürlich ist das Problem in dieser Allgemeinheit völlig unlösbar. 
Man wird es unterteilen müssen. Ein rein hydrodynamisches Problem 
erhält man, wenn man sich die Bewegung des Geschosses vorgegeben 
denktj z. B. als gleichförmig geradlinig in Hichtung der Geschofsaxe, 
und nach dem zugehörigen Strömungsfelde der Luft fragt. Man könnte 
dann die Enei^everluste in diesem Strömungsfelde finden oder, etwas 
vollständiger, die Drucke, die das Strömungsfeld auf den Mantel des 
Geschosses überträgt. Bei der freien Bewegung des Geschosses würden 
diese Drucke zusammen mit der Schwere die vorausgesetzte Gleich- 
förmigkeit und Geradlinigkeit der Gesehofsbahn successive abändern. 
Auch hierin liegt schon eine Näherung insofern, als ja umgekehrt auch 
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die veränderliche Geschwindigkeit imd Stellung des Gfescliossea das 
StrÖranngsfeld und seine Druckwirkung beeinflussen. 

Bleiben wir aber bei dem genannten einfachsten bydro dynamischen 
Problem. Die Energieverluste in der mitbewegten Luft lassen sich 
schematisch ia zwei Teile sondern, ia einen Teil, welcher in der 
Energiezerstreuung durch Wellen, und einen zweiten Teil, welcher in 
der Energiever Wandlung durch Reibung oder in Wirbeln auf der Erück- 
Seite des Geschosses seinen Ursprung hat. TTm den Charakter des 
ersten Teils zu finden, wird man von den Differentialgleichungen der 
reibuDgsfreien aber kompressibeln Flüssigkeit ausgehen; um den zweiten 
Teü zu bestimmen, wird es ausreichen, die Differentialgleichungen der 
reibenden oder wirbelnden aber inkompressibeln Flüssigkeit zu Grunde 
zu legen. Der erste Teil giebt den „Well^twiderstand" der Luft; sein 
Vorhandensein wird durch die Mach'schen Photographien veranschau- 
licht. Der zweite Teil heifse kurz der „Eeibungswiderstand" der Luft. 
Nach dem eben Gesagten wäre er in zwei Bestandteile weiter an unter- 
scheiden, den eigentlichen Beibunge widerst and (Ob er flächen widerstand 
oder Hantreibnng) und den Wirbelwiderstand {Formwidersfcand in der 
Bezeichnung von L. Prandtl).*) Auch bei dem analogen Problem des 
Sehiffswider Standes werden diese Teile unterschieden. 

Bezüglich des Reihtftgswidersicmdes nimmt man seit Newton an, 
dafs er dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei, ohne dafs 
es bisher gelungen wäre, den Beweis hierfür auf hydrodynamischer 
Grundlage zu führen. Die Schwierigkeit Hegt in dem quadratischen 
Charakter der hydrodynamischen Differentialgleichungen, in der dadurch 
bedingten Instabilität der einfachsten Bewegungsformen und ihrem Um- 
schlagen in kompliziertere „turbulente" Bewegungen. Auch dieses Pro- 
blem siebt im Falle der Geschofsbewegung ziemlich hoffnungslos aus, 
solange es nicht in dem viel einfacheren Falle der Strömung in 
Rohren etc. gelungen ist, auni hydrodynamischen Verständnis der 
Turbulenz vorzudringen. 

Einfacher dürfte das Problem des WeUenwiderstandes liegen. Um 
zu seiner Inangriffnahme zu ermutigen, führen wir einiges über einen 
ähnlichen elektrischen Fall an. Wenn man eine elektrische Ladung mit 
konstanter Überlichtgeschwindigkeit bewegt, so läfst sich das entstehende 
elektromagnetische Feld (wenigstens nach der älteren Theorie des sog, 
ruhenden Äthers) bestimmen und zeigt dieselben Erscheinungen wie 
diejenigen des „Mach'schen Phänomens" der Hydrodynamik. Die elek- 
trische Ladung, kürzer gesagt, das „Elektron", läfst seine Wirkungen 

*) Zeitschr. fBt Flugtectnik nnd Motorluftschiffahrt, Jahrg. 1, pag. 63. 
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iinter sich in einem Kegel, dessea Öffnung mit dem Geschwindigkeits- 
verhältnis vje (c = Liehtgescliwindigkeit, « > c Gesch windigkeit des 
Elektrons) abnimmt. Indem sich diese Wirkungen solchergestalt ins 
Unendliche zerstreuen, findet ein fortgesetzter Energieverlust durch 
Strahlung statt; es wirkt also auf das Elektron ein Widerstand ent- 
gegen der Richtung seiner Bewegung. Nimmt man das Elektron als 
kugelförmig an, so wird der Widerstand *) 

der Proportionalitätsfaktor A hängt dabei von der Ladung des Elektrons 
und der Gröfse der Kugel in einfacher Weise ab. Der Widerstand wird 
also Null für u = c und nähert sich für -y = cxi einer festen Grenze. 
Auch für Unterlichtgeschwindigkeit läTst sich das Feld bestimmen und 
liefert hier bekanntermafsen für jeden beliebigen Wert «<c den Wider- 
stand NuU. 

Wir haben Grund zu der Annahme, dafs ein ähnlich einfaches 
Gesetz für den Wellenwiderstand auch bei dem entsprechenden hydro- 
dynamischen Problem der Ballistik gelten wird, trotzdem die Verhält- 
nisse hier viel komplizierter liegen wie in der Elektrodynamik. Ein- 
mal kommt hier die komplizierte, nicht kugelförmige Gestalt des 
ä in Betracht; sodann ist die an der Oberßäehe des Geschosses 
tedingung des Nichteindringens der Luft, wonach die Strömungs- 
linien an der Oberfläche parallel mit dieser verlaufen müssen, viel 
schwieriger, wie die entsprechende Bedingung in der Elektrodynamik, 
in der die Divergenz der elektrischen Kraftlinien direkt durch die Gröfse 
der Ladungsdichte bestimmt wird (das hydrodynamische Problem ist 
eine „Randwertaufgabe", das elektrodynamische nur eine „Summations- 
aufgabe"). Der Hauptuntersehied aber liegt in dem viel komplizierteren, 
nicht linearen Charakter der hydrodynamischen Difierentialgleichungen 
gegenüber dem rein linearen Charakter der elektrischen Eeldgleichungen; 
dieser Unterschied bringt es z. B. mit sich, daXs sich die elektrischen 
Wirkungen stets und genau mit der Lichtgeschwindigkeit c fortpflanzen, 
während in der Hydrodynamik die Schallgeschwindigkeit, die wir eben- 
falls mit c bezeichnen woUen, nur eine untere Grenze der Fortpflanzung 
für unendlich kleine Störungen darstellt, während die wirkliche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit mit der Amplitude der Störungen wächst. 
Hiermit hängt es auch zusammen, dafs im elektrodynamischen Falle 

*) A. Sommerfeld, Göttinger Naohi. 1904, pag. 401, und Amsterdamer 
Akademie, ProceedingB, 1304, pag. a66. Vgl. auch M, Abraham, Theorie der 
Elektrizität U, § 27. 
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die Front des Elektrons völlig feldfrei ist, während sieh im hydro- 
djnamisolien FaRe eine Verdichtungswelle TOr den Kopf des Geschosses 
It^ert und yod hier aus nach hinten umbiegend den Mantel des Mach- 
sehen Kegels bildet. Dieses Luftpolster wird also mit gröfaerer Ge- 
sch windigkeit als c vorwärts getragen^ die Schallgeschwindigkeit c ist 
also für seine Fortpflanzung ersichtlich nicht mehr mafsgebend. 

Unsere Annahme, dafs trotzdem das elektrodynamische Gesefe; des 
WeUenwiderBtandes im Grofaen und Ganzen auch für den hydrodyna- 
mischen Fall gelten möge, wird gestützt einmal durch die Erwägung, 
dalä der geometrische Charakter des Feldes beidemal durch das Mach- 
sche Phänomen wesentlich in der gleichen Weise bestimmt wird, so- 
dann durch den experimentellen Befund der Schiefs versuche. Derselbe 
wird durch eine Kurve dargestellt, die wir dem zitierten Encyklopadie- 
Artikel von Cranz entnehmen. 

Nach der Abscisse der Fig. 143 wird das Geschwindigkeitsverhältnis 
x = vjc aufgetragen, nach der Ordinate das Verhältnis des Geaamtwider- 
standes, wie er aus den Schufs- 
tafeln entnommen wird, zu dem "^ 
Reib ungs wider stände der Luft, 
</ = ( W-\- -S)/-R, wobei wir den y-^ 
Gesamtwiderstand in Welten- 
widerstand W und üeibungs- 
widerstand R zerlegt 
letzterer werde in der fibhchen 
Form des Newton'schen Bei- 
bungBgesetzes J(=a«'' proper- j,. ^^^ 

tional mit D^ ai^esetzt. Die aus- 
gezogene Kurve steht eine empirische Interpolatione forme] von Siacci 
dar, welche sich dem zahlreichen Beobachtungmaterial sehr gut an- 
schliefet. Die Kurve läfst folgendes erkennen: Für kleine v ist y kon- 
stant gleich 1, in der Nähe von v = c findet ein ziemlich plötzlicher 
Anstieg statt, darauf folgt ein Maximum und weiterhin ein allmählicher 
Abstieg. Wir würden dies Verhalten folgendermafsen theoretisch deuten: 
Für 1! < c ist der WeUenwiderafand W" zunächst Null und daher ^ = 1 ; 
in der Nähe von v^ c (und schon etwas vorher) setzt der Wehen- 
widerstand in zunehmendem Mafse ein; derselbe wächst aber mit u.in 
geringerem Mafse wie der Eeibungawiderstand F>,\ das Verhältnis WjB. 
nimmt daher ebenso wie y mit wachsendem v wieder ab. 

In der punktierten Km-ve haben wir denjenigen Wert von y auf- 
getragen, der sich durch direkte Übertragung des obigen elektro- 
dynamischen Gesetzes für den Welleuwiderstand ergeben würde. Der 
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hierbei natürlich unbestimmt bleibende Proportionalitätsfaktor Ä der 
obigen Formel ist so gewählt, dafs das Maximum unseres elektro- 
dynamischen Gesetzes gleiche Höhe mit dem Maximum des empirischen 
Gesetzes hat. Wir zeichnen also: 

für v<ei W^O, j,=.|- = l, 

für v>c: W^a{1-'^), R^av', »/ = 1 + C J(l - J), 

wobei C = Ä/ac" in der genannten Weise aus den Beobachtungen ent- 
nommen wurde. Es ist kaum zu verkennen, dafs wir durch diese sehr 
einfachen Gesichtspunkte einen allgemeinen Anschlufs an den Charakter 
der empirischen Eurve erreichen, der schwerlich zufälliger Natur 
sein kann.*) 

Für praktische Zwecke ist natürlich mit unserer idealisierten Form 
der Luftwideratandskurve nichts gewonnen; ihre Mitteilung sollte ledig- 
lich bezwecken, zu einer genaueren Untersuchung des Wellenwider- 
standes im obigen Sinne zu ermutigen und unsere These von der 
wesentlich hydrodynamischen Natur des ballistischen Problems in etwas 



9. Die allgemeiiiGn ErfabrnagsthatsaeLen der Ballistik und die Bolle 
der Kreisel Wirkungen. 

Wir stellen zunächst einige wenige Thatsachen der Ballistik zu- 
sammen, die als gesichert gelten können, und betrachten sie teile vom 
Standpunkte unserer hydrodynamischen Auffassung, teils von dem- 
jenigen der Kreiseltheorie. Solche Thatsachen sind: das Auftreten eines 
Luftwiderstand smomentes, der Sinn desselben, welcher einer Lage des 
Angriffspunktes vor dem Geschofe- Schwerpunkt entspricht, die Stabilität 
des rotierenden Lauggesehosses, die Rechtsabweichung bei BechtsdralL 

Der Luftwiderstand und das Luftwid erstand smoment. 
Dafs ein bewegter Körper von dem umgebenden Mittel einen Wider- 



*) Nftcli einer freundliclien Mitteilnng von Herrn Prandtl kann man für 
sehr grofsB Geschwindigkeiten daa Hewtoa'eche Beibungsgeseta strenge begrönden. 
Der theoretische Wert des Proportioiialitätsfaktors a ergiebt sich dabei gröfser 
als der empirische Wert «„ für kleine Geschwindigkeiten. Trägt man also in der 
Pignr als Ordinate auf: Gea amtwiderstand geteilt durch Reibnnga widerstand fiir 
kleine Gesobwindigkeiten , d. h. y =^(W-\~ S)/a„v^ unter Beibehaltung unserea 
elektrodynamischen Wertes für 1^, so wäre für grofse Geschwindigkeiten wegen 
B=^av*'~>a„v' das rechte Ende unserer punktierten Kurve um de» Betrag {« — Oo)/'*» 
höher zu legen. Der Anschlufs an die ausgesogene Kurve der Figur würde da- 
durch uoch verbessert werden. 
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stand erfährt, ist uns geläufig, Dafs unter Umständen (in der Nähe 
der Schallgeschwindigkeit) neben dem Reibungswiderstand der WeUen- 
■widerstaud einen überwiegenden Teil des Gesamtwid erstände a ausmacht, 
ist weniger bekannt, aber durch das Vorangehende deutlich. Wenn 
der Körper symmetrisch gegen die Bewegungsrichtung geformt ist, ist 
der Gesamtwiderstand natürlich der Bewegung genau entgegengerichtet: 
das Moment des Luftwiderstandes um den Schwerpunkt verschwindet. 
Wegen des Hinzutretens der Schwere wird aber dieser Zustand voll- 
kommener Symmetrie, der im Momente des Abfeuems nahezu besteht, 
in jedem Augenblicke -abgeändert, da die Bahntangente nach unten 
gedreht wird. Ein Moment des Luftwiderstandes würde jetzt nur dann 
nicht auftreten, wenn der Luftwiderstand einer Einzelkraft gleichgeselat 
werden konnte, die im Schwerpunkte angriffe. Nach unserer hydro- 
dynamischen Auffassung ist dies natürlich höchst unwahrscheinlich; 
die Kompliziertheit des Strömongsbildes in der Nabe des schnell be- 
wegten Geschosse bringt eine höchst verwickelte Verteilung der auf 
seinen Mantel wirkenden Drucke mit sich. Z. B. hat Mach bei Ver- 
suchen gefunden, daJs in der Nähe der Geschof aspitze auf eine Strecke 
von 13 mm ein DruekgefäUe von über einer Atmosphäre kam. Die 
Gesamtheit solcher Druckwirkungen bestimmt aber erst physikalisch 
diejenige Gröfse, die wir mit dem schematisehen Begriffe des Luft- 
widerstandes widerzugeben wünschen. Dafs sie einer Einzelkraft von 
spezieller Lage (durch den Schwerpunkt) äquivalent wäre, können wir 
nicht erwarten. Schon in dem viel einfacheren Falle des Körpers in 
der idealen inkompressibeln und reibungslosen Flüssigkeit, der sich 
allein voUsländig hydrodynamisch behandeln lafst, treten im Allgemeinen 
Momente auf. Wenn wir nämlich oben sagten, dafs in diesem Falle 
der Translations- und ßotationsteil der Bewegung miteinander verkoppelt 
sind, so meint dies nichts anderes, als dafs die in Bewegui^ versetzte 
umgebende Flüssigkeit die Rotation des Körpera durch Druckmomente 
beeinflufst, sowie umgekehrt durch die Rotation Drucke hervorgerufen 
werden, die die fortschreitende Bewegung wie eine Einzelkraft beein- 
flussen. Im Falle der Ballistik ist die Koppelung beider Bestandteile 
natürlich nicht minder innig. Die Fiktion eines empirisch bekannten 
Luftwiderstandes soll dazu dienen, beide Bestandteile für sich betrachten 
zu können. Jedenfalls aber müssen wir dann ihrer Koppelung dadurch 
Rechnung tragen, dafa wir dem Luftwiderstände ein Moment um den 
Schwerpunkt geben. 

Der Sinn des Luftwiderstandsmomentes. Angriffspunkt 
der Luftwiderstandsreaultanten vor dem Schwerpunkt. Der 
Sinn des Luftwiderstandsmomentes bestimmt sich unmittelbar durch 
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die bekannte Erfahrung, dafs ohne das Mittel der künstlichen Stabilie- 
nmg durch den Drall das Geschofs sieh überBchlagen und eich senk- 
recht gegen die Bahn stellen würde, derart, dafs die Geschofsspitze sich 
aufrichtet, wenn sie oberhalb der Flugtangente liegt und sich nach 
unten neigen würde, wenn sie sich unter der Bahntangente befindet. 
Die fiktive Einzelkraft, die den Luftwiderstand ersetzen soll und die 
der Bewegungsrichtung annähernd eatgegengeriehtet ist, bat also ihren 
Angriffspunkt am vorderen Teil des Geschosses (vom Schützen aus 
gesehen hinter dem Schwerpunkt). 

Durch allgemeine Erfahrungen bei langsam bewegten Flehen, die 
schief gegen ihre Bewegungsrichtung gestellt sind, ist uns diese That- 
sache wohlbekannt. Sie bildet übrigens die Grundlage für die Theorie 
der Aviatik. Bei langsamen Bewegungen (klein gegen c), für die man 
die Luft als inkompressibel voraussetzen darf, kann man sich auch 
theoretisch davon Rechenschaft geben. Die auf Grund der idealen 
Hydrodynamik berechneten Strömungshnien um eine schief bewegte 
Platte verlaufen so, dafs sie für die Vorderseite der Platte einen Druck- 
punkt auf der nach vom geneigten Plattenhälfte ergeben, der um so 
excentriseher liegt, je gröfser der Winkel zwischen Bewegungsrichtung 
und Plattennormale ist. Aus der vorangestellten ballistischen Thatsaehe 
dürfen wir schliefsen, dafs dasselbe Gesetz auch für grofse Geschwindig- 
keiten bestehen bleibt, trotz der alsdann zweifellos wesentlich abge- 
änderten Verteilung von Strömung und Druck. 

Auch von einem ganz anderen Standpunkte aus hat man die in 
Rede stehende Thatsaehe zu verstehen gesucht. Sieht man von dem 
WeUeuwid erstände ganz ab und denkt sich den Reibungs widerstand 
durch die Newton'sche Formel av^ bestimmt, wobei für jedes Ober- 
flächenelement als wirksame Geschwindigkeit die Normalkomponente 
der Translationsgeschwindigkeit in Rechnung gesetzt werden möge, so 
hat man über die Oberfläche verteilt ein System von Einzelkräften. 
Setzt man diese nach den Regeln der Statik zusammen, so ergiebt sich 
eine Resultierende, deren Angriffspimkt vor dem Schwerpunkt liegt. 
Dabei berücksichtigt man allerdings nur die Drucke auf der Vorder- 
seite des Geschosses, d. h. auf den vom Luftstrom getroffenen Ober- 
flächenteilen, und vernachlässigt, was eine gewisse Willkür ist, die auf 
der Rückseite gleichzeitig vorhandenen Saugwirkungen, deren Moment 
im entgegengesetzten Sinne wirken würde. Wir brauchen nach allem, 
was vorhergeht, kaum zu sagen, dafs wir diese Betrachtung ebenso wie 
die auf die Annahme der inkompressiblen Flüssigkeit basierte als einen 
vollgültigen Beweis der fraglichen ballistischen Thatsaehe nicht ansehen 
können. 
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Die Stabilierung des Geschosses durch Rotation. Eine 
der bekanntesteii Thatsachen der Ballistik ist die, dafs das Langgeechofa 
gegen Übersclilagen durch eine rasche Rotation um seine Figurenaxe 
stabiliert werden kann. Die im gezogenen Lauf erzeugte Drehgeschwindig- 
keit ist der Abgangsgeschwindigkeit des Geschosses proportional und 
beträgt bei den Artilleriege schössen über 100 Umdrehungen in der 
Sekunde, bei den Infanten egeachossen sogar über 3000. Das dergestalt 
üi einen Kreisel verwandelte Langgesehofs (wü' denken weiterhin an 
dasjenige der Artillerie) folgt natürlich nicht mehr dem Momente des 
Luftwiderstandes, sondern weicht senkrecht dagegen aus. Während bei 
dem nicht rotierenden Gesehofs das äufsere Moment eine Drehung um 
die Querachse durch den Schwerpunkt hervorbringen würde, bewirkt 
«8 bei dem schnell rotierenden Gesehofs lediglieh eine kleine Ver- 
If^erung des Drehimpulaes. 

Die deutschen Geschütze haben Rechtsdrall, d. h. jeder Punkt 
bewegt sich in einer Rechtsschraube. Von vom gesehen findet also 
die Drehung entgegen dem Uhrzeigersinne statt. WoUen wir den 
Drehimpuls in der Figurenaxe nach vom auftragen, was sich der An- 
schaulichkeit wegen empfiehlt, so müssen wir von unserer aUgemeinen 
Regel Über den positiven Rotationssinn abgehen und als positive 
Drehung diejenige entgegen dem Uhrzeigersinne ansehen. 

Kehmen wir zunächst etwa an, dafs sieh die Flugbahntangente 
momentan gegen die GeschoJäaxe gesenkt habe. Dann wirkt das 
Moment des Luftwiderefcandes als aufrichtendes Moment, also von 
der rechten Seite des Geschosses gesehen, im positiven Sinne; sein 
{mit dem betrachteten unendlich kleinen Zeitintervail multiplizierter) 
Momentenpfeil ist also an den Eigenimpuls des Geschosses (es handelt 
sich natürlich nur um den ßotationsbestandteil des Impulses, das 
„ Impuls moment") nach rechts hin anzutragen, so dafs letzterer nach 
rechts hin abgelenkt wii-d. Liegt dagegen momentan etwa die Geschofs- 
ase unter der Flugbahn tan gen te, so wird entsprechend der Eigenimpuls 
nach links verlagert. Allgemein, können wir sagen, wandert der Impuls- 
endpunkt wegen der Wirkung des Luftwiderstandsmoraentes um die 
Flugbahntangente in demselben Sinne, wie die Eigendrehung des Ge- 
schosses erfolgt. 

Weiterhin übertragen wir die Hauptresultate unserer Theorie der 
pseudoregulären Präcession auf den jetzigen Fall. Wir wissen, dafs 
bei rascher Rotation die Figurenaxe immer in der Nähe der veränder- 
lichen Impulsaxe bleibt und dafs die Impulsaxe-hei Vernachlässigung 
der unmerklichen Nutationen sich durchschnittlich auf einem Kegel um 
die Vertikale mit konstanter mittlerer Präeessionsgeschwindigkeit JP/N 
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(vgL pag. 303, Gl. (11)) bewegt. Der Kegel bleibt dauernd sehr eng, 
wenn zu Anfang die Figurenaxe in der Nähe der Vertikalen lag. Der 
Vertikalen, d. t. der Schwererichtang, entspricht hier die Rif-htung der 
fingierten Luftwiderstand eresu liierenden, auf der die Axe des Luft- 
wider staudamomentes senkrecht steht. Also wird auch im Falle der 
Ballistik die Pigurenaxe des Q-esehosaes die Luftwideretandsresultierende, 
die ihrei^eits immer nahezu in die Flugbahntangente fäUt, umkreisen, 
und zwar in dem Sinne, in dem das Luft Widerstandsmoment den Impuls 
verlagert, d. h. im Sinne der Gfeschofsrotation, und es werden sich die 
soeben besprochenen Moraentaobewegungen der Impulsase zu einer Prä* 
cession oder, wie man in der BaRistik sagt, zu einer konischen Peudelung 
zusammensetzen. Der OfFnungswinkel der konischen Pendelung bleibt 
dauernd sehr klein, da im Momente des Abschiefsens die Figurenaxe 
mit der Flugbahntangente (bis auf einen kleinen „Abgangsfehlerwinkel*^ 
zusammenfiel. 

Natürlich ist unsere Übertragung der einfachen Kreiselresultate 
auf die komplizierten Verhältnisse der Ballistik nicht ohne Bedenken. 
Das Moment der Schwerewirkung war Psin#, wo 9- den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Vertikaler bedeutete. Bezeichnen wir jetzt 
mit & entsprechend den Winkel zwischen Geschofsaxe und Luft- 
widerstand, so wird man den Ansatz für das Luftwiderstandsmoment 
etwa in der Form P sin ö' cos & schreiben" können. Letzteres ver- 
schwindet nämlich nicht nur für 'S- = aus Symmetriegründen, sondern 
auch für & = n/2, weil die L^e des Geschosses senkrecht gegen die 
Flugbahn die ohne Rotation stabile Gleichgewichtslage wäre, in der 
der Luftwiderstand ein verschwindendes Moment giebt. Der Faktor P 
hängt dabei in unbekannter Weise von der Geschwindigkeit der Trans- 
lation und wohl auch von derjenigen der Rotation ab. Der analytische 
Ausdruck des Luft Widerstandsmomentes ist also ein anderer wie der 
des Schweremomentes in der gewöhnlichen Kreiseltheorie, so dafs auch 
die dynamischen Wirkungen in beiden Fällen nicht genau die gleichen 
sind, wobei man bemerken kann, daXs bei dauernd kleinem ■& der 
hinzutretende Faktor cos 9- von keiner wesentlichen Bedeutung sein 
wird. Wichtiger aber ist, dafs die Flugbahntangente, die ja an- 
nähernd die Richtung der Luftwiderstandsresultanten angiebt, nicht wie 
die Vertikale raumfest ist, sondern durch die Schwere nach unten 
gedreht wird. Bei der vorstehenden Übertragung nahmen wir aber an, 
dafs die Figurenaxe des Geschosses gerade so um die veränderliche 
Luftwiderstandsrichtung mit kleiner Kegelöffiiung herumkreist, wie die 
Figurenaxe des Kreisels um die feste Vertikale bei ursprünglich vor- 
handener ani^hernder Koincidenz. Dabei ist die Veränderlichkeit der 
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Flugbahntangente keineswegs gering; sie kann bei einem Steilschufs 
90" und mehr betragen. Die theoretisebe Reebtfertigimg unserer Über- 
tragung milTste nachweisen, dafs die Plugbahutangente als langsam ver- 
änderlich verglichen mit den Geschofspendelongen aazuBehen iat, so dafs 
die Pigurenaxe in wiederholten Umkreisungen Zeit findet, sich der 
successive veränderten Lage der Bahntangente anzupassen. Indesaen 
wollen wir hier auf jede theoretische Begründung verzichten imd »ins 
einfach auf die zweifellose, von Fachkreisen bestätigte Erfahruugs- 
thatsache berufen, dafs das Geschofs im Allgemeinen (d. h. bei nicht 
zu steilem Abgangswinkel und bei normal konstruiertem Geschütz- 
und Geschofssystem) mit seiner Spitze aufschlägt (andernfalls wörde 
ja die Zündung versagen'.), dafs sich also die Geschofsase thatsachlich 
dauernd in der Nähe der Flugbahntangente oder der Luftwiderstands- 
resultanten hält. Diese Thatsache wird offenbar nur durch die konische 
Pendelung, d. h. durch das Auftreten von energischen Kreiselwirliimgen 
ermöglicht. 

Die Rechtsabweichung der Geschosse. Hierüber liegen 
Erfahrungathatsachen vor. Während bei den Infanterie- 
en die Seitenabweichung klein ist, zeigt sich bei den ÄrtiUerie- 
)seen mit Rechtsdrall eine beträchthche und mit zunehmender 
Schufsweite zunehmende Rechtsabweichung, nämlich 

bei einer Schufsweite von 500, 1000, 2000, 3000 m 
eine Rechts ab weichnng von 0,25, 1,1, 4,4, 11;5 m. 
Übrigens wird bei den modernen Geschützen die Rechtsabweichung 
durch die Visierstellung von selbst mitkorrigiert. 

Dafs wir in diesem Phänomen eine Folge der konischen Pendelung, 
also mittelbar eine Folge der Kreis elwirkun gen zu sehen haben, ist 
sehr wahrscheinlich. Auch ist es bekannt, dafs bei Linksdrall die 
Rechtsabweichung in eine Linksabweichung fibergeht (die italienische 
Artillerie hat Linkadrall). Eine genaue quantitative Theorie der Rechts- 
abweichung scheitert an unserer Unkenntnis des Luftwiderstandsgeaetzea 
und wäre nur auf hydrodynamischer Grundlage zu erbringen. Auch bei 
Annahme eines empirischen und sicher unvollständigen Luftwiderstauds- 
gesetzes (Einzelkraft von geeignet gewähltem Angriffspunkt) wird die 
Berechnung sehr umständlich und nur durch schrittweise Näherung 
möglich, wegen der Verkettung des Translations- und Rotationsbestand- 
teils, Wir begnügen uns daher mit einem qualitativen Überschlag. 
Dabei gehen wir von der vorher begründeten Voi-ateUung aus, dafs die 
Geschofsase dauernd um die augenblickliche Lage der Luftwiderstanda- 
resultanten mit duj-chBchnittlich konstanter Winkelgeschwindigkeit im 
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Sinne der Eigenrotation hemmkreist. Von der Flugbahntaagente und 
der ihr annähernd folgenden Luftwiderstandsresultanten nehmen wir an, 
dafa sie sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit senkt, was für ein 
nicht zu langes ZeitintervaQ und unter vorläufiger Vernachlässigung 
der Seitenabweichung zuKseig sein wird. Denken wir uns nun eine 
Zeichenebene senkrecht gegen die Luftwideratandaresultante in irgend 
einem Augenblicke gestellt, so besehreibt der Durchstofsungspunkt des 
Luftwiderstandes mit dieser Ebene eine nach unten gerichtete gerade Liniei 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Der Durchstofsungspunkt der Ge- 
schofsaxe mit derselben Ebene sei Q. ^bewegt sieh beständig senkreeht zur 
Verbindungslinie 0(3 mit durchschnitthch konstanter Winkelgeschwindig- 
keit im Sinne des Uhrzeigers, wenn wir unsere Zeichenebene vom Geschütz 
aus betrachten. Wir haben somit ein einfachstes geometrisches Bild 
vor uns, aus dem sich die Bahn von Q sofort ergiebt. Diese wird er- 
sichtlich eine cyMoidische Kurve, wie sie beim AbroUen eines Rades 
auf einer Geraden entsteht. Dem Punkte entspricht dabei der je- 
weiUge Berührungspunkt des Rades, Q ist ein P unk t des Rades, als 
ßoUbahn ist unsere Gerade L zu denken. Das abrollende Rad liegt, 
vom Geschütz aus gesehen, rechterhanä von L, da sich das Ead ebenso 
wie der an ihm feste Punkt Q im Sinne des Uhrzeigers drehen und 
der Berübrun^punkt auf L nach unten fortschreiten soU. Je nach- 
dem Q auf dem Umfange des Rades oder im Innern desselben oder 
im Äufsem liegt, entsteht eine gemeine Cykloide mit Spitzen oder eine 
gewellte Cykioida oder eine verschlungene, mit Schleifen verlaiifende. 
In der That sind bei jeder cykloidisehen Kurve die oben genannten 
Kriterien erfüllt, dafs sich Q um das momentane Drehzentrum des 
Rades mit konstanter Geschwindigkeit dreht. Man vergleiche übrigens 
hierzu die ganz ähnliche Betrachtung von pag. 29Ö gelegentlich der 
Behandlung der pseudoregulären Pi-äcession, bei der ebenfalls cykloidische 
Kurven auftraten, und die dortige Fig. 48, die wir uns jetzt im Uhr- 
zeigersinn um 90" gedreht zu denken haben, mit dem Unterschiede, 
dals das momentane Dreheentrum dort durch die jeweüige Lage der 
Impulsaxe gegeben war, hier durch diejenige der Luftwideratands- 
richtung. 

Ob eine gemeine oder eine verschlungene Cykloide etc. entsteht^ 
Mngt von der Anfangslage des Punktes Q gegen und der Präcessions- 
geschwindigkeit von Q um 0, sowie von der Senkungs geschwind igkeit 
des Punktes ab und bleibt bei unserer Betrachtung unbestimmt.*) 



*) Herr Cranz findet in dem oben zitierten Lehrbuch der Ballistik, Teil 1, 
Nr. B2 bis 57, durch HäherungslöBuag aJs Bahnttufve eine gemeine Cykloide, deren 
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WeBentlich iat für uns nur ein allen drei Typen gemeinsamer Charakter: 
die Baihnhurve von Q verläußf vom Geschütz aus gesehen, durchschmUlich 
rechts von äer Geraden 0, nncl zwar tritt sie bei der gemeinen und 
gewellten Cykloide überhaupt nicht auf die linke Seite von herüber, 
während bei der veraehlui^enen Cykloide die nach links herüber- 
greifenden Schleifen kürzer sind wie die nach rechts ansetzenden 
Bögen. Hiermit ist aber eine anschauliche Erklärung der ßechta- 
abweichung gegeben: Indem sich die Geschofsspitze dwrdtsdmiUUdi 
rechts von der VerUMlebene dwck die Fkigbahntangente befindet, wird 
das Geschoß von dein Luftwiderstände nach rechts hinühergedrängt. Es 
wird nämlich der Druck auf die linke Seite des Gfeschosses überwiegen, 
aodafs der Luftwiderstand mit einer kleinen Komponente seines Gesamt- 
betrages direkt auf die seitliche Schwerpunktsbew^ung einwirkt und 
die Flugbahn nach rechts ablenkt. 

Als qualitative Erk^rung der Rechtsabweiehung wird diese sehr 
oberflächliche Betrachtung geniigen können. Dafa eine quantitative 
Behandlung derselben Thatsache unmöglich ist und dafs sich über- 
haupt, wie kaum zu leugnen iat, das ballistische Problem noch in 
einem sehr unbefriedigenden Zustande befindet*), liegt nicht, wie wir 
nochmals hervorheben möchten, au der Ereiseltheorie, die alle an sie 
zu stellenden Fragen in bestimmter und auschaolicher Weise beant- 
wortet, sondern an der Hydrodynamik mit ihren weitaus komphzierteren 
Verhältnissen und ihren unendlich vermehrten Bewegungsmögliehkeiten. 

Bis über die Mitte des 19, Jahrhunderts hinaus hatte die alt- 
ehrwürdige Mechanik die unbestrittene Führung sowohl in der theore- 



Bög-en eich allmählich erweitern; diese Erweiterung konnte aber hei unserer Dar- 
atellung nicht in Bracheinnag treten, da wir näherungsweiae die Geschwindigkeit, 
mit der aich die Flugbahnlaagente senkt (d. h. die des Panktes 0), als gleich- 
förmig annahmen. Andere Autoren (vgl. die Litteratur bei Cranz 1. e.) wurden 
bei etwas abweichender Bereohnnng auch auf verschlungene oder gewellte 
Cykloidenhaimen geführt. Auch Granz weist (Nr. 57, 1. c.) auf die Unsicherheit 
dec theoretischen Berechnung und auf die Notwendigkeit von syatematiachen. 
Experimenten hin. 

*) Ein Erfolg veraprecheudes Hilfsmittel der esperimetttellen Baüistik scheint 
die photographische Aufnahme der Geschofshewegiing bu sein. F. Neesen hat 
eineraeita veraucht, die konische Pendelung auf Platten im Innern des Geschosses 
aufzuzeichnen und die erhaltenen Kurven im Sinne der Th.eorie als Cjkloiden von. 
allerdings sehr unregehnäfsigem Charakter gedeutet, andererseits auch eine Methode 
angegeben, um die Stellnng des GeachoEses direkt von aufsen aofznnehmen, doch 
sind ahaehlieraende Resultate wegen ungünstiger Versuckshediiigungen in, beiden 
Richtungen noch nicht erzielt worden. Vgl. Archiv f. Artillerie- und Ingenieur- 
ofßziere, 53. Jg. 1889 und Kiiegsteehnische Zeitachrift 190S. 
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tiachen Auffassung der Natur, wie in der praktischen Verwertung ihrer 
Kräfte. Im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts aber mußte sie mehr 
und mehr ihrer jüngeren Bivalin, der Elektrieität, weichen. Die 
theoretische Elektrodynamik führte tiefer in die Erkenntnis der Natur, 
wie die rein-mechanische Betrachtung, und die Elektrotechnik eröffnete 
mannigfachere und kühnere Möghchkeiten der Energieverwertung und 
-Übertragung, wie die alten mechanischen Konstruktionen. Es hat den 
Anschein, als ob im 20. Jahrhundert die mechanische Technik, unter 
anderem durch die Verwertung des Kreiselprinzips, neue Aufgaben mit 
Tcrjüngten Kräften augreifen wolle, wobei allerdings nicht zu vergessen 
ist, dafs sie ein wichtiges Httlfsmittel, den Kreiselantrieb, in den meisten 
Fällen gerade von ihrer Rivalin, der Elektrotechnik, erborgen mufa. 
Offenbar stehen wir erst im Anfange dieser Entwicklung; die hier sich 
bietenden Möghchkeiten sind mit den im Vorstehenden i 
Konstruktionen wohl noch lange nicht erschöpft. 
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Zusätze und Ergänzungen. 

Zum Torwort. 

Der am SchlnTs zitierte Ausspruch Sir John Herschel's findet 
sich in den Outhnes of Astronomy, London 1850, Chapter V, Nr. 317. 

Auch in England ist neuerdings eine Monographie ßher den Kreisel 
erschienen: H. Crabtree, An elementary treatment of the theory of 
spinnii^ topa and gyroacopic motion, Longmans, Green, Co., London 
1909. Hier wird der auch in unserem Vorwort empfohlene Weg zur 
Erk^rung der Kreiselerseheinungen eingeschli^en, der den Ausgang 
von den Impulssätzen nimmt. Systematischer nnd ausführlicher in 
der Begröndung als der bekannte Vortrag von Perry (vgl. Anm. auf 
pag. 134) gelangt das Buch zur Berechnung der allgemeinen Kreisel- 
bewegung und zur Beschreibung einiger technischer Anwendungen, wie 
des Schiffskreisels und der Einschienenbahn. Es ist besonders reich- 
haltig an Beispielen aus dem tätlichen Leben, deren wesentliche 
dynamische Züge treffend hervorgehoben werden, macht aber natürheh 
bei dem weit beschränkteren Raum sowie dem durchweg elementaren 
Charakter keinen Anspruch auf die Vollständigkeit, die wir mit weiter- 
gehenden analytischen Hilfsmitteln erstrebten. 

Zur Einleitung. 

Zu den in der Einleitung genannten Lehrbüchern für Mechanik 
tritt nun noch das besonders empfehlenswerte, reichhaltige Buch von 
A- &. Webster: The dynamics of particles and of rigid, elaetic and 
fluid bodies, Leipzig 1904, in dem auch die Kreiseltheorie und einige 
ihrer Anwendungen reichlichen Raum gefunden haben. Eine deutsche 
Bearbeitung des Buches von C. H. Müller unter dem Titel: „Lehrbuch 
der Mechanik als Einführung in die theoretische Physik" in zwei 
Teilen, ist in Vorbereitung und erscheint demr^chat im gleichen Verlage. 

In sachgemärfsester Weise behandeln die technischen Fragen der 
Mechanik natürlich die „Vorl^ungea über technische Mechanik" von 
A. Föppl, deren sechster Band (Leipzig 1910) auch die Kreiseltheorie, 
insbesondere als typisches Beispiel die vom Verfasser aufgestellte Theorie 
des Schiffskreisels ausführhch erörtert. 

Eleln-Sommeifeld, Eiaiselbewegang. 60 
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Einen kurz zusammenfassenden, aber inhaltsreichen Bericht über 
die Kreiselfcheorie Heferfc A. &, Greenhill; Gyroscop and Gyrostat, 
Eneyclopaedia Britannica, Snppl. 29, 1902. Bezüglich der historischen 
Entwicklung der Kreiseltheorie verweisen wir auch auf dessen Vortrag: 
The mathematical fcheory of the top, considered historically, Verhand- 
lungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses, Heidelbei^ 1904. 
Man vergl. auch die reichhaltigen historischen Nachweise in P. Stäckel's 
Encyklopädie-Artikel Bd. IV, 6; der Freuudliehkeit von Herrn Stäckel 
verdanken wir eine Reihe der folgenden Berichtigungen. 

Zu Kap. I. 

2n pag, 14. Die Euler'schen Winkel treten wohl zuerst 1748 auf 
in Euler's Introductio in analysin infiaitorum, vgl. P. Stäckel, Elemen- 
tare Dynamik, EncykL d. Math. Wies. IV 6, Nr. 28 a. 

Zu pag. 22, Gl. (10) und pag. 57, Gl. (2). Die Transforraations- 
formeln (2) hat kürzlich in elementarer Weise A. Schoenfliefs ab- 
geleitet auf Grund der Thatsache, dafa sich jede Drehung im B^ au» 
zwei Wendungen (Drehungen nm 180") oder auch ans zwei Spiegelungen 
zusammensetzen Hlst. (Rend, del Circolo matematico di Palermo, t. 29, 
1910.) 

Zu pag. 61. Das vektorielle Produkt, wie es in der Vektoraualysis 
üblich ist, ist nicht identisch mit dem „äufseren Produkt" Gxaümann's 
(die Ausdrucksweiae des Testes, Zeile 9 von unten, ist in dieser Hin- 
sicht ungenau), sondern mit der Graf smann's eben „Ergänzung dea 
äufseren Produktes". Das vektorielle Produkt ist ein (asialer) Vektor, 
das äufsere Produkt dagegen ein „Bivektor" (d. h. hier ein F^hen- 
stück), erst seine Ergänzung (die auf dem Flächenstück errichtet» 
mit TJmlaufssinn versehene Normale) ein axialer Vektor. Die Grafa- 
manu'sche Theorie geht bei der Aufzählung der Raiungröläen syste- 
matisch, die physikalische Vektorrechnung opportunistisch vor. Letztere 
sieht auch vielfach von dem prinzipiellen Unterschied zwischen polaren 
Vektoren (Vektoren erster Art) und axialen Vektoren (Vektoren zweiter 
Art) ab, was nur so lange zu^ssig ist, als nur Drehungen des Koordi- 
natensystems, keine Spiegelungen oder Inversionen benutzt werden. 
Man vgl. hierzu Eneyklopädie der math. Wiss. IV, 14 (Art. Abraham),. 
Nr. 2, 3; R. Mehmke: Jahresbericht d. d. Math.ver. 13, 1904, pag. 217j 
L. Prandtl: ibid. pag. 436. In der von Minkowski verwendeten vier- 
dimensionalen Vektoraualysis der Relativitätstheorie (vgl. unten) tritt 
der Unterschied zwischen den Vektoren erster und zweiter Art ediärfer 
hervor, indem die ersteren vierkomponentig, die letzteren aber sechs- 
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Zu pa^. 64, Gl. {13). Mittels der Gl. (13) hat kurze Zeit vor der 
auf pag. 64 zitierten Arbeit von Cayley solion Hamilton die Dre- 
hungen um einen Punkt im M^ auf Quatemionenmultiplikation zurück- 
gefiilirt. Proc. Irislt. Academy 11. Nov. 1844. 

Diese Gleichung, durch die wir eine beliebige Drehstreckung des 
X, y, e Raumes um den Anfangspunkt x = y =s = ^ in komp endlosester 
Form dareteliten, ist ein Sonderfall einer allgemeineren Darstellung, 
die die Drehungen, einea vierditnensionalen Raumes um einen festen 
Punkt, oder auch, bei Benutzung homogener Koordinaten, unter an- 
derem die oo^ Drehungen und Verschiebungen des gewöhnlichen drei- 
dimensionalen Raumes umfafst. Für diese Transformationsgrnppen 
liefert die iu Rede stehende Verallgemeinerung von Gl. (13) zugleich 
eine sehr einfache rationale Darstellung durch 6 Parameter (bzw. 1, 
wenn auch Drehsfcreckungen des iJj, mit einbegriffen werden). Die all- 
gemeinere Formel hat überdies den Vorteil grÖfserer Symmetrie und 
"Übersichtlichkeit. 

Ihre einfache Grundlage ist der mehrfach benutzte Satz, dafs der 
Tensor eines Quatemionenproduktes gleich ist dem Produkt aus den 
Tensoren seiner Bestandteile, unter dem Tensor einer Quatemion 

q = A%-^ Bj + OÄ + D 

die früher auch, als Streckung bezeichnete Gröfse 



verstanden. (Diese von Hamilton eii^eführte Bezeichnung (vgl. 
pag. 58) hat natürlich nichts mit dem in der mathematischen Physik 
heute üblichen Tensor begriff zu tun.) 
Sei nun eine Quatemion gegeben: 

v=^:ei + yj + äh + u, 
und eine zweite durch das Quatemionenprodukt definiert; 
(1) r=Xi+Yk + Zj+ U=Q,vQ, 

= {A,i +BJ + C^l + I),){xi + yj + sft + u){A^i ^B^ + C^h + D,). 

Hiernach sind offenbar die Grofsen X, Y, Z, U als homogene 
lineare Funktionen der Gröfaen x, y, s, m bestimmt, und es besteht die. 



= {Ä,' + S,' + 0/ + A') {X' + y' + ^' + u')(Ä,' + B,' + G,' + ö,^ 
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Wir brauchen hier nur zu fordern, dafs 

(2) vr3^ = i 

sein soll, Bo stellen die linearen Transformationsformeln zwischen 
X und a: eine orthogonale Transformation des x, y, s, u Raumes dar, 
die ja bekanntlieh durch die Bedingung 

(3) X'+Y^ + Z^+U^ = x' + f + ^^ + u' 

definiert ist. Sie ist eine Drehung, denn ihre Determinante ist + 1, 
wie man durch Einzelmultipiikation mit Q^ und Q^ leicht nach- 
rechnet. Die Transformationsformeln enthalten zunächst die acht 
Koeffizienten der Quatemionen Q^ und Q^ als Parameter, zwischen 
denen aber die Bedingung (2) besteht. Da femer in der GL (1) nur 
das Produkt der Qaaternionen Q^ und Q^ vorkommt, so bleibt sie un- 
verändert, wenn man Q^ mit einem skalaren Faktor A multipliziert 
und öa ^^^ ^^^ nämlichen Faktor »dividiert, man kann diesen Faktor 
z, B. so wählen, dafs 

wird, und hat dann die Drehung des B.^ durch die sechs Parameter der 
zwei Einheitsqiiaternionen kQ^, QJl in einfachster Weise definiert. 
Wesentlich ist, daß sich diese Darstellung unmittelbar in rationaler 
Form gehen Bßt, wie wir unten noch zeigen werden, 

Läfst man dagegen die Koeffizienten von Q^ und Q^ beliebig, so 
enthält das Quatemionenprodukt (1) sieben Parameter; in diesem Falle 
fahrt Gl. (1) auf die „Drehstreckungen des It^'. Die Formel (13) er- 
gibt sieh hieraus offenbar für die spezielle Bestimmung 

und liefert aufeer den Transformationsgleichungen (2) von pag. 57 dann 
noch die Beziehung XJ^u. 

Wenn wir alle Koeffizienten der Quaternionen Q^, Q^, u und V 
und also auch X als reelle Gröfsen betrachten, so sind durch Gl. (1) 
und (2) die reellen Drehungen im JR^ dargestellt; wir wollen sie im An- 
schlufs an eine übliche Ausdrucks weise der projektiven Maßgeometrie 
als die „elliptischen" Drehungen bezeichnen. Neben diese stellen wir 
eine andere Gruppe von Kollinöationen des R^, die „hyperbolischen" 
Drehungen, indem wir m = o>s setzen und s als reell annehmen, wo 
ey = Y— 1 (oder allgemeiner die Quadratwurzel aus einer negativen 
Gröfse) sein soll. Dann ist die Bedingung erfiilit: 
(S") X^^Y' + Z^-^ 0,^8' = a:' + f + ,^ + «^s^ 

die ausdrückt, daß ein reeller Kegel hei der Transformation imverändert 
bleibt, was eben die hyperbolischen Drehungen charakterisieren mag. 
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Um in diesem Fall reelle Transformationsformeln zu erlialteiij mufs 
man, wie sich durch nähere Berechnung leicht ergibt, die beiden Qnater- 
nionen 0, und 0, als „konjugierte" wählen, die so zu definieren sind: 



lQ^-i+Ai + Bj +Ck + B)+ m{A'i + B'j + C'ft -+ I)'), 
^'\Q^ = {~Ai- Bj -C]c + D) + m(Ä'i + B'j + C'h - D'). 

Die Transformationsformeln würden aUgemeiner auch dann reell 
ausfallen, wenn öa "^"^ einen reellen E'aktor von dem in (4) angegebenen 
Ausdruck verschieden wäre; aUe möglichen Transformationen zerfallen 
hiernach in zwei Arten, je nachdem ob dieser Faktor positiv oder 
negativ ist. Die der ersten Art bilden für sich eine Gruppe, bei den 
letzteren ist charakteristiseh, daß dSjds immer negativ ist; es ist daher 
nicht möglich, daß diese zweite Art die identische Substitution oder 
unendlich kleine Drehungen enthält. Deshalb wird es zweckmäßig sein, 
in der Definition der hyperbolischen Drehungen sich auf die erstere 
Gruppe zu beschränken und also bei geeigneter Normierung nur die 
Formeln (4) ins Auge zu fassen. Für die unten zu besprechenden 
Lorentztraneformationen bedeut«t dies die naturgemäße Begehränkung, 
daß die Zeitskala in allen betrachteten Koordinatensystemen gleich- 
gerichtet sein soll. 

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann auch in (4) ein Faktor l 
bzw. 1/A so gewählt werdfen, dafs T^^-^T^^ wird. Damit auch }.Q^ und 
QJX konjugiert sind, mufs jetzt X eine komplexe Gröfse a -f- (oh vom 
absoluten Betrag ya^ — so%^ -= 1 sein. Denken wir uns der Einfach- 
heit halber die Quatemionen Q^ und Q^ schon so normiert, so be- 
steht also die Bedingung 
(4') AA' -\- BB' + CO' + DB' == 0. 

Jetzt ist es leicht zu sehen, dafs wir mittels der Quatemionen- 
parameter zu einer rationalen Darstellung der Drehungen gelangen. 
Um nämlich die Bedingung (2) identisch zu erfüllen, setzen wir statt 
(1) die Transformationsgleichung an: 

(1') iXi + r,- + ^t + „s) - «■ '"• + "^+f ' + "'«■ , 

WO aber nun wegen (4') 

TjTa = T^ä = r/ = ^^ + .ßä + C^ + _D^ + ci^{Ä^ + B'^ -1- C'ä + 1/% 

also rational in den Parametern A, Ä . . . wird. 

Nach (4') ist nun femer etwa 1/ ein rationaler, homogener Aus- 
druck ersten Grades in den sieben übrigen Parametern, führt man ihn 
in die rechte Seite von (1') ein, so wird diese, da sie in den acht 
Parametern von ^j und Q^ homogen vom Grade Null ist, eine Funktion 
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blofs der sechs Veihaltniase toh A, ä', B, B', 0, C, D, und (1') 
führt also in der That zu emer rationalen Darstellung der hyper- 
boÜBcheu Drehungen dareh seebe Parameter. 

Diese hyperbolischen Drehungen stehen nun in naher Beziehung zu 
Fragen der modernen Physik, zu denen die Entwicklung der Elektro- 
dynamik geführt hat; dies war für uns der Aülafs, sie hier an be- 
sprechen. Wir gewinnen für die Wahl (o^ = — -c*, wo c die Licht- 
geschwindigkeit bezeichnet, eine rationale Darstellung für den wesent- 
lichen Bestandteil in der Gfruppe der von Poineare sogenannten ,^orentz- 
transformationen", die nur noch durch Hinzunahme einer willkürlichen 
Verschiebung des Anfangspunktes zu vervollständigen ist. Sie spielt 
für die Elektrodynamik und die aa diese sich 'anschliefsenden Fragen 
die gleiche RoUe, wie für die klassische Mechanik die Gruppe, die sich 
aus den einmaligen Drehungen und Verschiebungen des Koordinaten- 
systems und den gleichförmigen Translationen desselben zusammensetzt, 
indem sich die elektrodynamischen Grundgleichungen invariant verhalten, 
wenn die Lorentztransformationen auf die Raumkoordinaten x, y, s und 
<lie Zeitkoordinate s angewendet werden. Diese Invarianz ermöglicht 
eine systematische Entwicklung der Elektrodynamik bewegter Medien, 
wie sie durch das „Relativitätsprinzip" gefordert "wird. Ihre physi- 
kalische Bedeutung wurde erkannt durch die Arbeiten von H.A. Loren tz, 
Versuch einer Theorie der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
in bewegten Körpern, Leiden 1895 (2. Auflage Leipzig 1906); Ä. Ein- 
stein, Annalen der Physik 17, 1905, pag. 891. Die Gruppeneigen- 
aehaft der Lorentztransformationen betont zuerst H. Poincar^, Rend. 
del eircolo mat. di Palermo, 21, 1906, pag, 129; vom Standpunkt der 
vierdimensionalen Vektor auffaseung endlieh, zu der die obige Darstellung 
einen Beitr^ liefern soU, gehen die Entwicklungen von H.Minkowski 
aus: Göttinger Nachrichten 1908, pag. 53 und dessen Vortrag: Raum 
und Zeit, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 18, 1908. 

Geht man in den Gleichungen (4) zu dem Grenzfall od^ = über 
und l'afst zugleich s und S von der Ordnung l/ra^ unendlich werden, 
so erhält man eine Gruppe Ton Transformationen, bei denen to^s^iö^Ä 
und die als „parabolische" Drehungen des M^ bezeichnet werden können. 
Deutet man nämlich die Transformationsformeln im Bj, als dessen 
Koordinaten man die Quotienten xjm^s, y/o^s, 0/m^s ansieht, so stellen 
sie die Gruppe der 00' linearen Orthogonaltransformationen imserer 
gewöhnlichen (der parabolischen) Geometrie, der Drehungen und Ver- 
schiebungen, dar. Bei der gleichen Abbildung würden die vorher 
behandelten elliptischen und hyperbolischen Fälle auf die linearea 
Orthogonaltransformationen des Eg führen, die zu elliptischer, bzw. 
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liyperbolischer Mafsbeetimimmg gehören; bekanntlicli versteht man ja 
darunter die Kollineationeu, bei denea eine imaginäre (Gl. 3) bzw. 
reelle (Gl. 3') Fläche zweiter Ordnung unverändert bleibt. 

Zu den „parabolischen" Drehungen des -ß^ führt endlich auch der Grenz- 
fall, in dem o^ unendlich wird und zugleich J.', S', C, D' von der Ord- 
nung i/o* versehwinden, während jetzt x, y, s, s endlich bleiben, und zwar 
Ä =, g wird. Man erhält noch eine weitere Deutung dieser Gruppe, wenn 
man s{=8) als Zeitkoordinate, dagegen x, y, s bzw. X, Y, Z als Raum- 
koordinaten auffafet. Fügt man nämlich noch eine willkürliche Ver- 
schiebung des Koordinatenanfangspunktes der Eaum- und Zeitmessung 
zu, so resultiert die schon oben erwähnte oo^" fache Gruppe, zu der 
eich die Newton'sche Mechanik invariant verhält, sie bildet in der That 
deu GrenzfaU der Lorentzgruppe bei unendlich grofser Lichtgeschwindig- 
keit c. Als Untei^mppe ist hierin natürlich wieder die Gruppe der 
Drehungen im JJg enthalten, für die A!, B', G', D' identisch ver- 
achwjnden, wobei unsere allgemeineren Gleichungen (1) und (4) in die 
frühere (13) ausarten. 

Die Gleichungen (4), (4'), (1') umfassen auch die vorher behandelten 
„elliptischen" Drehungen, nämlich für positive Werte von ro^, also reelle 
Werte von m, für die die konjugierten Quatemionen Q^, Q^ zu zwei 
beliebigen reeUen Quatemionen werden. Ohne Beeinträchtigung der AR- 
gemeinheit kann man also sagen, dafs die charakteristischen UnterfäUe: 

(0^=1, to^ = — 1 , (0^ = oder oo 

gerade die elliptischen, hyperbolischen, parabolischen Drehungen des J^j, 
bzw. die aUgeraeinen linearen Orthogonaltransformationen des Üj bei 
entsprechender Mafsbestimmung repräsentieren. 

Die Verwendung der Quatemionen zur Darstellung der Drehungen 
im li^ hat zuerst Cayley bemerkt, unter Beschränkung auf den ellip- 
tischen Fall (1). (On the homographic transfonnation of a surfaee of 
the second order into itself, Philos. magazine VII, 1854, papers, t. II 
p. 135, und Recherches ulterieures sur les determinants gauches, Journal 
f. Math. t. 50, 1855, papers t. U p. 202.) Die geometrische Deutung hat 
Klein hinzugefügt (Zur nicht- euklidischen Geometrie, Math. Annalen 37, 
1890). Der allgemeine Ansatz rührt von Clifford her (Preliminary 
sketch of biqnaternions, Proceedings of the London Math. Society, 
VoL IV, 1873, papers London 1882, p. 181) und ist durch Study 
systematisch entwickelt worden (Von den Bewegungen und Umlegungen, 
.II, Math. Annalen 39, 1891). Wegen der ferneren Litteratur vergleiche 
man die Zitate bei Study, Encykl. d. math. Wiss. I, Ä, 4, insbesondere 
Nr. 35 der franzosischen Ausgabe des Artikels (dort I, 5), 
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Zu pag. 68. Die Schlufshemerkung über ,^Tai-iantes Denken und 
invariantes Rechnen" möcliten wir heutzutage nach der Bedeutung, die 
die Vektorrechnung inzwischen gewonnen hat (vgl. auch den Zusatz 
zu pag. 142), jedenfalls nicht in dem Sinne aufgefafst wissen, dafs das 
invariante vektorieUe Rechnen als etwas Nebensächliches erscheint. 

Zu Kiip. in. 

Zu pag. 138. Es scheint uns, dals die Ableitung der Euler'schea 
Q-leichungen auf S. 138 f. noch nicht mit der wünschenswerten Über- 
sichtlichkeit erkennen läXat, dafa sie in der That nichts anderes als ein. 
analytischer Ausdruck für die Impulsgesetze sind. Deshalb möge die 
Ableitung hier in knapperer Form nochmals folgen, wobei wir die 
Schreibweise der Vektorrechnung benutzen. 

Wegen der Rotation R hat ein beliebiger im Kreisel fester Punkt, 
dessen Koordinaten x, y, s wir in üblicher Weise durch den vom An- 
fangspunkt aus gezogenen Vektor x bezeichnen, nach dem Schema (3) 
auf pag, 41 die Geschwindigkeit TJ ^ F(JSr) im Eaume, unter dem 
Symbol V wie auf pag. 138 den auf pag. 61 erklärten Begriff des 
vektorieHen Produktes verstanden.*) Andererseits bewegt sich ein be- 
liebiger im Räume fester Punkt t' mit der Geschwindigkeit 

gegen den Körper, Ein solcher Punkt ist der Impulsendpunkt J im 
loräftefreien PalL Deshalb folgt für dessen Geschwindigkeit relativ zum 

also die Gl. (2) von pag. 140. Ist andererseits der betrachtete Punkt 
im Räume nicht fest, sondern hat die Geschwindigkeit W, so hat er 
im Körper die Geschwindigkeit V + W. Für den Impulsendpunkt ist 
diese Geschwindigkeit W auf Grund des zweiten Impulsgesetzes gleich 
dem Moment der Kräfte, A, es folgt daher die Gl. (3), pag. 141: 

^_F(Ji!) + A, 

die nach (3') und (3") eben das System der Euler'schen Gleichungen 
in vektorieUer Fassung bedeutet. 

Die Euler'schen Gleichungen sind hiernach ein prt^antes Beispiel 
für ein Gleichungs System, dessen eigentliches Wesen in seinem Vektor- 
ehai-akfcer liegt. Überhaupt ist die Vektorentheorie gerade deqenigen 
Form der Fragestellung angepafet, die wir an die Spitze der Behand- 



*) Statt V{Mx) iat jetat die Schreibweise für] üblicher. 



y Google 



Zusätze und Ergänzungen. 945 

hing des stan-en Körpers stellten: der Frage nach den Verlagerungen 
des Impuls Vektors, Dafa wir von der Benutzung dieser EeclinuiigsäH; 
absahen, liegt wesentlich daran, dafs sie eich erst im Laufe der letzten 
zehn Jahre mehr und mekr eingebürgert hat, insbesondere seit sie sich 
in der theoretischen Elektrodynamik als unentbehrliches Hilfsmittel er- 
wiesen hat. Man darf allerdings bei ihrer Einschätzung nicht über- 
sehen, dafs für die wirkliche Behandlung der Gleichungen, besonders 
ihre Integration, der Übergang zu den Koordinatengleichungen doch 
meist erforderUch wird. In konsequenter Weise wird die Vektorrech- 
nung für die Kreiseltheorie in einigen neueren Arbeiten benutzt, wir 
nennen: FöppI, Lösung des Kreiselproblems mit Hilfe der Vektoren- 
rechnung, Ztschr. f. Math. u. Phye., 48, 1903; Stübler, Der Impuls 
bei der Bewegung eines starren Körpers, ibid. 54, 1907. 

Zu pag. 142. Die einfache Auffassung der Euler'schen Gleichungen 
als Ausdruck für die Impulssätze findet sieh kurz vor Hayward (1856) 
schon bei Saint-Guilhem, Journ. de math. (1), 16, p. 347 (1851), 
und ibid. (1), 19, p. 346 (1854). Für die Geschichte der Euler'schen 
Gleichungen Tgl. Encykl. d. math. Wiss. IV, 6 (Art. Stäckel), Nr, 30. 

Zu Kap. V. 

Zu pag. 315. Das Moment Crd'', das wir in Kap. III, § 5 als 
Deviationswiderstand, bei den späteren Anwendungen als Kreiselwirkung 
bezeichnen, nennt Herr Koppe „induzierte Kraft" in der auf pag. 315 
in der Fufsnote ff) zitierten Arbeit, wo auf die Wichtigkeit dieses 
Moments zum elementaren Verständnis der Kreiselerscheinungen hin- 
gewiesen ist. Koppes Hinweis steht in Tollem Einklang mit unserer 
eigenen Auffassung (vgl. die "Überschrift von § 1, Kap. IS, wo die frag- 
liche Formel kurzweg als die wichtigste der Kreiseltheorie bezeichnet 
wird, sowie alle folgenden technischen Anwendungen, bei denen durch- 
gehends diese Formel, bzw. ihre Verallgemeinerung, benutzt wird). In 
einer Besprechung der ersten beiden Hefte unseres Baches (Ztschr. 
f. d. phys. u. ehem. Unterricht, Nov. 1898) und in den Berichten der 
Berliner mathematischen Gesellschaft, 1, 1902 hat Herr Koppe eine 
nochmalige vereinfachte Ableitung dieses Moments gegeben, die mit der 
unsrigen wesentlich übereinstimmt und mit der wir also durchaus ein- 
verstanden sind. 

Zu pag, 337. Von der asymptotischen Bewegung des „aufrechten" 
Kreisels, die für unser nachfolgendes Stabilitätskriterium wesentlich 
wird, ist ai^egeben, dafs sie bisher eigentümlicher Weise nicht bemerkt 
zu sein acheint. Demgegenüber ist auf A. G. Greenhill, Applications 
of elliptic functions, London 1892, pag. 243, § 226 E, hinzuweiseu; 
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hier wird die Möglichkeit der elementaren Berechnung der betreffenden 
Bahnkurve dargethan, dem Umstände entsprechend, dafs ein sogenannter 
pa endo -elliptischer Fall vorhegt; der gestaltliche, asymptotische Charakter 
der Bewegung wird dort aber nicht näher diskutiert. 

Zu pag, 341, Die durch die Formeln (20) dargestellten Bewegungs- 
turven können, wie Herr Koppe in der zitierten Besprechung bemerkt, 
und wie auch aus den nach der Methode der kleinen Schwingungen 
abgeleiteten Gfleichungen (10), pag. 368, folgt, in den stabilen Fällen 
N^ — 4ÄP';> ebenfalta als Epi- oder Hypocykloiden (nämlich als 
Überl^erung zweier ungedämpfter Zirkularachwingungen) aufgefafst 
werden. Allerdings nehraen sie nur dann diese einfache Form au, 
wenn man Glieder von der Ordnung e, die zugleich die von 1 ~ « ist, 
neben den Gliedern der Ordnung "j/e, bzw. "j/i— m Yemftchläseigt. 
Mit dieser Einschränkung können wir also auch hier der Bemerkung 
von Herrn Koppe beistimmen. Die G-eschwindigkeiten der Präcession 
und Nutation sind von den bei beliebiger Neigung der Figurenase 
eintretenden verschieden. 

(Man erkennt die Überlagerung, wenn man die in (20) dargestellte Kurve 
durch senkreohie Projektion (die in dem vorliegenden Falle, wo die Kurve ganz 
in der Nähe des Nordpols veriäuft, mit der stereographiachen vom Südpol aus 
anfällt) auf die Horizontalebeiie abbildet. In der Abbildung wird 



»Iso, da M nahezu gleich 1 ist, bei VerntwlLläaBigung von Gliedern höherer Ordnung: 



= .(l-., = .(l-..^..in5). 



Hieraus ist zunäehst ersichtlich, dafs 1 — «„ und £ als kleine GrÖfsen zweiter 
Ordnung in den linearen Diraensionen aufzufassen sind. Wir sohreiben daher die 
zweite Gleichung von (20) mit Unterdröckimg aller Glieder, die als von zweiter 
Ordnnag erkenntlirh sind: 



mit den Abkürzungen 



Nun bilden wir; 

wo X und j/ die Koordinaten der Kreis el8pit?,e in der Horizontaiprojektion bedenten, 
mittels der Identität; 
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yV + V-l/.--ä,(l^..),in^'+(l-..)'.i,.'?i + ((l-..)--.-)oo.'^' 

Also wird 

/,"«'_2;'*^'[y(l —.)■_,■ o..5 + i(.-(l-..).mf)]. 

Dnrch BinfQhrung zunäohat des AtgumentB 3t/2 — itf/s) und übei^ng zur Hälfte 
dieses ArgumentB lautet die [ — ] in dieser Gleichung 



2 1/(1 -•.)■-■■" 






;Bndlich 

statt dessen kann noch geschrieben werden: 

, '(^-f)' 

In den stabilen Fällen 2P — 4-iP>0 ist nun a nach (17) pag. 339 reell 
und daher durch die obigen Oleichungen die Bahn der Kreieelspitze in der That 
als SuperpositJon zweier reiuperiodischer Zirkularschwingungen, d. h. als Epi- oder 
Hypocykloide, dai^estellt.) 

Zn § 6. Den Begriff der Stabilität behandelt eine wichtige Arbeit 
von D. J. Korteweg; Über Stabilität periodisch ebener Bahnen, 
Sitzungsber. d. Wiener Äkad., Mai 1886, die* die Verfasser seinerzeit 
leider übersehen hatten. 

Die Korteweg'sche Definition der Stabilität deckt sieh mit der 
Routh'achen. Gegen die Definition von Thomson und Tait macht 
Korteweg denselben Einwand, der hier pag. 348 Anm. erhoben ist. 
Die Notwendigkeit der Berücksichtigung höherer Glieder wird ebenfalls 
■bei Eorteweg stark betont und, was wichtiger ist, diese Glieder 
werden wirklich berücksichtigt und die Entscheidung über Stabilität 
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oder Nichtetabilität nicht allein auf Grund der Glieder erster Ordnung 
gefällt. Aueh der Begriff der praktiBchen Labilität (bei theoretischer 
Stabilität) ist bei Korteweg angedeutet, vgl. § 24 der Arbeit. 

Zu pag. 350. Wir möchten nicht den Anschein erwecken, als ob 
die Entscheidung, ob stabil oder labil, stets eindeutig und naturgemäfs 
ausfiele, wenn naan unsere Definition akzeptiert. Herr Korteweg 
hat uns auf ein Beispiel aufmerksam gemacht, bei dem man nach dem 
geometrischen Anblick der gestörten Bahnkurven von Instabilität oder 
mindestens Indifferenz sprechen würde, wo aber die analytische Prüfung 
mittels unserer Definition Stabilität ergibt. Es handelt sich um den 
Fall der Centralbewegung eines einzelnen Massenpunktes (s. pag. 347) 
für K = — 3. Die Anziehungskraft sei dementsprechend — fjr^. Die 
Bewegung des Massenpunktes wird durch die folgenden beiden Glei- 
chungen bestimmt, in denen r und ip Polarkoordinaten mit dem Pole 
im Anziehungscentrum sind: 

(1) r^ip = c, 

(2) rV^ + /^-^C = 2Ä; 

c ist die Konstante des F^chensatzes, A die der lebendigen Kraft, 
während die Masse des Punktes gleich 1 genommen ist. Aus (1) und 

(2) ergibt sich 

(3) r'»=2Ä + -^- 

Als spezieller Fall kommt die Kreisbewegung (f — 0) vor. Sei a der 
ßadius des Kreises, so ist die Centrifugalkraft aip'^ -^ c^/a^. Diese 
muls durch die Anziehungskraft — f/a^ aufgehoben werden. Es mnfs 
also /■ — c^ und folglich nach (3) h = sein. Wir betrachten mm 
z. B. eine gestörte Bewegung, für welche h ebenfalls Null {konservative 
Störung), aber f^c^, also etwa f — c^ = s^ ist. Gl, (3) ergibt dann 

(4) rr ^ £. 
Durch Vergleichung mit (1) schliefst man 

(^) — ~ ^ — oder r = Ce° , 

wo die Integrationskonstante C gleich a genommen werden kann. Die 
Bahnen sind also logarithmische Spiralen, welche vom Punkt aus- 
gehend den ursprünglichen Kreis a schneiden und sich ins Unendliche 
verlieren. Der Kreis r = a ist bei diesen Bahnen durchaus nicht aus- 
gezeichnet. Dies gut für jeden noch so kleinen Wert von s, nur dafs 
bei abnehmendem f die Windungen der Spiralen immer ei^er werden. 
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Für £ = aber folgt r = 0, also eine KreisbaLn, und zwar die ur* 
sprüngliche, da wir natürlich auch die Störung der Lage des Punktes 
zu NuU abnehmen lassÄi. 

Der .Limes der gestörten Bahn ergibt sieh ao auf analytisehem 
Wege als identisch mit der ursprünglichen (das Gleiehe würde auch 
für einen beliebigen nicht-konservativen ÄnstolB gelten). Geometrisch 
wird man allerdings kaum den einzelnen Kreis als Limes der sich 
succeasive verengernden logarithmischen Spiralen gelten lassen; nur da 
diese in der Grenze im Ganzen nicht mehr eine einzelne analytische 
Knrve darstellen, wird man bei dem analytischen Grenzprozels auf den 
Kreis geführt. Trotzdem müfsten wir, wenn wir den Wortlaut unserer 
Definition analytisch auffassen, die Kreisbahn r = « als stabil bezeichnen. 

Anders liegt die Sache im Falle n< — 3; hier treten asymptotische 
Balinen auf (Spiralen, deren Windungen vom Nullpunkt und vom Un- 
endlichen ausgehend am Kreis r — a sich unbegrenzt von beiden Seiten 
her häufen; im Fall K = 3 waren die entsprechenden Spiralbahnen nicht 
als asymptotische zu bezeichnen, da sie in der Grenze nicht mehr 
analytische Kurven waren und nicht einen festen Kreis als Limes 
hatten). Der Grenzübergang kann für w < — 3 so eingerichtet werden, 
dafs der Limes der gestörten Bahn auch in analytischer Fassung nicht 
die ursprüngliche Bahn, sondern eine solche asymptotische Bahn wird. 

Im Gebiet der Gleichgewichtsaufgaben ist der Begriff des „indiffe- 
renten Gleichgewichts" al^emein geläufig, während er im Gebiet der 
Bewegungaaufgaben bisher nicht üblich ist. Man wird den obigen Fall der 
Centralbewegung für w = — 3 und ähnliche in durchaus entsprechender 
Weise auch als „indifferente Bewegungszuatände" bezeichnen können. 
In der That stimmt er in mehrfacher Hinsicht mit dem Fall des kräfte- 
freien ruhenden Punktes überein, wenn man die Bewegung auf ein mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit y' rotierendes Koordinatensystem bezieht. 

Wenn wir unsere Ausführungen in den §§ 6 bis 8 zusammen mit 
dem obigen Beispiel überblicken, so kommen wir zu dem Ergebnis, 
dafs die Mannigfaltigkeit der möglichen Bahnen und Bewegungszuatände 
viel zu grofa ist, um in beatimmte Kategorien, wie stabü, labil oder 
auch indifferent, ohne Zwang eingeordnet werden zu können. Jede 
solche Definition wird in gewiasen Fällen der natürlichen Auffassung 
widersprechen. Davon wollen wir auch unser Stabilitätskriterium in 
§ 6 nicht ausnehmen. 

Zu pag. 353. Der Ausdruck „praktisch instabil" ist zuerst von 
W. Gibbe, 1876, gebrancht. Vgl, die deutsehe Ausgabe einiger im 
Original gesondert erschienener Abhandlungen: Thermo dynamische 
Studien, Leipzig 1892, pag. 94. 
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Zu pag. 376. Bei der Beapreehung der besonderen Fälle der Be- 
wegung des scKweren unsymmetrisclien Kreisels, die der vollständigen 
analytiseben Behandlung zuzüglich sind, ist iü unserer Darstellung der 
Fall der Frau Kowaleyski etwas zu kurz gekommen (wie Herr 
F. Kotier in seiner Schrift hervorhebt: Bemerkungen zu F. Klein'» 
und A. Sommerfeld 's Buch über die Theorie des Kreisels, Berlin 
1899, Mayer & Müller). Dies lag nicht nur daran, dafs wir zu diesem 
Falle keine eigenen Entwicklungen zu geben hatten, sondern auch 
daran, dafs sich hier, wie es scheint, nicht durch einfache geometrische 
Betrachtungen, wie in den anderen behandelten Fällen, die Durchführ- 
barkeit der Integration auf Grund der Irapulssätäe einsehen läfst. Die 
voUatäudige Behandlung des Falles aber würde zu lange analytische Aus- 
führungen erfordert haben. 

Von der in der Anmerkung zitierten Arbeit von F. KÖtter sei 
noch insbesondere hervoi^hoben, dafs der Verfasser, nach Eiohtig- 
stellung der Kowalevski 'sehen Formeln, die Zusammensetzung der Be- 
wegung des Kreisels im Kowalevski 'scheu Fall aus zwei einfachen 
Drehungen erkanot hat: Drehung eines neuen Axensystems mit kon- 
stanter Vertikalkomponente der Drehgeschwindigkeit und Drehung um 
eine Axe des eingeführten Systems. 

Zu pag. 377 f. Auch in neuerer Zeit sind eine grofse Reihe von 
Arbeiten über das Integrationsproblem des schweren unsymmetrischen 
Kreisels, wie auch über die Bewegung des unsymmetrischen Kreisels 
bei verallgemeinertem Kraftgesetz publiziert worden, in denen integrahle 
Sonderfälle behandelt werden. Bezüglich ailer dieser Arbeiten ver- 
weisen wir auf den erst später erscheinenden zusammenfaßsenden Bericht 
von Stäckel: Rotation starer Körper nnd Verwandtes, Encyklopädie 
der math. Wiss. IV, 13, 

Mehr an die Art der Fragestellung, die im § 9 des Kap. V voran- 
stand, schien eine Untersuchung von Schiff (Moskau, math. Sammlung, 
Bd. 24, 1903) anzuschliefsen, die nach allen den Bewegungen fragt, bei 
denen der Impulsvektor konstante Lange behält. Indessen hat sich 
dessen Meinung, dafs solche Bewegungen von grofser ÄUgemeinheit 
existieren, als irrig erwiesen; wie Stäckel gezeigt hat (Die redu- 
zierten Differentialgleichungen der Bewegung des schweren unsym- 
metrischen Kreisels, Math. Annalen 67, pag. 399, 1909), führt di» 
genannte Fragestellung nur zu den Staude'schen permanenten 
Drehungen, bei denen nicht nur die Länge des Impulsvektors, sondern 
auch seine L^e relativ zum Körper erhalten bleibt. Es bleiben also 
diese permanenten Drehungen die einzigen bekannten Bewegungen de» 
allgemeinen schweren, unsymmetrischen Kreisels. 
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Andererseits ist aber die ¥rage nach den Fällen von spezieller 
MaaseiiTerteilmig, die ein drittes algebraisches Integral zulassen, neben den 
beiden, die die Konstanz der Energie und die KonstaniZ der Impulskom- 
ponente für die Vertikale ausdrücken, weiter gefördert worden. Während 
die Untersuchungen von E. Liouville (vgl. pag. 377) noch nicht voll- 
ständig waren, hat E. Husson (Annales de Toulouse 2" serie, VIII, 
1906: Reehetches des integrales alg^briques . . . und Acta math. XXXI, 
1908: Sur un theorem de M._Ppincare . . .) bewiesen, dafs aufser den 
bereits bekannten Fällen kein weiterer mehr existiert, in dem ein 
drittes Integral möglich ist. Es bleiben also in der That der Euler'scbe 
FaU (Schwerpunkt im Äufhängepunkt), der Lagrange'sche FaR (sym- 
metrischer Kreisel) und der von Frau Kowalevski die einzigen, die der 
vollständigen Behandlung bisher zugängKch auid. Während der Beweis 
von Husson transcendente Methoden benutzt, ähnlich denen, die 
von Poincare zur Himmelamechanik entwickelt sind, hat neuerdings 
E...Burgafcti einen elementaren Beweis des Theorems gegeben, unter 
blorser Verwendung algebraischer Mittel (Dimostrazione della non 
esistffliza d'integrah algebrici . . ., Rend. del circolo matem. di Palermo, 
t. XXIX, 1910). Die beiden Beweise übrigens stützen sich auf einen 
schon von Poincare aufgestellten Satz (Les nouveUes methodes de la 
mecanique Celeste, t. I), dafs, ausgenommen im Fall des kräftefreien 
Kreisels, die Gleichheit zweier Haupträgheitsmornente Vorbedingung 
für die Existenz des dritten algebraischen Integrals ist. 

Da also keiae Aussicht ist, durch die Integration weiterer Sonder- 
fälle tiefer in das unbekannte Gebiet der Bewegungen des schweren 
unsymmetrischen Kreisels vorzudringen, wird um so mehr der Versuch 
qualitativer Diskussionen am Platze sein, der pag. 391 empfohlen war. 
Die in dieser Richtung bisher vorliegenden Ansätze beschränken sich 
auf die Behandlung kleiner Schwingungen, die sich, durch Störungen 
erregt, bekannten Bewegungen überlagern. Die kleinen Schwingungen 
eines unsymmetrischen Körpers um seine Gleichgewichtslage (bei vertikal 
nach unten gerichteter Schwerpunktsaxe), die sich bei Beschränkung 
auf die Glieder erster Ordnung natürlich ohne sonderliche Schwierig- 
keit behandeln lassen, untersucht M. Leeornu (Sur les petite mouve- 
ments d'un Corps pesant. Bull, de la Soc. math. de France, 30, 1902). 
Wir erwähnen die Untersuchung, da der Verfasser (unabhängig von 
der Stande'schen Arbeit) ebenfalls zur Aufstellung der Bedingung 
für die permanenten aufrechten Drehui^en gelaugt, und zwar in 
folgender abweichenden Fassung: Permanente Rotationsaxen können 
die durch den Stützpunkt gezogenen Axen sein, die die Eigen- 
schaft haben, für irgend einen ihrer Punkte Hauptaxe zu sein. Die 
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Identität dieser Bedingung mit der Stande'schen . läfst sieh leicht 



Bewegungen eines nahezu symmetrischen Kreisels behandelt 
M. Winkelmann (Zur Theorie des MaswelVechen Kreisels, Diss. 
Göttingen 1904) durch Aufstellung der „Störungen erster Ordnung" (in 
der Ausdrucks weise der Astronomie), wobei die Bewegung des sym- 
metrischen Kreisels als ungestörte zu Grunde gelegt wird, aUerdinge 
ohne bis zur Fehlerabschätzung oder Untersuehnng der Gfültigkeits- 
dauer der aufgestellten Gleichungen vorzudringen. Wir woUen endlieh 
noch auf die in Richtung der numerischen Durchführung weitergehende 
Behandlung der Kreiselprobleme in der astronomischen Litteratur hin- 
weisen, in der sich auch einzelne Ansätze zur näherungsweisen Behajid- 
lung des schweren unsymmetrischen Kreisels finden (z. B. Charlier, 
Eine neue Methode zur Behandlung des Rotationsproblems, Arkiv for 
Matematik, Kopenh^en, IV, 1908). 

Zu pag. 379. In der Fragestellung, die i^ beim Hefs'schen Fall 
To ran stellten, nämlich unter welchen Bedingungen es möglich ist, dafs 
der Impulsvektor dauernd senkrecht zum Sehwerpunktsvektor steht, 
sind, wie Herr Stäekel bemerkt (Math. Annalen 67, pag. 423), die 
einfachen Pendelungen von Körpern mit passend gewählter Massen- 
Terteüung enthalten, die Mlodzjejewskij (vgl. Fufsnote pag. 378) 
erwähnt hat. Unter Pendelung ist hier der Fall zu verstehen, in dem 
der Körper gerade wie ein physikalisches Pendel um eine horizontale 
Axe schwingt, während aber nur ein Punkt dieser Äxe unterstützt ist. 
Ans SymmetriegrOnden ist ersichtlich, dafs diese Bewegung immer dann 
eintritt, wenn der Schwerpunkt in einer Hauptebene des Körpers liegt 
und dem Körper zu Anfang eine Drehung nur um die dazu senkrechte, 
horizontal zu legende Hauptaxe erteilt wird. Die Bewegung fordert 
also eine Bedingung für die Massen Verteilung (Schwerpunkt in einer 
Hauptebene), drei für die Konstanten der Bewegung, Der Impulsvektor 
fällt hier dauernd in die auf dem Sehwerpunktsvektor senkrechte 
Hauptaxe, hat aber veränderliche Länge, während er bei den Staude'aehen 
permanenten Drehungen auch in eine feste Äse des Körpers fällt und 
konstante Länge behält. Bei der Ableitung der Hefs'schen Bedingungen 
war dieser Fall ausgeschlossen, da dort angenommen vrurde, dafs der 
Impulsvektor während der Bewegung einen beliebigen Strahl der (im 
Körper festen) Normalebene zum Sehwerpunktsvektor wirkUch bestreicht, 
während er hier in einer ausgezeichneten Geraden dieser Ebene dauernd 
verharrt. 
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1 ErggrUzungen. 



d&s 



Zu Kap. Tl. 

Zu pi^. 429. Die mathematisclie Seite der Theorie des sym- 
metrischen Kreisels, vom Standpunkt der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen aus, hat Greenhill weiter verfolgt, durch Untersnchimg ins- 
besondere solcher Fälle, in denen die duTch ^'-Quotienten dargeateEten 
Kreiselkurv en (Bahnkurven der Kreiselspitze, bzw. Herpolhodie oder 
ImpulskoTven) algebraische Kurven werden (z. B. Ännals of mathematicfl, 
5, 1904). 

Zu pag. 473. Herr F. Kötter bemerkt in der pag. 950 zitierten 
Schrift, dafs die Formeln (40), die die neim Richtnngskoainua bei der 
Bewegung des kräftefreien unsymmetrischen Kreisels durch Ö'-Quotienten 
daMteUeu, Veraehen enthalten. Es mufs in der zweiten Gleichung des 
Systems vor den Bruch der Faktor — i statt i treten, aufaerdem sind 
die fär c und c' angegebenen Formeln zu vertauschen, also zu setzen: 



»(«.+ i8)9(f) 



i «'-,-.) 



&{is — ie,' + (a)&{t + i 



IJm das 

Anm. au 



so korrigierte System gegen die Jacobi'sehen Formeln (vgl 
pag. 473) zu orientieren, stellen wir folgende Tabelle zu- 



Bezeichnung von Jacob i: 

H(0 

K, K' 



ß-\-iß' 
y + iy 



Unsere Bezeichnung: 



{a + il)e 






Eine formal einfachere Gestalt haben die Jacobi'sehea Formeln 
noch durch die Benutzimg der Funktionszeichen 0, H^ und 0j, die 
mit H in den bdiannten Beziehungen eteheu: 



H,(i)-H(t + a.), 



H(* + »-), 
e,(() - 6(i + «,). 
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954 Znsätae und Et^änzungen, 

Zu pag. 486. Der Mer beginnende zweite Beweis des Jacobi'scheiK 
Theorems ist schon früher von F. Caspary gegeben worden. Vgl. 
Darboax Bulletin (2) 13, 1889: Sur les expressions des angles d'Euler, 
de leura fonetions trigonometriquea et des neuf coefficients d'une eub- 
stitution orthogonale au moyen des fonetions theta. (Siehe auch unten- 
zu pag. 511.) 

Zu pag. 490. Zu der hier vertretenen Ansicht von dem kine- 
matischen Charakter dea Jacobi'achen Theorems Vgl. die gegensätzliche 
Auffassung von Herrn F. Kotier in der mehrfach zitierten Schrift. 

Zu pag. 505. Es ist zu beachten, dafs c^ hier in anderer Be- 
deutung gebraucht ist als auf pag. 503 und 506 unten und den 
folgenden Seiten. 

Zu pag. 511. Da die Weierstrafs'schen Vorlegungen (1879) nicht 
veröffentlicht wurden, tritt in der Litteratur die Anwendung der Para- 
meter a, ß, y, d auf die analytische Behandlung des Kreiselproblems- 
wohl zuerst bei F. Caapary auf, sowohl für den Fall des kräftefreien,, 
wie für den des schweren Kugelkreiaels. Caspary wird anf analytischem 
Wege dazu geführt, gewisse Theta-Quotienten zu betrachten, die unseren 
K, ß, y, 8 entsprechen und aie büinear ao zusammensetzen, dafs die 
entstehenden Ausdrücke die Euler'schen Gleichungen für die ßiehtungs- 
kosinua und Rotationskomponenten und die Orthogonalitätsbedingungen 
der erateren identiach befriedigen. Aufser der zu pag. 486 zitierten 
Arbeit sind noch zu nennen: Comptes Eleudus, 107 (1888), pag. 859, 
901, 937; 112 (1891), pag. 1120; Tgl. auch E. Jahnke, ibid. 126 (1898), 
pj^. 1126. Wegen der Beziehung der Parameter er, ß, y, S au der auf 
der Eugelfläche ausgebreiteten komplexen Variabein, die bereita Gaufa 
bekannt war (vgl. pag, 512), von Ttiemann neu gefunden wurde (vgl.. 
pag. 30), von Schwarz 1872 in der Theorie der hypergeometriachen 
Funktionen (CreUes Journal 75) und von Klein von 1872 an zuerst 
bei den Ikosaeder-Substitutionen verwendet wurde (vgl. pag. 30), sind 
die erforderlichen Nachweise an den angegebenen Stellen im Texte 
selbst nachzulesen. Von hier aus gelangte Klein dazu, die Parameter 
auch auf die Kreiseltheorie anzuwenden (vgl. Gottinger Nachrichten 
1896, pag. 3 and die auf pag. 518 zitierten Princeton Lectures, wo sie- 
auch für die Theorie des auf der Horizontalebene spielenden Kreisels 
Anvf-endung finden und unter Heranziehung der Theorie der automorphen 
Funktionen, worauf wir in unserer Darstellung nicht eingehen konnten,, 
zu einfachen Itesultaten führen). 
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Zusätze und Ergänzungen. 



955 



Zu Kap. VII. 

Zu p(^. 537. Wegen der Geschichte der Eeibungsge setze vgl. 
weitere Angaben, insbesondere über die ältere Litteratar bei P. Stäckel, 
Eneykl. d. math. Wiss. IV, 6, Nr. 6. 

Zu Kap. Tin. 

Zu % 9. Die Foucault'sebe Idee des Nachweises und der Messung der 
Erdrotation durch Kreiselversuche, die in dem Anschütz'schen Kreisel- 
kompaXs ihre vollendetste Ausführung gefunden hat, hat auch schon 
Föppl bis zur quantitativen Messung verfolgt (Sitznngsber. d. Ähad. 
d. Wiss. München, Bd. SXXIV, 1904, pag. 5 u. Phys. Ztschr. 5, 1904), 
während die ursprünglichen Foucault' sehen Versuche und die späteren 
von Gilbert von diesem Ziel noch weit entfernt blieben und die 
erstereu wohl noch nicht einmal qualitativ gesicherte Resultate er- 
gaben. Die Anordnung des Föppl'schen Versuches war der Anschütz'- 
schen nahe verwandt, nur wurde hier durch Aufhängung an drei 
Drähten die horizontale Gleichgewichtslage des rotationslosen Kreisels 
erreicht, die bei Anschütz durch ein Übergewicht erzielt wird. Der 
Kreisel wird wie der Kompafskreisel eine Richtkraft nach Norden 
Nto cos y sin ^ (vgl. p^. 857) erfahren, die ihn von seiner ursprüng- 
lichen Gleichgewichtslage abdrängt, während er durch das trifllare. 
Moment und die Torsionselastizität der Aufhängedrähte in diese zurück- 
strebt. Am günstigsten wird hier die ursprüngliche Ost -Westlage der 
Kreiselaxe sein (ip = 90"), er stellt sich dann in eine von il> -= 90" mefsbar 
verschiedene Lage ein, in der gerade die Richtkraft dem von der Hängung 
herrührenden Moment um die Vertikale das Gleichgewicht hält, so 
dafs bei bekanntem Impuls und ermitteltem Moment die ßotations- 
geschwindigkeit a der Erde bestimmt werden kann. Wie beim An- 
schütz'schen Kreisel ist es wesentlich, dafs drei Fi'eiheitsgrade, hier 
wegen der Nachgiebigkeit der Aufhängedrähte, vorhanden sind, und 
dals auch hier die dadurch bedingte „effektive Trägheit" (vgl. pag. 857) 
die Schwingungadauer verlängert; andererseits ist natürlich auch der 
elektromagnetische Antrieb von größter Bedeutung, der erst die ge- 
nügend lange Beobachtungszeit ermöglicht. Die Versuche wurden so 
angeordnet, dafs sieh Ausschläge von etwa 5" bis 8" ergaben, bei einer 
Schwingungsdauer von 6 Min. bis 8 Min. 
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Berichtigungen. 

pag. 13, Amn.: Statt „(. 18" lies „(. 16". 

pag. 14, Anm.: Statt „1865" lies „1857". 

p^. 18; Fig. 3 ist leider perspektiviacli mifBraten. 

pag. 60, Anm. **): Die hier citierte Arbeit Poinaot's ist auch. eracMenen in 
LiouTillea Journal eer. 1, t. 18 (185.1), p. 41. 

pag. 101, Z. 1 V. Tl.: Statt „die Länge" lies „das Quadrat der Länge". 

pag. 113, Anm. *•): Statt „1864" lies „1856, erachienen 1858". 

pag. 139, Z. 7 V, n.r Statt „gegen das feste und gegen das beweglidie" lies 
ngßgsn das bewegliche und gegen das feste". 

pag. 142, Z. 16 T. u.: Statt „1854" lies „1856". 

pag. 359, Z. 11 V. u.: Nach „sämtlichen" schalte ein „nicht eliminierten". 

pag. 378, Mitte: Im Staude'schen Fall ist der Grad der Paitibularisation um 
1 höher als in den anderen hier behandelten Fällen; es sind nämlich die 4 Forde- 
rungen zn stellen, daß zu Beginn der Bewegung eine Erzeugende des Staude'Bchen 
Kegels vertikal stehen soll, und daß der Rotations vektor in die Vertikale iUUt und 
eine festbestinunte Länge hat. 



' 418, Z. 14 V. i 



t..Hh 



lies „H(t)". 






pag. 429, Anm. *): Vor Jacobi hat schon Eueb in der pag.' 473 dtierten Arbeit 
schweren symmetrischen Kreisel mit elliptischen Funktionen behandelt. 



pag. 445, Z. 11 T. n.: Statt „| ( | < - 



lies „|t|>- 



2oj" 



' ^100 

pag. 433, Z. 8 V. 0.; Statt „des Impulses" lies „der Eotation". 
pag. 489, Anm. *): Der Jacobi'sche Satz wurde schon von Jacobi selbst ohne 
Beweis in den Monatsberichten der Berliner Akademie, 1850, veröffentlicht, 
pag. 617, Amn. *): Statt „434" lies „418, erste Ausgabe". 

pag. 616, Z. B Y. o.: Statt ^(^()"lieB "'""(^(1". 

,fieoB[A I „0 cos 1.4 J 

pag. 629, Z. 13 V. u.: Statt „v < V" lies „ii > F". 
pag. 728, Z. 17 v. u.: Statt „(C— J.)ci>ä" lies „{0—Ä)iap"- 
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dizita,t der eil. F. 413, «■-Funktion, 
eil. F. als »-Quotienten 418 f., Trana- 
formationstheorie der eil. F. 470, 
Uniformiaierung durch eil. F. 414, 
eil. F. zweiter Art 422, Integration 
Lamö'scher Gleichungen durch diese 
501 f. 

— Funktionen, An Wendungen ; 1 , Integrale 
beim schweren symmetrischen Kreise! 
223, 231 ; Umkehr durch eil. F. zweiten 
Grades 424, Parameter a, ß, y, 6 als 
eil. F. aweiter Art ersten Grades 416, 
transscendente Konstanten 428, Eahn 
der Kreiselspitae 431, eines beliebigen 
PunMeB433,s,auchParamet6r;2.kräfte- 
freier nnsjmmetriaoher Kreisel: Inte- 



gration der Euler'schen Gleichungen! 
455f., Parameter a, ß, y, 3 durch 
eU, F, zweiter Art dargestellt 468, 
Bahnkurven der Hauptaaen 469, Dar- 
stellung der neun Bichtungskosinua 
{Jacobi' sehe Formeln) 472, Herpolhodie- 
474; ttansscendente Konstanten 458^ 
462, 466, 3. auch Poinsotbewegung 
und Parameter-, 3. konjugierte Poinsot- 
bewegung, B, diese. 
EDiptdaität, ZuBaromenhacg mit der 
numerischen Escentrizität 600; der' 
Erde, ihre Bestimmung aus Präcession 
und Hutation 663 ; Superposition 
kleiner -en 601, 602; e. auch Gleich- 
gewiohtsflguren. 
Enej^ekriterium der Stabilität des- 
Gle.ichgewichts 366, bei Bewegungen 
368, 
Energieprinzip, Ableitung aus den Im- 
pulssätzen der Punfctmechauik 120,. 
aus dem Impulssatz beim Kreisel 219. 
Erdinneres, geophysikalische Theorien. 

686 f., 703. 
Erdrotation, Beer'sches Gesetz 189, Buys- 
Ballot'sches Gesetz 190; s. auch Pol- 
B chwankungen,Foucault' sehe Yersuche. 
Erdsphäroid , sein Anziehungspotential 
nur von den IVägheitemomenten ab-^ 
hängig 637. 
Erzwungene Schwingungen, bei elasti- 
scher Unterlage 610, Nutation, s. diese,. 
jihrHche Pol Schwankungen 707, beim. 
Schiffskreisel 805, 810f., der Laval- 
welle 889, 897. 
Euler'sche Gleichungen lS8f., 147, als. 
Ausdruck der Impulsgeaetze 140f., 160, 
Poinsot's Ableitung 144; Integratioa 
im kräftefreien Fall 149, Beziehung 
aur Theorie der Transformation s- 
gruppen 161. 

— kinematische Gleichungen, in ^, i/i, &■ 
geschrieben 45, in «, ß, y, S geschrieben 
43, Vorzöge der letzteren 161. 

— Periode der Polsohwankuogen 668.. 

— symmetrische Drehungsparameter 60. 

— unsymmetrische Winkel 17. 



Fahrrad 863f.; Einrad 864, Hochrad 864; 
Zweirad, seine Kinematik 867, 869, 
Lage der Lenkstange 867, 872, 877; 
Centriftigalkräfte und Kreiaelwirkun- 
gen 873, 873, kleine Schwingungen 
bei aufrechter Fahrt 876; Stabilimts- 
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gebiet SeS, 879, 880, Anteil der 
Kreiselwirkungen 880; F. als nicht 
holonomes System 867. 

5'ignienase 1. 

Fläohensata 112, s, auch Impuls sätzc. 

PlüBäigkeits widerstand 536. 

Plutreibung, ihre dämpfende Wirkung 
anf Polschwankiingeii 725 f. , Ab- 
dUmpliing der durck PolachwankuDgen 
erzengten Pluten 727. 

Foucaulfeches Gjroskop 2, 7S1. 

Foucanltsclie Kxeiselversuclie aum Nach- 
weis der Erdrotation 731f.; 1. Anord- 
nung mit 3 FreiheitagTSiden: Theorie 
midEritik737f.; Einfiufs des Gehänges 
und der Reibung 741f.; 3. Anordnimg 
mit 2 PreiheitBgraden 734, 746, Hori- 
BOntalBchwingnng 746 f. , Vertikal- 
Bchwingnng 749f,, beliebige Schwin- 
gungsebeiie 751, Einflufs der Reibung 
and des GeMnges 751, 753. 

Pourierentwicklung, FoimerkoefÖEienteß 
660. 

Galilei' Bches Trägkeitsgeseta 74. 

Qalton'ache Gesetze (für Reibung) 540. 

öanfs'ache Methode (für Säkularstötun- 
gen), Anwendung auf Präcession 636 f., 
Ausdehnung anf den gestörten Körper 
644, auf periodiBche Störungen 650. 

Gekoppelte Schwingungen 613, 800 ; 
Gesobwindigteitskoppelnng 801. 

Generalisierte Koordinaten 78, 91, Im- 
pulekomponenten für diese 78, 79, zu 
den EulerBchenunsymmetriBchen Win- 
keln 107, 109, Dentung mechanischer 
Probleme im n dimeösionalen Baume 
609 ; a, auch Lagrange'sche Glei- 

Geodätisebe Bahnen 348. 

G«radlanfapparat, 8, Torpedo. 

Gesehwindigkeitskoordinaten, als Ab- 
leitrang der lebendigen Kraft nach 
Impulskoordinaten 76. 

GÜbert'aches Barjgyroakop 75Sf 

Gleichgewichtsaufgaben, statisch nnbe- 



Gleichgewichtsfiguren (ellipsoidisGlie), 
einer schweren rotierenden Plüssig- 
keitskugel 689, einer elaatiachen 
Kugel 692, einer schweren elastischen 
Kugel 696, eines spannungsfrei ro- 
tierenden aebweren elastischen El- 
lipsoids nach Aufhören der Rotation 



961 

Gleiohmäfsiges Estremnm 359, 

Grenzkreise der Bahnkurven beim sym- 
metrischen Kreisel, Gleichung dritter 
Ordnnng für diese 389 f., Fall der 
reg. Präcession 261 ( qualitativ 200. 

Gyroskop, Foucault'sehea 2, 736, Baro- 
gjroskop 753. 

Gyro 3kopischer(künsÜioher)Horizont919. 

Gyroskopische Glieder 367, 771, 801, ihre 
konservative Natur 809. 

Gyrostat 771. 



Hanptträgheitsaxen 101 

Drehung beim kräftefreien Kreisel 128. 

Hanpträgheitsmomente, Beschi^nkungen 
für diese 100. 

Herpolhodie 13, Ausdruck durch a, §, 
Y, @ 44; beim kräftefreien Kreisel, 
eben 124, beim symmetrische Kreisel, 
sphärisch 235, Berechnung durch ellip- 
tische Punktionen beim symm. Kreisel 
437, bei Poinaotbewegung 474, 482. 

Hefs'seber Fall (beim schweren unsym- 
metrischen Kieiael) 379f., Vergleich 
mit Pendel 382, Integration 388f. 

Horizont, gyroakopiacher 919. 

Howelltorpedo, s. Torpedo. 

HyperelHptisohe Integrale 518, nähe- 
rungsweise Umkehr im Reellen 520f. 

Ikosaeder 30, 

Impulavektor 72f; Impulsschraube beim 
starren Körper 93 761; Impulakom- 
ponenten für generalisierte Koordi- 
naten 77, 78f, für Rotation 95, 107, 
109; kinetische Impidsgesetze (New- 
ton'sche Gesetze) 74, 77, llOf., 762, 
Euler'sche Gleichungen al^ Ausdruck 
für Impulsgesetze 142; Impulskon- 
stanten beim symmetrischen Kreisel 
200, beim unsymmetriacben 375; Im- 
pulHkurvel23,130,beim.Bjmmetri8cken 
Kreisel 216, 217, in elliptischen Funk- 
tionen 438; verschiedeEe Kreisel mit 
gleicher Impulskurve 232. 

Inneres (skalarea) Prodnkt 61. 

Integrable Fälle der Bewegung des un- 
symmetrischen Kreisels, s. diesen. 

Inverse Orthogonaltranslbrmation 30, 31. 

Jacobi'sche Funktionen 418, Jacobi'sche 
Formeln bei Poinaotbewegung 472, 
Jaoobi'scbes Theorem über konjugierte 
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M2 Sachre 

Einematik 7. 

-Kinematisciie Buler'ache Gleicliuiigen, 
s. Euleracke. 

Kinetik 7, 69f. 

Kleine Schwingongen 364, StaTDÜitätB- 
kriterittm hieraue abgeleitet/ Kritik 
STlf.; um die aufreckte Kreisel- 
bewegung, FehlerabBckätaung 327 f., 
365. 

Knotenlinie 17, aBtroaomiache Bedeutung 
634, e4ä. 

ITomplexe Ebene 893. 

Konforme Abbildung 408. 

.Kompars, s. KreiaeLkompaTa. 

Jfonischs Pendelung 932, 8. Ballistik. 

Konjugierte Poinaotbewegungen 476 f., 
Eonstanten der konjugierten Bewegung 
478, Eelativbewegung der konjugierten 
Bewegungen 484, Identilät mit Be- 
wegung des schweren Eugelkreisela 
(Jacobi'scber Sata) 485, binärer Be- 
weis (durch a, ß, y, ä) 488, Jacobi's 
Beweis 488. 

Konservative Störung 347. 

Konservatives System 809. 

Kontragredientes Verhalten der Kraft- 
und GeBcbwindigkeitskoordinaten bei 
Transformation 79, 93. 

Koofdinaten des Kteisek, unabhängige, 
8. OrthogonaltransformatioD und Para- 

Kowolevski'Boher Fall der Ereisel- 
bewegnng 376. 

Kraftbegriff 69, Kraft als Vektor 71, 
Zusammensetaung der Kräfte 81, 
Ableitung durch Addition der Ar- 
beiten 89. 

Eräftefreier sjmmetrischer Kreisel, seine 
allgemeine Bewegung reguläre Prä- 
cesaion 126, Bedingung för aufrechte 
Präcessionsase 163; Einflufs des Luft- 
widerstands, Unterscheidung Ai C 
588, 590. 

Kräftefreier unsymmetrischer Kreisel, 
B. Poinsotbewegung. 

Eräftepaar 82. 

Eraflsckraube 85. 

Ereisef, Definition 1. 

Ereiselkompafs von Anschütz, aUgemeine 
Theorie 847f., Kreisel Wirkungen 864, 
Sohwingungsgleicknng, effektive Träg- 
heit und Eichtkraft 856f.; linfinfs 
von Schiffsbewegungen und -beschleu- 
nigungen 851 f., 858, Schwingungs- 



dauer 853, 867, Ausführung, Dämpfung 
861. 

Kreiselspitze 198. 

Kreiselwirkung (De viations widerstand) 
173, 311, 763, bei schiefen Axen 764, 
strenger Ausdruck 764, ihre Richtung 
B. Faralleliamus , Ableitung aus La- 
grange'sehenGleiehungen 770; Schema 
der Stabilierung durch K. 763; K. 
bei speziellen Systemen, b. diese. 

Kritische ümlaufszabl der Lavalwelle 
896, 898, als Eesonanzphänomen 889, 

Kugelftmktionen 692. 

Kugelkreisel, kinetische Analogie Kum 
Massenpunkt 134, reziproke Bewegung 
wieder Ereiselbeweguug 286; E. als 
Repräsentant für beliebigen sym- 
metrischen Kreisel 234, Integration 
beim schweren K. 238. 



Lagrange-Dir ichlet' Bobes Stahilitätskrite- 
rium 355. 

Lagrange' sehe Gleichungen erster Art 
157; zweiter Art 81, für den symm. 
Kreiael 156, 220; gemischter Art 158, 
in a, ß, 7, S 493, in A, B, C, D 494, 508, 
Analogie zum 4-dime»sionalen Pendel 
496f, B. auch generalisierte Koordi- 
naten; Kreiselwitkung aus L. Gl. ab- 
geleitet 770. 

LamiS'acheGleichungen, Integration durch 
eil Punkt zweiter Art 601 f., a, ß, 
y d als kanonische Lösungen Lam^- 
scher (rleichungen 499, 508. 

Langsame Bewegungen (Methode der 
quasistationaren Bewegungen) 694. 

Lavalturbine 884, Lavalwelle 885, Seihst- 
emstellung und kritische ümlaufszahl 
88Gf., 897 f., als Besonanzphänomen 
889, 899; Kreisel Wirkungen bei der 
freischwebendon Welle 893. 

Lebendige Kraft = Arbeit des Impulses 
76, 95, Geschwindigkeitskomponenten 
und Impulskomponenten als ihre par- 
tieUen Ableitungen 76, 78f. 

Luftschiffe, störende Kceiselwirkungen, 
Stabilierung 921. 

Luftwiderstand, Einflufs auf den kiMte- 
freieu Kreisel 688, 690, auf schweren 
symm. Kreisel 592f.i Newton'sches 
Reibungsgesetz 926, L. bei bewegten 
Körpern als Summe der Einzeldrucke 
929, 8. Ballistik. 
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,Mftc Laurin'Behea Bllipsoid 689, Clai- 

lant'aclie Formel 691. 
JttaBBentrauBporte, s. PolBchwaukuagen. 
MaKweU'Bciier KreiBel 14. 
MetacentaischB Hölie 798. 
^mimalkegel, FaTameterdaxetellung 23, 

TranBformatioQ in sich. 24. 
Momentane Gtesobwindigkeitsändernng 

(Impnls) 13. 
Hondanziehung, ihr sähilaceB Moment 

auf das Erdaphäroid 640, 656, Beitrag 

zur Erdpiaceasion 642. 
Mondknotenbewegung, durch Sonnen- 

anziehung 643f., Umlaufszeit 645, Ein- 

flufs der Erdanziehung 646 f., perio- 

dificher Einflufs auf Erdbewegung 

(Notation) 654f., 659. 
MondmasEe, Bestimmung aus der Prä- 

ceGGionedauer der Erde 663. 

Sewton's lex prima 74, les aecnnda 74, 

762. 
Nicht holonome Systeme 867, 906. 
NumeriBche Berechnung 369, elliptiBcher 

Integrale 360f,elliptiBoher Funktionen 

440 f. 
■Numerische Excentrizitat 600, 
Nutation (astronomiache ^= erzwungene 

der Erde) 649f., ihre Entstehung durch 

Mondknotenbewegung 654, 659 f, ihre 

Terwertung zur Beatimmung der 

EUiptizität der Erde 663. 
'Nntation, freie, s. pseudoreguläre Prä- 

cession, Polschwankungen. 

Orthogonale IVansformation 16, unab- 
hängige Parameter (Euler'aehe un- 
symmetrische Winkel) 17, durch li- 
neare l'raiiBformatiün einer komplexen 
Variahein dargestellt 23f., Binärpara- 
meter K, ß, y, S 31, 38, Quateinionen- 
parameter A, B, C, D Sl, S8, ortk. 
Transf durch Quatemionenmultiplika- 
tion dargestellt 63t'.; inverse Ortho- 
gonaltransformation 30, 31, s. Fara~ 
meter, Quaternionen. 

Parallelismns der Drehasen, Tendenz 
Kum gleichsinnigen 733, 763; Eichtnng 
des Deviations Widerstandes 173. 

Parameter a, ß, y, 3 der Drehung 31 f., 
ihre projektive Bedeutung 34f., 28, 
ftmktionentheoretisohe Bedeutung 39, 
BMÜmmnag der Drehaxe 33f., Pol- 
hodie 43, Herpolhodie 44, Euler'sche 



kinematische Gleichungen 43, 151 ; 
symmetrischer Kreisel : elliptisehe 
Normalintegrale dritter GJattung fflr 
lg c . . . 331, 408, 406; P. ak ellip- 
tische Punktionen zweiter Art ersten 
■Grades 415, 420f , 426, 428, L^rajige- 
Bche Gleichungen für a, ß, y, 3 493, 
499f., 508, E. diese; Poinsotbewegung: 
P. als ^-Quotienten 463, 464, 468. 

Pendel 202, spkäriaches 209, Hefs'scher 
Fall als Erweiterung 382f., im vier- 
dimensionalen Raum, Analogie zum 
Eugelkreisel 494f. 

Periodizität a24f., 517, s. auch ellip- 
tische Funktionen. 

Periodiaehe Störungen 306, Ausdehnung 
der Gaufs'schen Methode 650. 

Permanente Rotation, des kräftefreien 
Kreisels 128, 129, 132, des schweren 
symmetrischen Ereisela um die Verti- 
kale 316f., StabilitätsTerbältnisse bei 
starkem und schwachem Kreisel 318 f., 
325, als asymptotische Bewegung 334f., 
336, kleine Schwingungen 327f., 365 f.; 
des schweren unsymmetrischen Exeisels 
(Staude'Bcbe Drehung) 387 f. 

Poinsotbewegung (kräftefreier Kreisel), 
kinematische Darstellung 121, Impuls- 
kurve, Polhodie 124,lS0f., Herpolhodie 
ebene Kurve 124, permanente Rota- 
tion 128 f, Integration der Euler'sohen 
Gleichnngen 149, 455 f, a, ß, y, S als 
«■-Quotienten 461f., 464, 468, trans- 
szendente Eonstanten 468, 462, 466, 
Bahnkurven der Hauptasen 469, Ja- 
cobi'aohe Formeln (für Eichtungs- 
kosinus) 470f., 472, Herpolhodie 474, 
482; konjugierte Poinsotbewegung, s. 

PoiuBot'ache Konstruktion des Impulfl- 
vektora 101 f., beim symmetrischen 
Kreisel 106. 

Polltodie IS, aua den a, ß, y, ä be- 
rechnet 43, bei Poinsotbewegung 124; 
ebene Kurve beim Bjmmetrisehen 
Kreissl 217; durch elliptische Punk- 
tionen dargestellt 436. 

PolBchwankungen, Beobacktimgen 673, 
678, 682, ala freie Mutationen 599, 
664, 665, 667, Euler'sche Periode 668, 
Ghandler' ache Periode, Erklärung durch 
Elastizität der Erde 688f, 700, De- 
formation der ErdoberäUche 704; er- 
zwungene P. von jahrlicher Penods 
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964 Sa«iire 

189, 707, 709, 711, 7i6; cjtlische 
Masaeiiiraiispoite 716, meteoiologiscie 
MaBaentransporte 714, 722, dämpfeude 
Wiikung der Flutreibung 726f., 727; 
räuDÜiebe Bewegung der Rotationa- 
aie 667. 

Populäre Kreiselliteratur 3071 

Potentielle Energie 117. 

PräeeBsioD, astronomische (der Erde), 
}[inematiseli 50, 634; kinetisch, ÄH' 
Wendung der Gauü'sehen Methode 
für gäkularstöningen 636f., An- 
ziehungspotential des Erdsphäroids 
6S7, säkulares Moment von Sonne 
und Mond auf die Erde 840, 666, 
Verhältnia beider 642, Präcessions- 
geBchwindigkeit 641, Bestimmung der 
Eüiptizitäti der Erde und der Mond- 
ma,B8e 663; Enckgang der Mondknoten 
als PräoeBsion 643 f., 646 f, 

Präcession, psendoregnlSj^e 309, Beob- 
achtung 291, gualitative Erklärung 
294 f.; analytische Näkerungsdar- 
Btellung 276, 283f., 300f., Präcewions- 
geschwindigkeit 287, 302, Charakter 
der Nutationen 276, 287, 305, bei 
kleinem Präcessionskreis 338f., 341; 
des Spielkreisels 519f., 526; bei elas- 
tischer Unterlage 613; konische Pen- 
delung rotierender Langgeschosse 933. 

Präcession , reguläre , Einematik der- 
, selben 47, progressive und retrograde 
48, weitere Unterteilung 62, 63, gleich- 
förmig beschleunigte Präcession, als 
oskulierende beliebiger Bewegungen 
64, 55, 171; reguläre Präcession als 
allgemeine Bewegung des kräftefreien, 
Bymmetrisohen Kreisels 125, 153, 604, 
EinfluTs der Elastizität 605 f.; beim 
schweren symmetrischen Kreisel: De- 
viation s widerstand 175, Bedingangs- 
gleichung 177, 362, 279, langsame 
und schnelle 17S, Stabilität 288f, als 
singulare Lösung 2S1. 

Praktische Stabilität 325. 

Prinzip der virtuellen Terriickimgen 91, 
von D'Alembeit 167. 

Psendoreguläre Präcession, a, Präcession. 

Punktmechanik, ihre Verwendung in der 
Kreiaeltheorie 315, im mehrdimensio- 
nalen Raum 509. 



Qualitative Methoden der Meohanik 
376f.; qualitative Diskussionen beun 



symmetiiBchen Kreisel 197 f., 248f., 
294f.,deiBeibungseinflüBse560f.,6iaf. 

Quantität der Bewegung (Impuls) 74, 762. 

Quatemion 21, als Drehatceckung 68, 
komplexe Darstellung, Tensor, vek- 
torieller und skalarer Teil 58, Vek- 
toren als Wendestrecknngen 69 ; Zu- 
sammen setaung 57, .= Multiplikation 
60, orthogonale Transformation durch 
Multiplikation von Quatemionen 62f., 
Bedeutung der Quatemionentheorie 
65 f., Bamüton'sche Bezeichnungen 
68, 66, 3, auch Lagtange'ache Glei- 



Raddampfer, Rolle der Kreiselwirkungen 
914. 

Reaktionskraft des Unterstütz ungs- 
punktes 86, 649. 

Eeguläre Präcession, a. Präcession. 

Reibung 633f., fester Körper, Coulomb- 
acbe Reibungsgeaetze 537, Eeibungs- 
koefSzienten 538, rollende R. 543, 
bohrende R. 645; eiperimenteUeUnter- 
anehungeuj Galton'aehe Gesetze 538, 
640 ; Reibungsarbeit bei komponierten 
Bewegungen 676, beim Kreisel 547f., 
583; Aufrichten der Pigurenase 553f, 
analytisch 558f.; bohrende E. beim 
Kreisel 556; R.beimSpielfcreiaeleiBf., 
628, 630, Einflufs der Kieisekpitze 
633, bei den Poucault' sehen Versuchen 
743f., 761f.; Plflsaigkeitareibung 636, 
Schmienaittelreibung 646, Newton- 
Boher Reibungs widerstand der Luft 
925, s. auch Luftwiderat and, Ballistik. 

Relativbewegung (zur Erde) 184, 737f. 
847 f. 

Riemann'sche Fläche 394f,, 467. 

Rotationsase , Rotationsvektor 11, 13, 
durch Ä, B, G, D und «, ß, y, S be- 
atimmt 33f,, Nebenaxen 38. 

Eotationskomponenten, Euler'a sym- 
metrische 46, 60, als nicht holonome R. 
46, 159; Buler'e unsymmetrische als 
holonome R. 46; Znsammenhang mit 
Impulskomponenten 96, 98, 101 ; s. auch 
orthogonale Transformation. 

Rotations Symmetrie, geometrische und 
mechanische 106. 

Säkulare Bewegung 306, SäkolarstÖrung, 
Gaufs'ache Methode 634, säkulares 
Moment von Sonne und Mond auf die 
Erde 640, 666. 
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Schiffakreisel (Schlick'achet) 795; freie 

Schwingungen, Koppelung durcb 

Kieiselwirkungen 799f., Haupt- vmA 

Nebenachwingung 801f., Disaipationa- 

funktion 801; i^iiere Diskussion Snf., 

gnnstiges Mafa für Kreiaelimpiila, 

Bremse und FrequenzverliMtnis 824, 

826, 831, 835; Einflufs auf erzwungene 

Soliwingungen 806f., 811f.; Tersucha- 

ergebnisse 837, 839, Eoppelnng mit 

Stampfschwingungen, Skutsch'scher 

Doppelkreiael 842f., Materialhean- 

apruchung 844; BeBsemetkreiael 794. 

Schleifen der BahnturTen 312, 257, 258. 

Schmiermittebeibung 546. 

Schrauhen, Beweg ungaschraube 9, 47, 

Kraftschranbe 85, Stofa seh raube 88, 

Moment zweier Schrauben aufeinander 

103. 

Schwacher Kreisel, im Gegenaatz znm 

starken 249, 257 . Bedingnng für 

PrElcefision 251 , Labilität der auf- 

recbtenBewegcuig321f., aajmptotieclie 

Bahn 334f 

Schwebehahn, Bolle youKreiaelwiifcungen 



901. 

Sehwerpnnktssßtz 112, s. auoh Impuls- 
Seitenabweichung rotierender Lang- 

geachoaae 933, 934. 
Skalares Produkt (inneres Produtt) 61. 
ßpielkieiael (auf der Horizontalebene 
spielend) 612f., Integration 612f., 
Periodizität 518, naberungsweiae Um- 
kehr der hjperelliptiachen Integrale 
620f.;pfleudoregnlärePräceBaionöl9f., 
526; 8. mit Reibung 619, Aufzeich- 
nung der Bahn 620f., Schwerpnnkta- 
bewegung 627, Aufrichten oder Senken 
der Pigorenase 628f, 630. 
Spitzen in den Bahnkurven 305f., 247, 

255. 
Stabiüerung labiler Systeme durch 
Kreiselwirkungen 135, 199, 767f., auf- 
reohte Bewegung des symmetrischen 
Kreisels 318f., 371f, Thomson'aober 
Satz 771, 306; Torpedo - Geradlanf- 
apparat 786f., Fahrrad 865f., 879f., 
Einschienenwagen 905 , an Kurven 
912; S. der LanggeschoBse 931f. 
Stabilität, Definitionen 343f., 350; theo- 
retische und praktiache 325, Eouth- 
Bches Enei^iekriterium 358, für cy- 
klische Bewegungen 361f, Kriterium 



>ister. 965' 

ans kleinen Schwingungen 371 f.; 
Stabilit^ts Verhältnisse der permanen- 
ten Drehung 139, 318f., S71f., der 
regulären Präceaaion 288f., Einflufa 
des Luftwideratandes 592; s. auch 
Stabilierung. 
Stabilitätsgrade 325, 358. 
Starker Kreisel 249, Spitzenkurven 257, 
Stabilität der aufrechten Bewegung 
321 f., 
Statik dea starren Körpers 81f. 
Staude'sche Drehungen 387f., Stande- 
scher Kegel 388, s. auch permanente 
Eotation. 
Stereographiache 'Projektion 29, 199. 
Störungstheorie 649, Entwicklung der 
StOrungafunktion 660, s. auch Säkular- 
störung. 
Stofskraft 70, Stofschranbe 88. 
Symmetrische Drehungspsiranieter (von 

Enler) 60. 
Symmetriacher Kreisel 1, 104, Modell 
105, Bahnkurven 197f., Integration 
216 f., Ersatz durch Kugelkreiael 234, 
Darstellung durch elliptische Funk- 
tionen 414f., Jacobi'scher Satz 485, 
a. Bahnkurven, eUiptische Funktionen, 
Präcession, Stabilität usw. 



Theoretische Stabilität 325 

Thetafunktion 418, Theta<iviotienten 
(eil. F. erster und zweiter Art) 4211, 
numerische Berechnung dei O'-Beihen 
441 f., Konvergenz 444f , praktiache 
Bedeutung 454; Transformation 442, 
s. auch elliptische Punktionen 

Thomson'scher Sata über Stabilierung 
durch gyroskopiache Glieder 771, ^U6 

Torpedo, Howell- 791, Stabilierung 793, 
Kritik 79af.; Whitehd&d- 782f., Ge- 
radlau fapparat 784, Torpedokreisel 
785, Theorie der Stabilierung 786 f., 
790. 

TrUgheitsellipsoid 99, beim symmetri- 
schen Kreisel 104 , weitere Unter- 
teilung 104, 

Trägheitsgesetz (Newton's lei prima) 74. 

Trägheitsmomente, Trägheitsprodukte 

Trägheitawideratand 163, 165, 169, s.auoh 

Deviationawiderstand. 
Transformationatheorie der elliptiachen 

Funktionen 47, der fl--FunkUonen 442. 
Transformationsgruppen 161. 
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Vektorrechuimg 56. 

Terzweigungspimite, Vera wei gungslinien 
bewegung 466. (auf Riemann' sehen Flächen) 395. 

Tnrhinendaiapfer, Lagerbeanspruchung 

durch EreiBelwirkimgen 917. Wellenwiderstand (als BesUndteil dea 

TT jiv 1 1 1 - T^ T. an f\ i Luftwiderstandes) 935, bei bewegtem 

Unendbch kleine Drehungen 39, Quater- ' ' ° 

nionenformeln 40, Ziisammeiisetzungia, .^^ , , , * „ 

,ifnr™id<.,Tn«^ durnh elH..ti.eh8 Funk- ^f"'*!«^'^,'^''« 69- 

Whitehead-Torpedo, a. Torpedo. 



Uniformisierung durch elliptische Funk- 

Wiecherfache Theorie dee Erdinnem 703. 



UnEymmetris eher Kreisel, Integrale 375; 

integrable FHUe 376f.: Kowalevski'- 

scher PaU 376, Hera'scher Fall 378f., Zeeman-Effekt 809. 

Staude'aokerFall 387; bei allgemeinem ZusammensetunngvonKräftenamstarrea 

Eraftgesetz 377. Körper84, durch Addition Ton Arbeiten. 

Untergruppe 161, s. .Euler'sche Glei- abgeleitet 89; Z. von Drehungen (und 

chungen Drehstreckungen) föi Parameter a, ß, 

y, ä 32, A, B, C, I) 33. 67, durch 

Vektorielles Produkt (äufseres Produkt) Quatemionenmnltiplikation 60; Z. 

61, 139, ^^ Zaaammensetzung von von Wendeatreckungen = Tektorpro- 

Wendestreckungen 61. dukt 61. 
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Borelj Dr. E., Profeesor an der Sorlionne zu Parie, die Elemente der Matiemittik. 

Ig 2 Bänden. Deutsche Ausgabe beäorgtyonP, St'äckel,ProfeaBoriii Karlsruhe i.B. 

I.Band: Arithmetik and Algebra. Mit 5? Pignrainiiid 3 Tafeln. [KVIu.JBlS.) gr. 8. IMS. 
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Burkhardt, Dr. H., ProfesBor an derTechnisehen Hochschule Mflnclien,7otleBiingen 
über die Elemente der Differential- und Integralrechnung zur Be- 
schreihcng von Naturerscheinungen. Mit 38 Figuren. [3JI u. 262 S.J 
gr. 8. 19Ü7. In Leinwand geb. JC 6.— 

Entwicklungen nach oazillierenden Punktionen undlntegration 

der Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Bericht, er- 
stattet der Deutecheu Mathematiker -Tereinigung, [XII, III u. 1804 S.] gr. 8. 
1908. In 2 Halbhänden geh. je n. J(. 30.— [RegiBterband unter der PreasaJ 

Cranz, Geh. Eegiernngarat Dr. C, Professor 



.z, fieh. Kegiernngsrat Ur. C, Professor an 
CäiBrlottenburg. Lehrhuoh der Ballisti 



I: AnBere Ballistik oder Theorie der Bewegung des Geechoasos tod der Mtludnog d< 
"Waffe ab big zum Eindringan in das Ziel. Gleiehzellig 2. und Tüilat&ndig mngearheitel 
Auflage den Eompondiuma der theorellBcbsn SuCeren BalUeti^ t. 183«. Mit 1^8 FignTOi 



rv. — Atlas an obigen Teilen, [Unter der Presse.] 

Cziiber, Hofrat Dr. E., Professor an der Technischen Hochschule au Wien, Eir 
führung in die höhere Mathematik. Mit 114 Piguren. [X u. 882 S.j gr. ; 
1909. Geb. n. M. 12.— 



Friclte, Geh. Hofrat Dr. R,, Professor an dar TechßiBchen Hochschule bu Braunschweig, 
kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren 
Mathematik mit Berflcksichtigung der Anwendungen. Analjtisch- 
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Piguien. [IX u. 520 S.] gi-. M. 
1900. In Leinwaud geb. n. Jt U.— 

[Der n. (SoUufi-) Teil aber Algebra und Geometrie ist in Vorbereitung.] 

Fulurmann, Geheimer Hofrat Dr. A., weiland Professor su Dresden. Aufgaben, 
aus der analytischen Mechanik. Übungsbuch und Literaturnachweis für 
Studierende der Mathematik, Physik, Technik usw. In 2 Teilen, gr. 8. Geb, 
Einzeln : 
I. TeU: Aufgaben bue der anaiytit 
mehrte Aofloge, Mit U 7igarei 
n. — Aufgaben aus der analylischoB Dyi 
TermehrlB Auflage. Mit Figuren. fVI n. " 

Grimselil, Dr. E., Direktor der Oberrealschule anf der ühlenhorat aa Hamburg, 
Lehrbuch der Physik. Große Ausgabe. Zum Gebrauch beim Unterricht, bei 
akademischen Vorlesungen and aum Selbststudium. Mit 1091 Figuren, 2 farbigen 
Tafeln und einem Anhange, enthaltend Tabelleu physikaliEcher Koustanten und 
.Zahlentabellen, [Sil n. 1062 S.] gr. 8. 1909. Geh. n. M 16.—, in Leinwand 
geb. n. Ji 10.- 





Bter KOrper. 3. ^ 




J 1904. Geb. n. JC 




Ic fester Körper. 


üsa s-i 


ie«S. Geb. n. ^- 
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idierende und Lehrer. 2 Teile in 4 Bänden. 



n E. Nstto. pn T 



Di« „GrnndlehTen dei Ikiftthemaäk" sind als ein dem heutigen Staude der Wiseensotiaft ent- 
iprechendes OeeenatHck zu B. Bsltzere ,rE!lleiaen1«n der M&thomBlik" gedsieht, Sie bilden kern Hwdbmjli, 
ji dem aller Irgendwie wiaaenswerf« Stoff aufgeapelolieiC wuide^ sondern Bie sind in erster Linie dem Unter- 
richte und zwar auch dem Selbetmitcrricht gewidmet. Tieferen FrageiL Haehen sie d-nzch gelegentliob« 
änsbUcke gerecht zu werden. Nieht mindei soll aucli den historischen Interessen Bechnung getragea 
HsrdeD dori^h die Angabe der vlchtigBteii Momonia In der zeltUeben Entwicklung der einzelnen Theories. 
lird der iwelte Teil In freier SarateUnng den Grundlagen, Grrandztlgen imd O-cund- 

~..j, .:._._.. ._._ j-^j erstenBando (VarfMBerE.Tbleme) erlalten die .Elemente", 

tie der Ebene, gerade durch das sorgfältige Bingeheu. auf das 



wobei mit Kiioksicht auf denxurTerfttgnng steheiidenBa 

.pennefaerg. Geheimer Hofrat Dr. L., Professor an der 
Earlsruiie, Lehrbucli der graphiachen Statik 
[In, Torbeteitung.] 

iHetm, Dr. K., Professor an der Technischen Hochsohiile zu Karlsruhe, die kine- 
tiseiien Prohleme der wissenschaftliclien Technik. Mit 18 Pignren. 
A. u. d. T.: Jahresbericht der Deutsohen Mathematiker -Vereinigung IX, 2. 
[VI u. 123 S,] gr. 8. 1900. Geh. n. M 4.— 

und Er.v. Mises, Assistent an der k. k. Technischen Hochschule zu Brunn, 

die kinetischen Probleme der modernen Maschinenlehre, gr. 8. In 
Leinwand geb. [In Vorbereitung.] 

Höfler, Dr. A., Profeaaor an der Universität Wien, Didaktik des mathematiachen 
Unterrichts. A.u. d.T.: Didaktiache Handbücher für den realiatischen Unterricht 
an höheren Schulen. Heransgegeben von A, Höfler nnd P. Poake. Band I, 
Mit 2 Tafehi nnd 147 Figuren. [XTIH u. 509 S.] gr. 8. 1910. Geb. n. ^ 13.— 

.KiUiag, Geheimer Eegierungsrat Dr. W., Professor an der Universität Münster i. W., 
und Dr. H. Hovestadtj Professor am Eealgjmnasium au Münster i. W., Hand- 
buch des mathematisehen Unterriehta. 2 Bände. L Band. Mit32Pigiiren. 
rvm u. 456 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. n, M 10.—. [Bd. IT ei'scbeint 
im Herbst 1910,] 

Das Werk wül einem doppeltsn Zweck dienen: der Termlltliing zwisclien WiBBenaolmlt und 
IJnterricht sowie der Auswaiil pausender metliodiscber Lcliigjknge. Die Terfssser sind der Anstellt, dsB 
.der Untarrieiit leide, wenn seine Bezielinngen zur WlBBBnachaft sich lockern. Dagegen liefert eine genau« 
Eenntnla der G-rundUgen der elementaren Mathematik -wasentliehe Gesichtspunkte für den Uinterrleht. 

TerBohiedener Methoden gegeneinander ab^ damit der Lehrer mit klarer Erkenntnis auswähle, waa Belüer 

Persünliclikeit und dem Standpunkt der Schfller am besten entspricht. 

"Kirfi bTi "ff, Dr. GuataT, weiland Professor der Phjaik an der Universität Berlin, 

Vorlesungen über mathematiache Physik. 4 Bände. Mit Figuren, gr. 8. 

Geh.. n. M. 39.—, in Leinwand geb. n. M. ^1 .— 
Einzeln : 

I.Band. Meohanik. 4. Aullage von Dr. W.Wien, Professor an der UniverBltSt WUrzbuig. 
[K n, .164 S.] 1SS-. Geh. n. M. 13. — , in ielowand geb. n. M, IB.— 
" "" ~ " ~ . KnrtHensel, ProfesBor an der UnlTerBltBtMarburg. 
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ein, Geheimer Regierungsrat Dr. F., Professor au der Universität Gtöttingea, ai 
graphierte Vorleeungatefte. 4, Geh. 
Höhere Geomotrle, AusgearliBltBt toh Fr. aohUllug. UnTeTHnderter Abdmok 1907. 






U.E. Edeoke, über angewandte Mathematik und Phyaik in ihrer 

Bedeutung fnr den Unterricht an den höheren Schulen. Nebst Er- 
läuterung der bezüglichen Göttinget UniTersitätseinrichtuagen. 
VortrSge, gehalten in Göttiagen Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferienkurses 
für Oberlehrer der Matheraatik und Physik, Geaammelt von F, Klein und 
B. Eiecke. Mit einem Wiederabdruck verschiedener eiiMoblägiger Aufsätae 
von F. Klein. Mit'84 Figuren im Text. [VI u. 252.8.] gr. 8. 1900. In 
Leinwand geb. n; M 6.— 

Kohlrausoh , weil. Dr, F.j in Marburg, Torm, Präsident der pLyBikalisch-techniachen 
Reiebsanstalt zu Charlottenbnrg, Lehrbuch der praktischen Physik. 11., 
stark verm. Aufl. Mit 400 Figuren, [XXXII u. 736 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand 
geb. n. M. 11.- 

Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 2,. Tcrm. Aufl.(6.— 10. 

Tausend.) Mit zahlreichen Figuren. [XVIÜ u. 268 S,] gr. 8. 1907. Geb-n. Jt4.— 

Koenigsberger, Geheimer Bat Dr. Leo, Professor an der Universität Heidelberg, 
Hermann von Helmboltz' Untersuchungen über die Grundlagen der 
Mathematik und Mechanik. Mit einem Bildnis H. v. Helmholtz' nach einer 
ölskizze von P. v. Lenbach. [V u. 58 S.] gr, 8. 1896. Geh, n. JC 3.40. 

die Prinzipien der Mechanik, Mathematische Untersuchungen, [XII 

u. 228 S.J gr. S. 1901. Geb. n. Jt. 9.— 

Lajnb, H^^ F. R. 8., Professor an der Viktoria -üniversiiat Manchester, Lehrbuch 
der Hydrodynamik. Deutacho autorisierte Ausgabe, nach der 3. englischen 
Auflage besorgt von Job. Friedel. Mit 79 Figuren. [XIV u. 788 S.] gr. 8. 
iy07. Geb. n. JC 20.— 

Lanchesterj r. W., in Birmingham, ASrodynamik. Ein Gesamtwerk über das 
Fliegen. Deutsch von C. und A. Runge iu GGttingen. In 2 Bänden, gr. 8. 



IiOrenZj Dr. H,, Professor an der Technischen Hochschule au Danzig, Dynamik 
der Kurbeigetriebe mit besonderer Berücksichtigung der Schiffs- 
maschinen. Mit 6Ö Figuren. [V u. 1B6 S.] gr, 8. 1901. (Jeh. n. ,Ä6,— 

Love, A.E.H,, M. A. D. Sc. F. R. S., Professor an der Umversität Oxford, Lehrbuch 
der Elastizität Autorisierte deutsche Ausgabe uuter Mitwirkung des Ver- 
fassers besorgt von A. Timpe, Privatdozent an der Technischen . Hochschule 
zu Aachen. Mit 75 Abbildungen, [XVI u. 664 8.] gr. 8. 1907. Geb.n.^16,— 

Mareolongo, Dr. R.j Professor an der Universiiät Neapel, rationelle Mechanik. 
Deutsch vou Dr. K. Boehm, Professor an der Universität Heidelberg. 2 Bände, 
gr. 8. Geb. [Unter dor Presse.] 
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Meohanifc, unter Mitwirknng von M. Abraliam, C. Cranz, P, und T. Ehrenfest, S. 
Finster wal der, 0. Pischor, Ph. ForcÜheimer, Ph. Purtwän^ler, M. Grübler, L. 
Henneberg,. K. Heun, G. Jung-, A. Eriloff, H. Lamb, A. E, H. Lots, E. v, Misea, 
L. Prandü, H. Reißner, A. Scioenfliea, P. 8tä«tel, 0. Tedoae, E. Timerding, A. 
Timpe, A. Voss, G. T. Walker, G. Zemplön, redigiert von F. Klein und C. 
H. Müller. A. u. d. T.: Bnojklopädie der mathematischen Wissenschaften, 
Band IV, iu 4 TeUbänden. 
Bisher ereehien: 
LTeHDand. [XYI u. 691 S.] IWIl—lflOfl. Geh.n.Jt 80.40, in Origmalbana geb. n. ^ M,— 



Minkowslci, Dr. H., weil. Professor an der Universität Göttingen, Raum und Zeit. 
Vortrag, gehalten auf der 80. Naturforscher- Versammlung zu Cöln a, Rh. am 
21. September 1908, Mit dem Bildnis Hermann Minkowskis sowie einem Vor- 
wort von A. autzmer. [IV n. 14 S-] gr. 8. 1909. Geh. n. JC -~.%fl. 

Neumann. Dr. Fr., weil, Professor an der Universität Königsberg, gesammelte 
Werke. In 3 Bälden. 11. Band. Bei der Herausgabe dieses Bandes sind tätig 
gewesen die Herren: E. Dorn (Halle), 0: E. Meyer (Breslau), C. Neumann 
(Leipzig), C. Pape (früher in Köaigsbei^), L, Saalschutz (Königsberg), K, von 
der Mühlt (Basel), A, Wangerin (Halle), H. Weber (Straöburg). Mit einem 
Bildnis Franz Nerunanns aus dem 86. Lebensjalire in Heliogravüre, [SVI u, 620 S.] 
gr. 4. 1906. Geh. n. JC 36.— 

■ Vorlesungen über mathematische Physik, gehalten an der Uni- 



versität Königsberg. Herausgegeben von seinen Schülern in zwanglosen Heften 



inan3.,Pt(,f.BiLd8rUiu™r8itfitLelp^g. [Till u. 116 S.J gr. 8, 18JL. Geh, n, . 


^ä'^: 


wBiL ProfflBBor an der TJniveraitÄt Eömgsberg, Mit Bignrea, tX u. S9l S,] 
188S. Geh. n. M a.~- 


l^gr's: 


TorloHungfln übet olektriaohe StUlme, Herausgegeben tob Br. K. y 


r^.u. 


VarlBsnngen Ebor iheoretlaclie Optik. Herausgegeben Ton Dr, E, 
licMara'e^'' [Vm n, Slü's,] g^, 1: 1885, Qrtr"n,'j( »"eo,™ 


.^nrrn 


Torleanngen ab«c die Theorie der Elasti^iiat der festen Kürp. 
UniTeisltät Breslau, [XIT u. S74 8.1 gr. 8. 188&. GelL n, _« 11.60. 


"an^der 



S34 S,] gr, 8, 1894. Geh n, M 8.— 

iji Zürinh. gr, 8. Gei. [In Vorbereitung.] 

Oetenfeld, Dr. A., Professor an der Technischen Hochschule zu Kopenhagen, tech- 
nische Statik. Vorlesungen aber die Theorie der Tragkonstruktionen. Deutsch 
von D. Skouge.- Mit 336 Figuren auf .^3 Tafeln [VUI u. 456 8.] gr. 8. 1904. 
Geb. n. Jt. 12.— 

Perry, J., Drehkreisel. Deutsehe Ausgabe, besorgt von August Waigel. 
Mit 58 Abbildungen und I Titelbild. [VBI ^i. 136 8.] 8, 1904. Geb. n. 
Ji 3.80. 
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Pringaheim, Dr. E,, PrüfesBor an der Universität Brealan, Vorleanngen über die 
PkTBik der Sonne. Mit 235 AbbUdurgen und 7 Tafeln. [VIII i. 435 S.] 
gr, 8. 1910, Geh. n. M. 16,—. In Leinwand gob. n. JC 13.— 

Houtb] Ed^ward Johii, Sc. D., LL. D,, P. It," S., nsw., weiland Professor an der öni- 
Teraität Cambridge, die Dynamik der Systeme starrer Körper. In 2 Bänden 
mit aaUreichen Beispielen. Autorisierte deutsche Ausgabe von Adolf Schepp, 
weiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. Mit einem Vorwort von F. Klein, 
gr. 8, 1898. In Leinwund geb. n. JC 24. — 

I. Bund! Die Elemonte Mit 57 Figur-n [XHu«"'*] n HJ(I- 
H. - DiehBlierB Djnamik Mi 18 T guren [XU u 644 ^ ] n. «14- 

Sohell, Dr. "W., weiland Profps,sor am Polytechnikum bu iiarlsruhe Theorie der 
Bewegung und dei Kratte Em Lehrbich der theoretischen Mechanik mit 
besonderer Rücksicht auf dua Bedürfnis technischer Hochschulen Mit vielen 
Holzschnitten. 2 umgeaibeitete Auilage i Banle gr 8 Geh n, JC 20.— , 
in Halbfranz geh n Ä 2i ^ 

Einzeln : 
I. Banä: 1. Gaomeitie der StreokenB vsteme und Geom otria dar Maaaen, 8. ßeo me Iris 
BzustlLiide (Kinematik). [XVI 



SehUiüt, Dr. "W.^ Dipl.-Ing., Professor an der Technischen Hochschule zu Braunachweig, 
Statik der Eaumfachwerke. Mit 214 Abbildungen und 2 Talein. [XIV n. 
390 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. Ji 9.— 

Sohoenflies, Dr. A., Professor an der Universität Königsberg i. Pr., Geometrie der 
Bewegung in synthetischer Darstellung. Mit Figuren, [VI u. 961 S.] 
gr. 8. 1886. Geh. n. „« 4.— 

Soli'werirLg, Prof. Dr. K., Direktor des Gymnasiums an der Apoatelkirche zu Cöln a.Eb,, 
Handbuch der Blementarmathematife fui Lehrer Mit 139 Figuren 
[Vni u, 408 S,] gr. 8. 1907. In Leinwand geh n J; 8 — 

Stephan, Regierungsbaumeiater P,, Obei'Iehrer an dei Kgl Maschininbiuschuli' zu 
Dortmund, die technische Mechanik. ElemnntarLS Lehrbuch tui nuttlere 
maschiaentechtiische Fachschulen und Hilfabuch tür Studierende hoheier teih 
nischer Lehranstalten, 2 Teile, gr. 8. 
I. Teil. Meoüanik Btarrec Körper. Mit 35B rieuton. [Vm u S44 S ] 1904 In Lemw geb n M T ^ 
U. — FesUgkeitsIelire nnd Meotmnlk dar flüaaigHn nnd gaafarroigeii Körper. Mit SOO Eiguren, 
[YIU u. S3ä S.] 1908. In Leinwand gab. n. M. 7.— 

Study, B., Professor an der Universitilt Bonn, Geometrie der Dynamen, Die 
Zusammensetzung von Kräften und verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 
46 Figuren und 1 Tafel. [XHI n. 603 8.] gr. 8. 1903. 6eli..n. JC 21.—, in 
Halbfrana geb. n. M 23.— 

Taaohenbuch für Mathematiker und Physiker. L Jahrgang 1909/10. Unter 
Mitwirkung von Fr. Auerbach, O.Knopf, H. Liebmann, B. Vt^ölffing u.a. 
herausg. von Felis Auerbach. Mit 1 Bildnis Lord Kelvins, [XLIV u. 450 S.] 
8, 1909. In Leinvfand geb. n. M. Q.— 

IL Jahrgang, lüll. unter Mitwirlcung von D, Hubert, H. Greinacher, 

G. Hesaenberg, 0. Knopf, H. Liebmann, W. Lietamann, H. Reissner, 
K. Simons, 0. Töplit«, W. Wien und R. Ziegel herausg, von F. Anerbach 
und E. Rothe. Mit einem Bildnis H. Minkowskis, [ca. 500 S.] 8. In Leinwand 
geb. ca, n. M. 6. — . [Erscheint im Deaeraber 1910.] 
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Tannery, J., ProfeaBor an der UniyerBität Paris, Subdirektor der ßcole normale supö- 
rieure zu Paris, Elemente der Mathematik. Mit einem geschichtlichen Anhang 
von P. Tannerj. Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. P, Klaeß, Gymnasial- 
lehrer in Echternach (Lusemboi^). Mit einem Einfuhrungawort toiI F. Klein 
und 184 Figm-en. [XU u. 364 S.] gr. 8. 1909' . Geh.n.^ 7.— , in Leinwand geb. 
n. JC 8,— 

Teaar, L., Professor an der k, k. StaatBrealschule im XX. De^irk zu Wien, die 
Mechanik Eine Einführung mit einem metaphjsischen Nachwoi't. Mit 111 Fi- 
guren. ]XIV u. 230 S.] gr. 8. 190». üeh. n, M 3.20. in Leinwand geb. 
n, JC i.— 

Timerdiiig, Dr. H. E., Professor an der Technischen Hocbschnle in JBtaunsehweig, 
Geometrie der Kräfte. Mit 27 Fignien. [XII u. 381 S.] gr, 8. 1908. 
In Leinwand geb. n. JC 16.— 

Trabert, Dr.W., Professor an der UniveMität Wien, Lehrbuch der kosmischen 
Physik, gr. 8. Geb. [Erscheint Ende 1910,] 

Voigt, Geheimer Eegierungsrat Dr. "W., Professor an der UniTeraität Göttingen, 
Magneto- und Elektrooptik, Mit 75 Figuren. [XIV n. 396 S.] gr. 8. 
1908. In Leinwand geh. n. M. 14. — 



Latall-Physik. (Mit Ausnahme der Kristall- Optik.) gr. ) 



Leinwand geb. [Unter der Presse.] 

Volkmann Dr. P., Professor an der Universität Königsberg i. Pr,, Einführung in 
das Studium der theoretischen Physik, insbesondere in das der ana- 
lytischen Mechanik. Mit einer Einleitung in die Theorie der physikalischen 
Erkenntnis. [XVIu,370S.] gr.8. 1900. Geh.n.^9.— , in Leinwand geb. n.,Ä 10.20. 

Webster, A. Gr., Ph. D., Professor of Physics, Clark Unirersity, Worcester, the 
Dynamics ofParticles, and of rigid, elastic, and fluid Bodiea, being 
Lectnrea on mathematical Physiea. Mit zahlreichen Figuren. [XII u. 
588 S.] gr. 8 1904. Geb. n, Ji 14.— 

lik, als Einführung in die theoretische Physik. In 



2 Teilen. Deutsche Ausgabe von C, H. Müller. Mit zahlreichen Fignren. gr. * 



Wüllner, Geh. Eegierungarat Dr. A,, weil, Profeasor an der Kgl. Technischen Hooh- 
aehnle an Aachen, Lehrbuch der Experimentalphysik. In 4 Bänden. Mit 
1104 Abbildungen und Figuren und 4 lithographierten Tafeln, gr. 8. 189&— 1907. 



elelchieitlgem BeiugD aller i BKnile ennäBlgt aich dfr OeBnmtprtls 
Werkos geh. auf n. M. 83.-, In Hnlhrrani g«b. aaf n. Jl. iü — 




Binnüln: 




A. Hogonbaoh. Mit 333 Abbildungen' nod Figuren, [XIV u. 1058 S] 
n. M 16.—, in HiüMtanzba. n, Jt 18.— 
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F, KLEIN UND A. SOMMERFELD, 

ÜBER DIE 

THEORIE DES KREISELS. 



HEfT IV. 
DIE TECHNISCHEN ÄltWENDÜNeEN DER KEEISELTHEOKIE. 



FÜR DEN DEUCK BEARBEITET UND ERGÄNZT VON 
FBITZ NOETHBK. 



LEIPZIG, 

DßüCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
1910. 
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InMtsverzeiclmis von Heft IV. 

Die technischen Anwendungen der Kreiseltheorie 

Kapitel IX 
Technische Anwendungen 

I 1 Die wiehtigstfi FDnoel det EreiBeltheone Ali^eraeiDes uler (5ie 

Stabiliening durct Krei'^elwirkniigen 
g 2 KrPiHelwirliiiiigeß im. BiaenbaliabatrieLe 

§ 3 Det Geradlaufapparat der Toippdos Whitekead und Howell Torjeda 
g 4 Der Schhckacbe '^chiffskrei el Allgemunes und Ttp ne 
g 5 Spezielle Diskussion der Wirkung des i, hiffskreiBels 
5 6 Pesultite und praktische Eriahrungun am bchitfakreisel 
g 7 Der EreiBelkDmpira 
§ 8 Stabilität de Pahrrada 

§ 9 Über Termeinththeund wiiklicheKreiselwirkuiigenLeiderLa,Tal luil inp 
g 10 Tennischte Anwendungen 

A Emechieuenb ahnen 

1 Sohwehelialin 

2 äTonorailay tem 

3 System Brennin und '^ch il 
B NautiSLhe Anwendungen 

4 Itadd-impfBr 

5 Tarbmendiinipfer 

t) Der gyroskopiacbe Honzont 

7 Bemerkungen zur Aeronauhk 
L Ballistik 

8 Daa dynamisch hydrodynamische Prcblem 

j Die allgemeinen Erfahrung statiauhen dei Ballistik und iio Rollr 
der Kreiaelwirkun{,en 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 

Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik. 

Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 

H Weber und J Wellstein, 



In drei Banden gr 



In Lemw geb 
1 H Webei* 






I Elementare Algebra und Analysls Beaibeitet v( 
40 FiKure [XVLU n 532 S ] ISW a JC 10 — 

II Elemente der fieotnetrie Benebeltet von K Weber J Wehstem un ! W Jacobs- 
thal ' AiflSoP Mit 261 Figuren [XU u 696 S] 1807 n ^ 1'.— 

IM Angewandte Elementar Mathematik Bearbeitet on H Weber J Wellstein 
unl R H Weber (Rostock) Mit 358 Figuren [Xm u (.66 S ] 1907 n IC 14.— 

Dib lAerk verfclgt das Ziel den tinftgen Lehrer anf einen wissen- 
sctaftbchen bttindpuiikt zu stellen von dem iub er imstande ist das waa er 
später zu lehren hat tieier zu erkennen nnd au erfassen und damit den Wert 
dieser Lehren tur d e allgemeine Geistesbiliung zi erhöhen — Das Z el dieser 
Arbe t st nickt in der Verarößetung des ümfanees der Elementar Mathenjatik 
zu ersehen ödei m der Einkleidung höherer Probleme in em elementares 
Gewind sondern in einer strengen Begründung und leickt faßlichen Darlegung 
ler Elemente Das Wer^ ist n cht lowohl für den Sehnler seil' st als für den 
Lehrer und Stidieienden leatimmt die nelen jenen fundamentalen Betrach- 
tungen auch eine för den praktischen Gebranch nflttiliciie, wohlgeordnete Zu- 

nsteilung der wicktigeten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 
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